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Vorwort. 


Die  mathematischen  und  astronomischen  Abhandlungen  von 
J.  E.  Encke,  welche  zum  gröfsten  Theil  in  den  Berliner  Astro- 
nomischen Jahrbüchern  enthalten  sind,  haben  auch  jetzt  noch  einen 
so  hohen  Werth  für  das  Studium  und  die  Anwendung  exacter 
Rechnungsmethoden  überhaupt,  dafs  es  zweckmäfsig  erschienen  ist, 
einen  neuen,  zusammenfassenden  Abdruck  der  wichtigsten  derselben 
zu  veranstalten,  um  so  mehr  als  ein  grofser  Theil  der  bezüglichen 
Jahrgänge  des  Jahrbuchs  vergriffen  ist. 

Der  Unterzeichnete,  welcher  von  den  Encke 'sehen  Erben  mit 
der  Herausgabe  der  Abhandlungen  betraut  worden  ist,  hat  sich 
nur  um  eine  möglichst  correcte  Wiedergabe  derselben  bemüht  und 
sich  nur  ganz  minimale  und  einleuchtende  Aenderungen  gestattet. 

Bei  der  Auswahl  der  in  diese  neue  Ausgabe  aufzunehmenden 
Abhandlungen  bin  ich  von  Seiten  der  hiesigen  Sternwarte  und  des 
astronomischen  Becheninstitutes  freundlichst  berathen  worden. 

Der  vorliegende  I.  Band  umfasst  laut  Inhaltsverzeichnifs 
Encke 's  Untersuchungen  über  solche  Bechnungsmethoden,  welche 
in  allen  exacten  Wissenschaften  zur  Anwendung  gelangen  können. 

Der  n.  Band  wird  die  ebenfalls  allgemein  wichtigen  Unter- 
suchungen über  Fehlertheorie,  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und 
Anschliefsendes,  und  erst  der  III.  Band  die  speciflsch  astronomi- 
schen, aber  auch  die  berühmte  Abhandlung  »De  formulis  dioptricis'^ 
bringen. 

Berlin  1887,  November. 

Harry  Grayellus. 


Inhalt.*) 


Ueber  Interpolation  (1830) Seite    1 

Ueber  mechanische  Quadratur  (1837) „      21 

Ueber    eine    andere   Methode,    zu   den    Formeln   der 

mechanischen  Quadratur  zu  gelangen  (1862)      .     .  r>      61 

Ueber  die  Cotes'ischen  Integrations-Factoren  (1863)    .  „    100 
Allgemeine   Auflösung   der  numerischen  Gleichungen 

(1841) „125 

Ueber  die  Entwickelung  einer  Function  in  eine  perio- 
dische Reihe  (1860) n    188 


*)  Die  den  Titeln  der  Abhandlungen  hier  beigesetzten  Jahreszahlen  be- 
ziehen sich  auf  die  Jahrgänge  des  Berliner  Astronomischen  Jahrbuchs,  in 
denen  die  betr.  Aufsätze  publicirt  worden  sind. 


Ueber  Interpolation.*) 


Interpoliren  heifst  im  Allgemeinen  das  Verfahren,  wodurch  man 
aus  gegebenen  numerischen  Werthen  irgend  welcher  Function  einer 
ÖrSfse,  oder  nach  dem  astronomischen  Sprachgebrauch,  eines  Ar- 
gumentes, den  Werth  dieser  Function  f&r  einen  andern  gegebenen 
Werth  des  Argumentes  bestimmt,  ohne  die  Form  der  Function  selbst 
zu  kennen,  ja  ohne  sie  kennen  zu  wollen.  Als  Hfilfstheorem  dient 
hiezu  der  Taylor  sehe  Lehrsatz,  insofern  er  allgemein  die  Ent- 
wickelung  jeder  Function  umfasst.  Nach  ihm  l&fst  sich  jede 
Function  einer  zweitheiligen  Gröfse  in  eine  Reihe  auflösen,  die  zum 
ersten  Gliede  die  Function  des  ersten  Theiles  selbst  hat,  und  in 
den  folgenden  nach  Potenzen  des  zweiten  Theiles  fortschreitet, 
wobei  die  Ooefftcienten  aus  den  Derivirten  der  Function  in  Be- 
zug auf  den  ersten  Theil  gebildet  werden,  um  die  Reihe 
schnell  convergiren  zu  machen,  nimmt  man  gewöhnlich  diesen 
zweiten  Theil  sehr  klein  an.  Man  mufs  daher  auch  bei  der  An- 
wendung auf  das  Interpoliren  den  Werth,  von  welchem  man  aus- 
gehen will,  so  nahe  als  möglich  dem  gegebenen  zu  bringen  suchen. 

Die  Fälle,  in  welchen  der  Taylor  sehe  Satz  eine  Ausnahme 
erleidet,  kommen  bei  der  Interpolation  nicht  vor,  wenn  man  sie 
nur  so  anwendet,  wie  sie  allein  angewandt  werden  sollte,  das  heifst, 


*)  Der  folgende  Aufsatz  ist  aus  den  Vorlesungen  entlehnt,  die  ich  im 
Jahre  1812  hei  dem  Herrn  Hofrath  Gaufs  zu  hören  das  Glück  hatte.  In 
dem  ganzen  Gange  der  Entwickelung  bin  ich,  so  viel  die  Erinnerung  ge- 
stattete, dem  Vortrage  meines  hochgeehrten  Lehrers  gefolgt,  da  er  die  gröfste 

Gründlichkeit  mit  der  gröfsten  Einfachheit  und  Eleganz  verbindet 
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2  lieber  Interpolation. 

wenn  der  gesuchte  numerische  Werth  der  Function  von  den  ge- 
gebenen eingeschlossen  ist,  und  sie  innerhalb  dieser  Grenzen  nicht 
unendlich  oder  unmöglich  wird. 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  soll  angenommen  werden, 
dafs  vier  Werthe  gegeben  sind.  Das  Verfahren  wird  sich  ohne 
Mühe  auf  jede  gröisere  Zahl  ausdehnen  lassen.  Die  vier  Werthe 
des  Argumentes  sollen  mit  p  i  r  s,  die  zugehörigen  der  Function 
mit  P  Q  B  8  bezeichnet  werden.  Für  das  Argument  x  sucht  man 
den  numerischen  Werth  der  Function  X 

Nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatze  ist 

Nimmt  man  einen  Werth  a  nahe  an  x,  so  dafs 

so  wird 

/•  (a?)  =  a  +  /J  (ä  -  a)  +  y  (a?  -  a)2  +  d  (a?  -  a)8 . . . 

wo  aß y  d  unbekannte  Ooefücienten  sind.  Zu  ihrer  Bestimmung 
dienen  die  vier  Bedingungen,  dafs  für 

X=^p  f(x)='P 

x^q  f(x)^Q  U.B.W. 

Man  hat  also  die  vier  Gleichungen 

P  =  «  +  /?  (p  -  a)  -I-  y  (p  -  a)2  +  (J  (p  -  a)3 
^  =  a  +  /J  (g  -  a)  +  y  (a  -  a)2  +  J  (g  -  a)8 
Ä  =  a  4-  /J  (r  —  a)  +  y  (r  —  a)2  +  d  (r  -  a)8 
S=  a  H-  /J  (s  -  a)  +  ^^  («  -  a)2  +  cT  (s  ~  a)« 

aus  welchen  sich  die  vier  Coefflcienten  aßyd^  aber  auch  nicht 
mehrere,  durch  Elimination  bestimmen  lassen.  Folglich  erhUt 
man  auch  nur  die  Entwickelung  von  f{x)  bis  zu  (x  —  af  inclusive, 
und  mufs  annehmen,  dafs  die  folgenden  Glieder  der  Beihe  als  ver- 
schwindend betrachtet  werden  können. 

Die  Elimination  ist  leicht  zu  übersehen,  und  bedarf  nicht  einer 
weiteren  Ausführung.    Statt  indessen  die  Werthe  a  ß  y  dixi  jedem 
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einzelnen  Falle  zn  suchen,  und  dann  mf{x)za  substitoiren»  kommt 
man  durch  eine  andere  Betrachtung  kürzer  zum  Ziele. 

Aus  der  üebersicht  des  Geschäftes  der  Elimination  ergiebt 
sich  sogleich,  wie  die  Werthe  von  a  ß  y  d  in.  Bezug  auf  die  Po- 
tenzen von  P  Q  B  S  beschaffen  sein  werden.  Bei  der  linearen 
Form  der  Gleichungen,  werden  P  Q  B  S  nur  linear  darin  vor- 
kommen, zugleich  wird  es  aber  auch  in  a  ß  y  d  kein  Glied  geben, 
welches  nicht  eine  der  Gröfsen  P  ^  iS  5  als  Faktor  enthielte. 
Oder  die  Form  von  a  ß  y  d  wird  im  allgemeinen  sein: 

cP+Ci  Q  +  c^  B  +  c^  S. 

Substituirt  man  diese  Werthe  nun  in  f{x\  so  wird  auch  in  f(x) 
kein  Glied  ohne  eine  der  GrOisen  PQ  BS  vorkommen,  oder  es  wird 

X=^n  P+x  Q  +  Q  B  +  a  S 

wo  ^  X  ^  <r  bis  jetzt  noch  unbestimmte  Coefficienten  sind,  welche 
indessen,  wie  sie  auch  beschaffen  sein  mögen,  x  nur  auf  die  dritte 
Potenz  inclusive  enthalten  dfirfen,  weil  in  der  ursprünglichen 
Gleichung  nur  (ä  —  a)  ^  vorkommt 

Wendet  man  nun  auf  diese  letzte  Form  die  vier  Bedingungen 
des  Problems  an,  so  hat  man  offenbar  für 

x  =  q  n  =  0    x*=l    ?  =  0    cr=0 

x^r  7r  =  0    x  =  0    ?  =  1    cr  =  0 

x  =  s  n  =  0    x  =  0    ^  =  0    cr^l 

Soll  aber  ^  =  0  werden  für  a;  =  (?,  o;  =  r,  o;  = «,  so  lehrt  die 
Algebra,  daJb  n  die  Factoren  a;  — g,  a?  — r,  x'—s  enthalten  mufs, 
und  zwar  wenn,  was  hier  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  qr  s 
verschiedene  Gröfsen  sind,  alle  drei  Factoren  zugleich.  In  dem, 
was  7t  sonst  noch  enthält,  darf  kein  x  mehr  vorkommen,  weil  x 
sonst  gegeA  die  Voraussetzung  die  dritte  Potenz  überschreiten 
würde.  Nennt  man  also  C  den  Inbegriff  der  übrigen  constanten 
Factoren  von  ^,  so  ist 

7t=^C  x  —  q  tc  —  r  x  —  8. 

1* 
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Nach  der  ersten  Bedingung  ist  aber  nr  =^1  ffir  x^p^  folglich 

•  1  =  C  j)  — g  j)  — r  jp  — s 

oder 

C 


and  also 

rc— 2  x—r  x—8 
p—qp^rp—s 


TT  = 


Dieselben  Schlüsse  B>xd  x  Q  ^  angewendet  geben  den  allge- 
meinen Ausdruck 

/TN  V  r»  X—^  x—r  X—S         ^  X—p  X—T  x—8 

(I)  X=      P — hO — ^ 

p—qp—rps  Q—pq-^q^s 

» 

^  x—p  x—q  x—s      ^  x—p  x—q  x—r 

+  R — hS — 

r—p  r—q  r—s  s—p  s—q  s—r 

welcher  die  gegebenen  Bedingungen  nicht  nur  erfüllt,  sondern 
auch  wenn  x  die  dritte  Potenz  nicht  überschreiten  soll,  der 
einzige  ist,  der  sie  vollständig  erfüllt.  Die  Differenz  eines 
jeden  andern  nicht  damit  identischen  von  (I),  müfste  nämlich, 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  zufolge,  Null  werden  für  die 
vier  Werthe: 

x=p,  x  =  q,  x  =  r,  x  =  8 

folglich  die  vier  Factoren  x—p  x^q  x  —  r  x  —  s  zugleich  ent- 
halten, oder  X  auf  die  vierte  Potenz  erhoben,  gegen  die  Vor- 
aussetzung. 

Man  kann  der  Gleichung  (I)  noch  eine  elegantere  Form 
geben,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit 

x—p x—q x—r X—s 

dividirt    Sie  wird  dann 

Q 


0  =  -- + 1 + 


x—p  x—q  x—r  x—s       p—x  p—q  p—r  p—s       q—x  q—p  q—r  q—s 

R  S 

4- 


r—x  r—p  r—q  r—s         s—x  s—p  s—q  s—r 
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Nimmt  man  hier,  da  die  Form  von  f{x)  ganz  willkärlich 
gelassen  ist,  für  X..aj«»  an,  wodurch  also  P...p^  ^...a«  u.s.w. 
wird,  so  lässt  sich  diese  Gleichung  auch  so  ausdrücken:  Wenn 
n  Gröisen  ah  cd  gegeben  sind  (statt  der  vorigen  ^i>2r),  und 
die  wte  Potenz  einer  jeden  derselben  dividirt  wird  durch  das 
Product  aller  Differenzen  der  zur  Potenz  erhobenen  Gröise 
von  jeder  der  übrigen,  so  ist  die  Summe  aller  n  Quotienten 
jedesmal  =  0,  so  lange  m  zwischen  0  und  w  —  2  beides  inclu- 
sive liegt.  Diese  letztere  Beschränkung  wird  durch  die  Be- 
dingung herbeigeführt,  dajs  bei  der  Herleitung  der  Reihe  die 
Potenzen  höher  als  ofi  ausgeschlossen  wurden. 

Die  Untersuchung  über  den  Werth  der  Beihe 

fffn  JyH  f4A 

+j^rr-rr-^ —  + i:^r^ — etc.         (A) 


a—b  a—c  or-d . . .     6— a  fc— c  b^d  . . .     c— a  c— 6  c— d , . . 

bei  n  Gröfsen  für  jeden  beliebigen  Werth  von  m,  führt  zu 
einer  näheren  Schätzung  des  Fehlers  einer  Interpolation.  Zu 
diesem  Ende  entwickele  man  den  Bruch 

1  1 


T     y—a  y-b  y—c  y-d  . . . 

auf  zweifache  Weise.    Zuerst,  indem  man  ihn  ansieht  als 
das  Product  der  einzelnen  Brüche 

•         7~,  m  eüc. 

y-a      y-b      y-o 

jeden  von  diesen  für  sich  entwickelt,  und  dann  alle  multipli- 
cirt    Da 

— i—  =  y-i  +  ajT^  +  ahf-^ . . . 
y—a      ^  y  ^ 


y 

so  wird 


L^^yr^  +  bir^^bhr^... 


Für  den  gegenwärtigen  Zweck  braucht  man  die  Coefflcienten 
AB . .  •  nicht  weiter  zu  kennen.    Sie  sind  übrigens  nach  com- 
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binatorischen  Lehren  für  die  —  (n  +  r)^  Potenz  von  y,  die  r*« 
Classe  der  Combinationen  mit  Wiederholungen  aus  n  Ele- 
menten, nach  Posselt 's  Bezeichnung,  welcher  diese  Reihen 
(A)  näher  untersucht  hat*), 

r(0)« 

Löst  man  zweitens -yriu  die  Summe  der  einzelnen  Par- 
tialbrüche auf,  deren  Nenner  respective  y  —  a,  y  —  b,  y  —  c 
sind,  so  lehrt  das  bekannte  Verfahren,  dafs  die  Zähler  dieser 
Bräche  erhalten  werden,  wenn  man  in  die  übrigen  Factoren 

von  -yT,  f^r  y  bei  jedem  Partialbruche  den  Werth  substituirt, 

der  entsteht,  wenn  man  den  Nenner  des  Partialbruches  =»0 
setzt ,  insofern  ah  cd  alle  von  einander  verschieden  sind. 
Folglich  wird 

1  1  1 


a—b  a—c  Or-d      y—a 
1  1 


etc. 


b—a  b—c  b—d       y—b 
Entwickelt  man  hier  wieder  die  Brüche 

•  ~~   T~  euc« 
y-a'  y-b 

in  Reihen,  so  wird 

T  =  Vft  a-la-d . .  .{y'  +  «r  ^  +  « V-« . . . 
+  l-ab-cb-d...{^-'  +  ^'  +  &V-» . .  . 

Summirt  man  alle  diese,  so  werden  die  Coefiftcienten  der 
verschiedenen  Potenzen  von  y  lauter  Reihen  von  derselben 
Form  wie  (A).  Bezeichnet  man  also  die  Summe  einer  solchen 


*)  In  seiner  vortrefflichen  Dissertation:   De  funcUonibus  quibusdam  sym- 
metricia  AucU    Posselt.    Oottingae  1818. 
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Reihe  mit  [0],  [1], ....  [fit],  je  nach  dem  Grade  der  Potenz,  zu 
welcher  die  Zähler  der  Brüche  erhoben  sind,  so  wird 

(C)    '^=    [0]jr ^  +  [I]jr2 +  [%-».. . 

4-  [w  —  2]tr  ^«- 1>  4-  [n-l]jr« . . .  4-  [n  +  r  -  l]y- (»  +  '') 

und  die  Yergleichnng  der  Coefficienten  derselben  Potenz  von  y 
in  (6)  und  (C)  giebt  sogleich  fibereinstimmend  mit  dem  Obigen 

[0]=0[l]=0...bis[n-2]=0 

dagegen  aber 

[n  —  1]  =  1  und  allgemein  [n  +  r  —  1]  =  »"(O)». 

Ans  dem  ersten  Resultate 

wird  sich  das  für  die  Interpolation  verlangte  ergeben. 

Gesetzt  nämlich,  es  sei  in  dem  vollständigen  Ausdrucke 
von  f{x)^  das  vierte  oder  merklichste  Glied  aulser  den  ange wan- 
den noch 

4-  €  •  (a;— a)* 

so  werden  auch  PQjB5,  da  sie  aus  dem  vollständigen  Aus- 
druck berechnet  sind,  noch  die  Glieder  «Q?  — a)*,  «(g  — a)*, 
« (r  —  a)*,  e(s  —  a)*  enthalten,  und  der  Ausdruck  (I)  wird  aufser 
den  Werthen,  die  von  den  niederen  Potenzen  bis  zur  3*«^  in- 
clusive herrfihren,  noch  das  Increment  haben: 

—  S'X—p  x^q  x  —  r  x  —  s\     ^=^ — 

^  *  \     p—xp-^qp—rp—s 

(q-ay 


4- 


q—x  q--p  q—r  q—s 

r^x  r—p  r—q  r^s 

(s-ay 


} 


8—x  8—p  8—q  8—r 

Es  werden  aber  die  Nenner  dieser  Brüche  nicht  geändert, 
wenn  man  in  ihnen  die  Werthe  von  xpqrs  sämmtlich  um  a 
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vermindert,  folglich  wird  man  nach  dem  eben  bewiesenen 
Theorem  den  in  {}  eingeschlossenen  Theil  auch  so  schreiben 
können : 

1_  (^-«)* 


x—p  x—q  x—r  x—s 
und  die  Formel  (I)  giebt  folglich  den  Werth 

X^a-hß(X'-a)'¥-yix-ay-d(x-af 

+  €  (x  —  ay  —  s  X  —p  x  —  q  x^r  x  —  s 

Oder  in  Bezug  auf  die  vierten  Potenzen  allein,  ist  der 
Fehler  der  Interpolation,  d.  h.  das,  was  man  ihr  noch  hinzu- 
fugen miifste,  um  den  wahren  Werth  zu  erhalten: 

+  €(x—p)  (x  —  q)  (x  —  r)  (x  —  s). 

Die  Bedingungen  der  Aufgabe  lehren  zwar  nichts  über 
den  Werth  von  c,  allein  wenn  man  die  Wahl  hat,  welche  Ar- 
gumente man  zur  Interpolation  anwenden  kann,  so  kann  man 
sie  wenigstens  so  wählen,  dafs  das  Product 

x—p x—q x—r x—s 

ein  Minimum  wird.  Offenbar  aber  wird  das  der  Fall  sein,  wenn 
einer  der  Werthe  pqrs  dem  x  so  nahe  als  möglich  liegt,  und  die 
andern  zu  beiden  Seiten  so  gleichförmig,  als  die  gegebenen 
Daten  verstatten,  vertheilt  sind.  Wollte  man  z.  B.  für  o;  =  41  j^ 
interpoliren,  so  würde,  wenn  man  die  Argumente  40  41  42  43 
wählte,  der  Fehler  der  Eleinstmöglichste 

,  40 

80 

für  41  42  43  44  würde  er  =  —  gj «,  und  für  die  Argumente 

39  40  41  42  =  -  §€;  so  dafs  das  Verhältnifs  der  Fehler,  ab- 
gesehen von  dem  Zeichen,  sein  würde: 

10 :  20 :  14. 


Ueber  Interpolation.  9 

Diese  Regel,  die  anzuwendenden  Werthe  p  q  r  s  stets 
so  zu  wählen,  daüs  x  möglichst  nahe  ihrer  Mitte  fällt 9  sollte 
nie  anfser  Acht  gelassen  werden. 

Die  allgemeine  Formel  (I)  kann  bei  einer  einzelnen  Inter- 
polation manchmal  mit  Nutzen  gebraucht  werden.  Sie  hat  den 
Vortheil,  dals,  wenn  vielleicht  eine  der  Gröfsen  PQ  B  S fehler- 
haft sein  sollte,  man  bei  ihr  sogleich  übersieht,  wie  grols  der 
Einflufs  dieses  Fehlers  auf  X  sei.  Sie  hat  aber  den  Nach- 
theil, daijs  man  gewöhnlich  nicht  weifs,  wie  viele  Glieder 
PQ R  S  zur  genauen  Interpolation  hinreichen  und  nöthig  sind, 
und  darum  auch  bei  ihrer  einzelnen  Anwendung  nicht  sicher 
ist,  ob  man  die  äufserste  Genauigkeit  erreicht  hat. 

Um  diese  üebersicht  zu  erleichtern,  entwickele  man  die 
Formel  (I)  in  eine  Reihe,  die  successive  von  dem  Gebrauche 
zweier  Gröfsen,  zu  dem  von  dreien  u.  s.  w.  aufsteigt.  Nennt 
man  den  Werth  von  X  aus  n  Gröfsen  hergeleitet  X»,  so  hat  man 


X4  —  Xg  =      S 


x—p  x—q  x—r 
s—p  s—q  s—r 

4-  "^  ' 


p  /  x—p  x^q  x—$  ^  a?--pa;-^\ 
\  r—p  r-^q  r—s       r—p  r—q  j 

—p  x—r  x—s     x—p  x-^  \ 


q(^ 

\q-p 


g— ^  g— S  g—jp  g— r  / 

P  (x—qx—rx—s  ^  x—q  x—r  \ 
\j9— g  p—rp—s     p—qp—r  / 


oder  wenn  man  zusammenzieht 


Xa  —  Xo  —  x—p  ar  — g  x  —  ri 1 

^        ^  ^         *  [p—qp—rp-8      q-^pq—rq—s 

—^ — } 

—ps—Qs—ri 


r—p  r—q  r—s       s—p 
Eben  so  wird 

Xo  —  X^^x—px-ql 1 ( [ 

»       ^  -^        *  [p—q  p^r       q—p  q—r       r—p  r—q  J 

li>-«     Q.-p\ 
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Xj  ==  P  da  bei  einem  gegebenen  Werthe  von  Interpolation 
eigentlich  nicht  die  Bede  sein  kann.  Eben  so  ist  X^  —  Xi 
nichts  anderes  als  der  einfache  ProportionaltheiL 

Die  in  { }  eingeschlossenen  Gröfsen  sind  ganz  symmetrische 
Functionen  von  2,  3,  4,  und,  wie  man  ohne  vollständigen  Be- 
weis doch  bald  fibersieht,  von  fanf  nnd  mehreren  Gröfsen. 
Jeder  Fnnctionenwerth  ist  in  ihnen  dividirt  durch  das  Prodnct 
aller  Differenzen  des  zugehörigen  Argumentes  von  jedem  der 
fibrigen.  Man  nenne  sie  Differenzgröfsen ,  und  bezeichne  sie, 
je  nach  den  Gröfsen,  die  zu  ihrer  Bildung  beitragen,  durch 
[PQ]i  Lp  2^]  u.  s.  w.  Bei  der  Symmetrie  der  Formeln  sind 
\pqr]  und  [qrp]  identisch,  oder  die  Buchstaben  lassen  sich 
willkfirlich  vertauschen. 

Durch  die  Addition  der  verschiedenen  Werthe  erhält  jetzt 
die  Formel  (I)  die  zum  Gebrauch  bequemere  Gestalt 

X^='P'hx^p[P'q]'hx  — jp  a;  —  g  [p  •  gr  •  r] 

-hx—px  —  qx^rlp'q^r^s]  (II) 

Am  leichtesten  wird  die  Bildung  der  Differenzgröfsen 
Übersehen,  wenn  man  zwei  von  denselben  Dimensionen,  in 
welchen  alle  Elemente  bis  auf  eines  dieselben  sind,  von  ein- 
ander abzieht.    So  z.  B.  ist 

[g  •  r .  s]  -  [p .  g  -  r]  = 1-  B  l \ 

"■  j     LT    »     j       g^qg^^  j^r-qrs      r—pr-^\ 

1 2-^  q—s     q—p  q-^i 


p—qp—r 


S        .        B  s-p 


s—q  8—r       r--p  r-^q  r— « 
Q  s-p  P 


+ 


q—p  q—^  qs    p—q  p— ^ 

=  (s-^)  [p'q'V's] 
und  wie  man  bald  Qbersieht,  ganz  allgemein 

[q  —  y^]-[p  —  y]  =  («-jP)  [p  —  y^] 


Ueber  Interpolation.  11 

Denkt  man  sich  also  die  Differenzgrölsen,  woza  man  der 
Sjrmmetrie  wegen  PQBS  selbst  rechnen  kann ,  so  nnterein- 
andergesetzt: 


P 

9 

r 

8 

t 


T 


[S't] 


so  entsteht  jede  folgende  Verticalreihe,  indem  man  ein  Glied 
der  vorhergehenden  von  dem  darnnterstehenden  abzieht,  und 
diese  Differenz  dividirt  durch  die  Differenz  der  Argumente, 
auf  welche  die  beiden  durch  die  nächst  höhere  und  nächst 
tiefere  Differenzgröfse  gezogenen  Diagonalen  hinweisen.  Es 
ist  nämlich: 

LT   ^     j  r—p 

[p  .  g .  r .  5]  =  -^ ^ — ^-^— ^ — ^  u.  s,  w. 

Bei  dieser  Anwendung  der  Formel  (II)  wird  man  immer 
von  oben  herunter  interpoliren,  und  auf  die  verschiedenen 
Zeichen  Rucksicht  nehmen  müssen.  Yortheilhafter  und  leichter 
zu  Übersehen  ist  es,  wenn  man  aus  der  Mitte,  oder  aus  der 
Oegend,  wo  x  sich  befindet,  heraus  interpolirte.  Bei  allen 
Formeln  ist  bisher  auf  eine  bestimmte  Anordnung  gar  keine 
Bücksicht  genommen  worden.  Man  wird  also  auch  eine  andere 
Gröfse  als  P  zur  ersten  machen  können.  Wählt  man  die 
Anordnung  RQ SP  T^  so  wird  die  Formel  (II): 
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oder  mit  erlaubter  Yertaaschang  der  Buchstaben: 

(in)  X^  =  B'hx  —  r  [g;«r]  +  a?-r  x  —  q  fg-r-s] 

-ha;  —  r  x^q  x  —  s  [jp«g«r«s] 

und  wenn  man  einen  Blick  auf  das  obige  Schema  wirft;  so 
sieht  man,  dafs  die  hier  gebrauchten  Differenzgrölsen  [9-r], 
[g  •  r  •  s] ,  [jp  •  g  •  r  •  s]  alle  wechselsweise  über  und  unter  einer 
horizontalen  Linie  liegen,  die  man  zwischen  R  und  [q  •  r] 
mitten  durchziehen  kann.  Eben  so  würde  die  Anordnung 
RSQTP  äle  Formel  geben: 

(IV)  X4  =  -ß4-a?  — r  [r.5]-fÄ;  — r  rc  —  s  [q^r^s] 

-{-x  —  r  x  —  s  x  —  q  [g*r-s*<] 

wo  die  horizontale  Linie  zwischen  R  und  [r  •$]  durchgezogen 
werden  mufs.  Die  Formel  (DI)  gilt  für  den  Fall,  wo  x 
zwischen  q  und  r,  die  (IV),  wo  x  zwischen  r  und  8  liegt 

Man  kann  beide  in  einen  Ausdruck  zusammenfassen,  wenn 
man  alle  Gröfsen  j>  9  r  u.  s.  w. ,  die  auf  der  einen  Seite  von 
X  liegen,  mit  a„  a^-i  *"  Oi  a  bezeichnet,  wobei  a  dem  x  am 
nächsten,  die  auf  der  anderen  Seite  liegenden  st*»*  mit  b  bi 
^2 '  *  *  bn,  wobei  wiederum  b  dem  x  am  nächsten.  Setzt  man 
nun  überhaupt,  dafs  unter  a  immer  die  dem  o;  nähere  Gröüse, 
unter  b  die  entferntere  verstanden  werden  soll,  so  werden 
beide  Formeln 

(V)  X=  Ä-hx  —  a  [a-6]  +  a?  —  aa?  —  6  [Oiab] 

■i-x  —  ax  —  bx  —  Oi  [<h^bbi] 

+  a;  —  a  a;  —  6  rc  —  Oj  x  —  bi  [a^  Oi  a  6  61]  •  •  •  • 

Zur  Berechnung  ist  es  am  bequemsten,  die  Differenz- 
gröfsen  successive  durch  die  folgenden  zu  verbessern,  oder  die 
Formel,  mit  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Factoren, 
so  zu  schreiben: 

(VI)  X=A-{'X  —  a{[ab}  +  a;-6{[ai  a6]  +  a;  — Oj  {[oj  a66i]--}|| 
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Man  gebraucht  dabei  die  Factoren  in  folgender  Ordnung 

X  —  6„,  a?  — a„,  X  —  ft»— i,  x  —  cin—i  ••••  x  —  Oi,  x--b^  x  —  a. 

Wenn  man  also  von  x  ausgeht,  und  zuerst  das  nächste  Glied 
nimmt,  um  x  —  a  zu  erhalten,  dann  auf  der  andern  Seite  x^b 
bildet,  jetzt  wieder  x  —  Oi  und  so  immer  abwechselnd,  so  mufs 
man  beim  Gebrauch  die  Reihe  der  Factoren  gänzlich  umkehren. 
Diese  letzteren  Formeln  haben  den  erheblichen  Vorzug, 
dafs  man  bei  ihnen  die  Zeichen  nicht  zu  berücksichtigen 
braucht,  wenn  man  sich  nur  zur  Regel  macht,  die  Differenz- 
gröfsen  immer  so  zu  verbessern,  dass  sie  dadurch  dem  früher 
erwähnten  Striche,  über  und  unter  welchem  sie  wechselseitig 
liegen,  stets  näher  gebracht  werden,  oder  dafs  die  Oorrection 
sie  der  jenseits  des  Striches  liegenden  Differenzgröfse  annähert. 
Den  Grund  hievon  ersieht  man,  wenn  man  die  beiden  Fälle, 
wo  der  Correctionsfactor  von  der  Form  a?— a„,  und  wo  er  von 
der  x  —  hn  ist,  unterscheidet.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Oor- 
rection stets 

Wählt  man  der  Kürze  wegen  ein  bestimmtes  Beispiel,  wo  n 
etwa  ="1,  und  entwirft  sich  das  gehörige  Schema,  so  wird 
man  finden,  dafs  die  angegebene  Regel  verlangt,  dafs 

(0)  [cLiab]  +  cc  —  Ol  [oiabbi] 

immer  falle  zwischen 

[abbi]  und  [a^ab] 
Nun  ist  aber  nach  dem  früher  Bewiesenen 

Ol— Ol 

folglich  wird  der  Ausdruck  (0) 


l(hab]  +  j-^  {[abb,]  -  [a^ab]} 
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und  der  Factor 

ist  in  allen  Fällen,  vermöge  der  angenommenen  Bezeichnung, 
positiv  und  kleiner  als  1.  Da  man  nun  statt  \ahh{\  auch 
schreiben  kann 

so  sieht  man,  dafs  die  Correction  stets,  der  Regel  gemäfs, 
nach  \ahh{\  zu,  die  Differenzgröfse  {oiah]  hin  corrigirt,  den 
einzigen  Fall  ausgenommen,  dafs  durch  eine  frühere  Correction 
die  Differenzgröfse  [oia&ii]  in  ihrem  Zeichen  geändert  wäre. 
In  diesem  einzigen  Ausnahmefall  wird  eine  Entfernung  statt* 
finden*  Allein  bei  einiger  Aufmerksamkeit  wird  man  besonders 
bei  mehreren  Interpolationen  sich  hierin  nicht  irren  können. 
Dasselbe  findet  bei  dem  zweiten  Falle,  wo  der  Corrections- 
factor  von  der  Form  x  —  h^  ist,  statt.    Die  Correction  ist  dann 

(x  —  6„)  [a„+i  a„  •  •  •  a6  •  •  •  6„] 

wird  angebracht  an  [a„  •  •  •  a&  •  •  •  i»],  und  soll  dieses  der  Diffe- 
renzgröfse 

näher  bringen.  Die  beiden  den  obigen  analogen  Ausdrucke 
werden  hier: 

X  ~~'  h      /  \ 

[a„  •  •  aJ . .  6„]  —  ([an  •  •  a6  •  •  &„]  -  [Un^i  -^  ab  --  ftn-JJ 

wobei  wiederum  der  Factor 

stets  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Dieselbe  Ausnahme  findet 
auch  hier  wie  oben  statt. 
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Wendet  man  nnn  diese  allgemeinen  Formeln  anf  den  bei 
astronomischen  Interpolationen  häufigsten  Fall  an,  wo  p  qr  s 
eine  arithmetische  Reihe  bilden,  so  sieht  man  sogleich,  dafs 
die  DifferenzgrCfsen  in  die  sogenannten  ersten,  zweiten,  dritten 
und  folgenden  Differenzen  übergehen,  jede  respective  durch 
das  Product  aller  ganzen  Zahlen  bis  zu  ihrem  Zeiger  inclusive 
dividirt    Oder  es  wird 

[p.q.r]    --i-g- 

ASp 

[p.q.r. 8] ^3- 

wobei  die  gleichen  Intervalle  g— i>,  r  — g  etc.  als  Einheiten 
angesehen  werden.    Setzt  man 

x—p  =  t 
in  diesen  Einheiten  ausgedrückt,  und  schreibt  überall 

statt  Ä  —  g  ••••  a? —2>  —  (g —i?) 
a;  —  r  •  •  •  •  a;  —p  —  (r  —  p) 

so  wird  die  Formel  (II): 

OD*       X=P+^AP+-^^;-A«P  +  ^=^A»P... 

die  gewöhnliche  Interpolationsformel. 

Versteht  man  dagegen  unter  A  A^  A*  die  Differenzen, 
welche  wechselsweise  unter  und  über  dem  horizontalen  Striche 
liegen,  der  von  der  Gegend  des  x  aus  gezogen  wird,  so  wird 
bei  aufsteigendem  Argumente  au3  (111.)»  wenn  r  — a;  =  *, 
oder  X  zwischen  q  und  r  liegt: 

(HD*     x=i^-^AQ+-;-7-A^i^-^=^3^       

und  aus  (IV)  wenn  a;  — r  =  i,  oder  x  zwischen  r  und  s  liegt: 
(IV)*       X^B  +  t^B  +  ^t-^l^'B  +  t^^lä^B 


16  lieber  Interpolation. 

W&re  das  Argument  bei  den  letzten  Formeln  nicht  auf- 
steigend, sondern  niedersteigend,  so  würden  die  Zeichen 
der  Glieder  in  beiden  nur  zu  vertauschen  sein,  wenn  man  t 
immer  als  positiv  ansehen  will.  Für  die  successive  Verbesse- 
rung der  Differenzen  erhält  man 

J=i?  +  i{Ai?+*-^{A2J2  +  ^^{A«i2+^{A*Ä.-. 

Wenn  t  genau  gleich  g,  oder  wenn  x  genau  in  der  Mitte 

zwischen  q  und  r  liegt,  so  ist  es,  in  Hinsicht  auf  die  Genauig- 
keit, einerlei,  ob  man  von  q  aus  vorwärts,  oder  von  r  aus 
rückwärts  interpolirt.  Die  erste  Form  würde  nach  (IV)* 
heifsen: 

X=^Q4-iAQ+-^^^^^^-A^g+  'i^'""'^|'""'^|  A^g 
und  die  zweite  nach  (lH)* 

Bei  der  Verbindung  beider  fallen  alle  ungeraden  Diffe- 
renzen heraus,  und  wenn  man  die  jedesmaligen  Summen  der 
geraden  Differenzen,  die  auf  derselben  horizontalen  Linie  mit 
Q  und  B  stehen,  durch  A'  h*'  u.  s.  w.  bezeichnet,  oder  setzt 

/S^Q  +  ^^B^k*'  u.  s.w. 
so  heifst  die  Formel 

rm*     jf==ljfc-.i_i  ^l^.  1  1  3  3  fe"   11335  5  Ä;"' 


24  2  '2468  2   2468 10 12  2 


=  2\*^""8i*'""l6l*"'"24i*^'"---  I 


•  •  * 
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Bei  dieser  Formel  kann  man  sich  wieder  die  Rücksicht 
auf  die  Zeichen  durch  eine  andere  Betrachtung  ersparen. 
Bezeichnet  man  nämlich  die  beiden  Differenzen,  die  irgend 
welches  h  bilden,  mit  ß  und  ß\  und  die  nächstvorhergehende 
und  folgende  mit  *ß  und  ß*\  und  bildet  sich  das  Schema: 

'ß 

^'    ff^^ffß'-^ß'-^ß 
so  wird,  wenn 


^ß**^*ß^yn 


oder  es  ist  immer 


i«  +  fc»  +  l  =  /?"4-'/J 

Die  Correction  hat  aber  immer  die  Form 

WO  a  positiv  und  kleiner  als  1.  Folglich  wird  die  an  ^  oder 
ß  +  ß^  angebrachte  Correction  stets  so  wirken,  dafs  sie  die 
Summe  /}  +  /}'  von  der  Summe  der  nächstfolgenden  und  nächst- 
vorhergehenden  Differenz  entfernt,  den  Fall  ausgenommen, 
wo  Ä:»"^^  durch  eine  frühere  Correction  sein  Zeichen  geändert 
haben  sollte,  was  bei  mehreren  aufeinanderfolgenden  Interpo- 
lationen leicht  zu  übersehen  ist,  und  nie  zu  Irrthümern  führen 
wird.  Diese  letzte  Formel  (Y)*  ist  so  genau,  und  zugleich  so 
bequem,  dafs  bei  Berechnung  einer  Tafel  man  immer  wohl 
thun  wird,  für  Intervalle,  die  um  eine  ganze  Potenz  von  2 
von  einander  entfernt  sind,  die  strengen  Werthe  zu  berechnen, 
und  dann  die  zwischenliegenden  nach  dieser  Formel  zu  suchen. 
Zur  Bildung  von  Beispielen  wollen  wir  den  umstehenden 
Thefl  der  Ephemeride  fttr  die  Mondslänge  aus  dem  Jahrbuch 
für  1830  benutzen: 

Encke'B  AbhandL  L  2 
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l  b.  [\^         t\^        A* 

Apr.  4  0^  152^  15'  56'/6 

12  158  15  45,5  +  ^^^^®'^_i482 

5  0  164  13  46,2  ^^^  ^'^  \^h\-^^^^^      12 
12  170  10  21,8  5^«  35'«  1  32   21,9"^'^ 

6  0  176     5   54,2     ^^^^2,4     ^^^'^      19,4       ' 

12   182     0   42,8     ^^*^'^ 

Wollte  man  hier  die  Länge  für  Apr.  5  7^  haben,  so  müfste 
man  von  Apr.  5  12**  ausgehen  und  die  Formel  (III)*  anwenden. 
Die  Pactoren  x^a  x^b  etc.  nach  V  und  VI,  immer  durch 
die  Ordnungszahl  der  Differenz  dividirt,  sind  dasselbe,  was  in 

m*  durch  t,  -2—  etc.  ausgedrückt  wird;   man  hat  also  die 

Correctionsfactoren : 

_5^  ^  17  19 

12  24  36  48 

und  wenn  man  die  Reihe  umkehrt: 

19  17  7  5 

48  36  24  12 

Die  Verbesserung  der  dritten  Differenz  durch  die  vierte  wird 

48     ""^'^ 

und  ist,  ohne  weitere  Bücksicht  auf  das  Zeichen  zu  nehmen, 

so  anzubringen,   dafs  21,9  dem  19,4  gen&hert  wird.   Folglich 

wird  die  verbesserte  dritte  Differenz  20,9.    Hiemit  wird  die 

zweite : 

1  3,2  +  ^20,9-1  13,07 

weil  die  Verbesserung  eine  Annäherung*  an  1  25,1  bewirken  soll. 
Die  verbesserte  erste  wird  jetzt: 

5  56  35,6  -  ,',  73,07  =  5  56  14,29 

aus  dem  nämlichen  Grunde.    Nimmt  man  hievon  f^  und  sub- 
trahirt  sie  von  170  10  21,8,  so  hat  man: 

Apr.  5.    71^...  167*^41'  55'S85 
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Wäre  man  von  Apr.  5  C^  nach  der  Formel  (IV)*  aasge- 
gangen, gegen  die  obige  Regel,  so  würden  die  Factoren  ge- 


wesen  sein: 

7 
12 

5 
24 

19 
36 

17 

48 

und  die  verbesserten  Differenzen  nach  der  Ordnung: 
22,3  1  13,3  5  56  50,87 

wodurch  ebenfalls  dieselbe  Länge  erhalten  wäre.  Dafs  die 
gegebene  Regel  vollkommen  mit  dem  Wechsel  der  Zeichen  in 
diesem  Beispiel  übereinstimmt,  wird  Jeder  bei  gehöriger 
Rücksichtnahme  darauf  finden. 

Um  die  Leichtigkeit  der  Literpolation  in  die  Mitte  hinein 
nach  der  Formel  (V)*  zu  bemerken,  suche  man  die  Längen 
für  Apr.  5  6^  und  18^.  Da  die  vierten  Differenzen  unsicher 
sind,  so  braucht  man  sie  eigentlich  nicht  einmal  mitzunehmen, 
auch  wird  ihr  Einflufs  nur  dann  merklich  sein,  wenn  sie  be- 
trächtlicher sind  wie  hier,  da  die  Summe  k"  multiplicirt  wird 
mit  i  •  i  •  VV  =  isl^.    Man  hat  folglich  für 

6^  ...  Ä'  =  -  2  28,3  . . .  -  i  fe'  =  H- 18,54 
18^  . . .  Jfc'  =  - 1  47,0. . .  - i Ä:'  =  +  13,38 

und  dann: 

Apr.  5.     0»»  164^  13'  46",2 

6  167  12  13  ,3  ■*■  ^  ^^  ^''^  -  18  6 

12  170  10  21  ,8  °^   ^'^     15  6 

18  173  8  14  ,7  ^'  ^"^'^     13,4 

6.     0  176  5  54  ,2  ^'^  ^^'^ 

Interpolirt  man  wieder  in  die  Mitte  hinein,  so  hat  man  für 

2* 


^ 
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^...k'  =  -d/i,2        -iÄ'  =  +  4,3 
Apr.  5.  e»»  167  12  13,3 

9  168  41 19,7  "^  ^  ^  ^'"^  _  4.3 
12  17010  21,8      ^^^^'^ 

woraus  nach  der  gewöhnlichen  Interpolationsformel  (II)*  f&r  7^ 

167  12  13,3 
+   29  42,13 
+  0,48 

7^^ . . .  167  41  55,9 

wie  oben.  Die  Bücksicht  anf  die  Zeichen  hätte  man  sich  bei 
der  Interpolation  in  die  Mitte  hinein  wieder  ersparen  können, 
weil  ein  Blick  zeigt,  dafs  die  k  yergröfsert  werden  müssen. 

Hat  man  nicht  f&r  ganze  Stunden  zu  interpoliren,  sondern 
für  eine  Zeit,  die  einzelne  Secunden  enthält,  so  kann  man  sich 
erlauben,  bei  den  Correctionsfactoren  der  höheren  Differenzen 
einen  genäherten  ächten  Bruch  statt  des  wahren  t  zu  substi- 
tuiren.  So  wenn  man  die  Länge  ffir  den  Austritt  von  82  leonis 
7^  24'  16"  haben  will,  so  wird,  wenn  man  von  Apr.  5 12^  ausgeht: 

^  _  4h  35'  44" 

^ 12 

wofür  man  aus  den  Kettenbrüchen  den  genäherten  Werth  t^ 
erhält.    Die  Factoren  werden  also: 

8^  18  21 

26  39  52 

die  verbesserten  Differenzen 

20,9  1  12,8  5^  56'  13",20 

Wendet  man  bei  dieser  letzten  den  genauen  Werth  von  t  an, 
so  erhält  man: 

7h  24'  16"  . . .  167°  53'  56",7 

übereinstimmend  mit  der  Interpolation  aus  den  gefundenen 
Wei-then  für  6^^  9^  und  12^. 
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Die  mechanische  Quadratur  gründet  sich  auf  die  Herleitung 
des  allgemeinen  Ausdrucks  ffir  irgend  welche  Function  aus  ge- 
gebenen numerischen  Werthen  derselben  vermittelst  der  Interpo- 
lationsrechnung. Die  gegebenen  Werthe  der  Function  werden 
immer  bestimmten  Werthen  der  Yariabeln  entsprechen,  welche  in 
der  Function  enthalten  sind.  Ffir  den  Fall  der  allein  hier  be- 
trachtet werden  wird,  dafs  nur  eine  unabhängige  Variable  vor- 
kommt, können  die  bestimmten  Werthe  dieser  Yariabeln,  ffir 
welche  die  Werthe  der  Function  gegeben  sind,  entweder  keiner 
festen  Ordnung  folgen,  in  welchem  Falle  die  Interpolationsrech- 
nung mit  ungleichen  Intervallen  anzuwenden  sein  wird,  und  die  so- 


*)  Bei  meinem  Aufenthalt  in  Göttingen  im  Jahre  1812  Übertrag  mir 
Herr  Hofirath  Gaufs  die  Berechnung  der  speciellen  Störungen  der  Pallas, 
und  leitete  mir  zu  diesem  Behufe  seine  Methoden  und  Formeln  ab,  deren  er 
seit  längerer  Zeit  sich  bedient  hatte.  Er  hatte  damals  die  Absicht  selbst 
etwas  über  diesen  Gegenstand  bekannt  zu  machen  und  behielt  sich  diese  Er- 
läuterung vor.  Jetzt  wo  leider  die  Aussicht  auf  ein  eigenes  Werk  von 
Gaufs,  wegen  seiner  vielfachen  andern  wichtigen  Untersuchungen,  so  gut 
wie  verschwunden  scheint,  hat  er  es  mir  gestattet,  das  was  ich  aus  seinen 
Vorträgen  für  die  nachherige  häufige  Anwendung  auf  Cometen  und  kleine 
Planeten  benutzt  habe  hier  zu  publiciren;  wobei  ich  nur  noch  hinzuzufügen 
mir  erlaube,  dafs  der  Weg  zum  Beweise  der  Formeln  nicht  genau  der  ist, 
welchen  Gaufs  bei  mir  genommen,  weil  es  mir  nicht  rathsam  schien  allzu 
viele  verwandte  Betrachtungen  einzumischen.  Diese  Bemerkung  soll,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  nur  bevorworten,  dafs  wenn  vielleicht  in  der  Beweisfüh- 
rung Einiges  nicht  bestimmt  genug  erscheinen  möchte,  der  Fehler  ganz  allein 
mir  zur  Last  fällt. 
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genannten  Cotesischen  Formeln  hervorgehen;  oder  sie  können  eine 
arithmetische  Progression  bilden,  wobei  die  gewöhnliche  Interpo- 
lation benutzt  wird.  Nur  diese  letzte  regelmäfsige  Reihefolge  der 
Argumente  wird  bei  dem  Problem  der  speciellen  Störungen  mit 
y ortheil  gewählt  werden  können,  weswegen  auch  hier  nur  eine 
arithmetische  Progression  bei  der  Aufeinanderfolge  der  Argumente 
vorausgesetzt  wird. 

Zur  leichten  Uebersicht  der  verschiedenen  Differenzreihen 
welche  hier  vorkommen  werden,  bezeichne  man  die  Reihefolge  der 
Werthe  des  Arguments,  oder  der  bestimmten  Werthe  der  Variabein 
für  welche  die  numerischen  Werthe  der  Function  gegeben  sind,  mit 

a,  a  + 1«,  a  +  2(ö,  a  h-  S«, 

und  die  ihnen  entsprechenden  Werthe  der  Function  mit 

m,  f{a  +  1),  f{a  +  2),  f{a  +  3), . . . . 

wobei  unter  dem  Functionszeichen  die  gewählte  Einheit  des  Inter- 
valls CO  weggelassen  ist.  Irgend  welcher  unbestimmte  Werth  der 
Variabein  wird  dann  durch  a  +  ma^  und  der  Function  durch 
f(a  +  n(o)  ausgedrückt  werden  können,  wo  n  eine  positive  oder 
negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahl  sein  kann.  Die  ersten  Dif- 
ferenzen von  jf  (a),  f{a  -h  1),  f{a  +  2)  etc.  mögen  durch  das  Functions- 
zeichen f  angedeutet  werden,  und  um  den  Ort  der  Differenz 
jedesmal  anzugeben,  fuge  man  unter  f  das  arithmetische  Mittel 
der  Argumente  hinzu ,  welche  bei  den  beiden  Functionen  f  zum 
Grunde  liegen,  aus  deren  Differenz  f  entstanden  ist.  Es  wird  also 

/•(a  +  2)-/*(a  +  l)  =  f(a  +  i)  etc. 

Dasselbe  Gesetz  in  Hinsicht  auf  die  Bezeichnung  finde  auch 
bei  allen  folgenden  Differenzen  statt.  Die  zweiten  Differenzen 
sollen  durch  /"'',  die  dritten  durch  f "  etc.  angedeutet  werden, 
jedesmal  mit  Hinzufugung  des  arithmetischen  Mittels  aus  den  Ar- 
gumenten, welche  bei  den  beiden  vorhergehenden  Hauptfunctionen 
statt  finden,  deren  Differenz  die  neue  Function  ist.    So  wird 
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f{a  +  i)-f(a  +  i)  =  f'{a-\-l)  etc. 

fXa  4-  2)  -  f\a  4- 1)  =  na  +  i)  etc. 

Diese  Bezeichnang  erinnert  zugleich  daran,  dafs  die  yerschie* 
denen  Differenzreihen,  eben  so  wie  die  ursprüngliche  Function,  als 
Gröfsen  angesehen  werden  müssen,  welche  einer  arithmetischen 
Beihe  von  Argumenten  entsprechen.  Wenn  man  die  Differenz 
f{a  —  i),  als  eine  Function  yon  (a  —  i)  wirklich  betrachten  wollte, 
so  wird  fia-h^)  dieselbe  Function  von  (a  +  i)  sein,  weil  jene  in 
diese  fibergeht  wenn  man  (a  + 1)  statt  (a)  substituirt.  Die  unter 
den  Functionszeichen  stehenden  Argumente  bei  den  ungeraden 
Differenzreihen,  der  ersten,  dritten,  fünften  u.  s.  w.  enthalten  bei 
den  wirklich  vorkommenden  Differenzen  immer  Brüche  deren 
Nenner  2  ist,  bei  den  geraden  Differenzreihen  sind  alle  Argumente 
der  wirklich  vorkommenden  Differenzen  aus  ganzen  Zahlen  gebildet. 

Das  vollständige  Schema  wird  hiernach  folgendes: 


Argument 


Haupt* 
functiou. 


I.  Diff. 


II.  Diff. 


III.  Diff. 


IV.  Diff. 


etc. 


a  —  2  • « 
a  —  l'(o 
a 

a  +  1  •  <ö 

a  +  2  •  (0 

etc. 


f{a-2) 

m 

f{a  +  2) 
etc. 


etc. 


r(a-2) 
r  {(^  ~  1) 

r(a) 

r  ifL + 2) 

etc. 


r  (« -  i) 
r  (a  -  i) 

r  (« + ^) 
r  (« + 1) 

etc. 


na -2)  etc. 
r(a-l) 

na) 

r(a+l) 

/^Ma  +  2) 

etc. 

dafs  für  irgend 
Gleichung  gilt: 


In  der  Interpolationsrechnung  wird  bewiesen, 
welchen  Werth  des  Argumentes  •  •  •  a  -+-  w  ©  •  •  •  die 

f(a  +  w«)  =  m+nf  (a  +  i)  +  "^^^^  f'^a) 
,  (n  +  2)(nH-i)n(n-i)(n-2) 

-» 1 2        3        4  5       '    ^a~^^J 
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und  eben  so  weil 

f  (a  +  Ä)  =  f  («-i)  +  /"(a) 
/"'(a  +  ^)  =  f"{a  -  i)  +  /^(a)  etc. 

auch  sein  wird: 

f{fl  +  n«)  =  /'(a)  +  nf{fl  -  i)  +  ^^^  /"(a) 


+ 


(n  +  2)(n+l)n(n-l)(n-2) 

1  2       3       4  f^      I    y*      "i) 


Die  erste  Fonnel  mrd  am  vortheilhaftesten  gebraucht  wenn 
n  positiv  ist,  die  zweite  wenn  n  negativ  ist.  Für  einen  sehr 
kleinen  Werth  von  n  kann  man  jede  der  beiden  Formeln  mit  nahe 
gleicher  Genauigkeit  anwenden,  oder  noch  besser  das  arithmetische 
Mittel  aus  ihnen.  Um  dieses  übersichtlich  schreiben  zu  können, 
führe  man  die  neue  Bezeichnung  ein,  dafs  das  arithmetische  Mittel 
zweier  auf  einander  folgenden  Functionen  in  jeder  Differenzreihe 
durch  dasselbe  Functionszeichen,  mit  Hinzufiigung  des  arithme- 
tischen Mittels  aus  den  Argumenten  der  beiden  Functionen  ange- 
deutet werden  soll.    Es  wird  hiernach 

if  (a  +  i)-hif  (a  +  i)  =  /'  (a-hl)  etc. 
if  (a4-2)  +  i/*'(aH-l)=/*'(a4-f)  etc. 

ir(«+i)+ir(ö^-^)=r(«) 

i  r{a  +  ^)  +  4  f  "(a  +  i)  =  r{a  +  i )  etc. 

Der  fehlende  Bruch  mit  dem  Nenner  2  bei  den  ungeraden 
Differenzreihen,  oder  einem  ungeraden  Accente  des  Functions- 
zeichens,  deutet  folglich  ein  arithmetisches  Mittel  an;  ebenso  ein 
vorkommender  Bioich  bei  den  geraden  Differenzreihen  und  Accenten 
ein  arithmetisches  Mittel  zwischen  zwei  gleichnamigen  Functionen. 
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Wendet  man  dieses  aaf  das  arithmetische  Mittel  zwischen  (t) 
und  (2)  an,  so  wird 

fia  +  n«)  =  m  +  nf (a)  +  ^ f^a)  +  (^|On(n-l)  ^,^^^ 

(3)  ^^"t^^'W^rW 

(n  +  2)(n  +  l)n(n~i)(n-  2) 

■*        r  2        3       4  5       '    W^'^ 

Ordnet  man  diese  Reihe  nach  Potenzen  von  n  so  wird: 

f{a-^nw)^f(a)-\-        n  {/»  (a)-  ^  f'  (a)H.  i^  f  (a)-Tiür"(a)...} 

+   in2{r(a)-vir(«)+Vür(^)..-.} 

4-     in»{f -(a)-  i  r  (a)+TiT,r"(a) . . . . } 

(4)  +    An*{r(a)-ir(«).-..} 

+  TiüW'^{r(«)-ir"(a).-..} 

wo  nur  f\a\  f^(a\  f^\a)  wirklich  in  den  Differenzreihen  vorkom- 
men, f{a),  f**(a),  f^{d),  r^\a)  die  arithmetischen  Mittel  sind,  welche 
in  dem  allgemeinen  Schema  auf  einer  Horizontallinie  stehend  ge- 
dacht werden  können,  die  durch  f{a),  f\a\  f^\a),  f\a) . . .  gezogen 
worden  ist. 

Diese  Reihe  giebt  unmittelbar  die  Werthe  der  Differential- 
quotienten   '}   ,  -j^2  »    Jrfi   ®*^-  Denn  da  — j^—  nichts  anderes  ist 

als  die  Grenze  von  — ^^^f^    bei  unendlich  kleinem  n  (falls  «  als 

constant  beibehalten  werden  soll)  und  eben  so    l\  \     J\  etc.  so  wird 
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und  Überhaupt  -j^  =  dem  Coefficienten  von — in  der  obi- 

da^  1  2  3 ...  m 

gen  Reihe  multiplicirt  mit  ■^-  Der  DiflFerentialquotient  irgend  wel- 
cher Function  /(a-htKo)  wird  daraus 

da 5^-    «==^^■^^"^-^■*"^^"'-ä^^•••• 
wenn  man  die  eben  gegebenen  Werthe  substituirt,  oder  wenn  man 
nicht  nach  Potenzen  von  n  ordnen  will: 

So  wie  in  (4)  die  Argumentwerthe  a  durchgängig  eingeführt 
sind,  wobei  das  arithmetische  Mittel  der  ungeraden  Differenzen 
angewandt  werden  mufste,  so  kann  man  auch  die  Argumentenwerthe 
(a  —  j^)  durchgängig  einführen,  in  welchem  Falle  das  arithmetische 
Mittel  bei  den  geraden  Differenzen  eintreten  wird.  Schreibt  man 
für  a  4-  wa> . . .  a  —  1  £0  -h  (n  + 1)  «  so  wird  aus  (1) 

Aa  +  W(»)  =  /-(a-l)  +  (w  +  l)Aö^-i)+-^^4^r(«-i) 
(n  +  2)(n-n)n  (M  +  2)(n  +  i)n(n-i)    , 

i  2       3"^     K^S)-^ i 2       3        4       '      V^~l^ 

^(n  +  3)(n  +  2>(M  +  i)ii(n-i) 

"^       1  2  3       4       5       /    '^^  ■"!?>'••• 

und  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  zwischen  dieser  Formel 
und  (2)  nimmt,  so  erhält  man 

(n  +  i)n(n  +  i)  (n  +  2)(n4-i)n(n~i) 

H — 1 — 2    ^3 — *    c«-7;h — j 2 — 3 — 4 — '    c»— i; 

(7) 

^      .  (n  +  2)(n  +  i)n(n-i)(ii  +  i)^,^       . 


+ 
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Die  Entwickelung  dieser  Formel  nach  Potenzen  Ton  n  macht 
sich  nicht  ganz  so  einfach  wie  (4)  weil  hier  in  jedem  Factoren 
einer  Potenz  von  n  alle  Differenzen  sowohl  der  geraden  als  der 
angeraden  Reihen  vorkommen,  während  dort  entweder  lauter  gerade 
oder  lauter  ungerade  zusammen  verbunden  waren.    Man   erhält, 

weU  A«-i)  +  iA«-i)  =  A«) 

/'(a-f-ww)  = 
fiah-      n  {f  (a-i)  +  ir(a-l)  +  TVr  («-i)-VTr{«-i)...} 

+  in2{r(a-i)-hir(«-i)-Tvr(^-i)...} 
+  in3{r(a-4)+ir(«-i)...} 

wie  auch  die  unmittelbare  Substitution  von 

na)=f'(«-i)+ir(«-i) 

und   die  damit  verwandten  für  f'*a,  fa,  in  (4)  ergeben  würden. 
Für  den  Differentialquotienten  erhält  man: 

Für  einen  Werth  w  =  —  i  oder  einen  wenig  davon  verschiedenen 
wird  man  nach  dieser  Formel  den  Differentialquotienten  am  direc- 
testen  finden;  für  w  =  0,  oder  wenig  davon  verschieden,  ist  die  in 
(6)  gegebene  Form  vorzuziehen.*) 

So  wie  die  ersten  und  folgenden  Differenzreihen  den  ersten 
und  höheren  Differentialquotienten  um  so  näher  entsprechen,  je 
schneller  die  Differenzen  überhaupt  abnehmen  oder  je  kleiner  das 
Intervall  genommen  worden,  eben  so  werden  auch  umgekehrt  die 
erste  und  die  übrigen  noch  weiter  vorgehenden  summirten  Reihen, 

*)  Die  beiden  Formeln  für  den  Differentialquotienten  sind  identisch  mit 
den  von  Bessel  and  Hansen  gegebenen  in  Schumacher  Astronom.  Nachr. 
n.  137.  ff. 
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den  ersten  und  hohem  Integralen  zwischen  bestimmten  Grenzen 
um  so  näher  kommen,  je  enger  die  berechneten  Werthe  der  zu 
integrirenden  Function  stehen.    Sei  also  das  Integral 

II 

dx 


7f 


numerisch  zu  bestimmen.  Man  nehme  nnter  den  Werthen  welche 
X  wirklich  haben  kann  irgend  einen  beliebigen . . .  a,  und  verbinde 
damit  einen  Zuwachs  von  a,  der  mit  a>  bezeichnet  werden  möge, 
von  beliebiger  Gröfse,  berechne  eine  Anzahl  Functionen  ^a), 
/*(a  +  iw),  /'(a  +  2(ö)  etc.,  setze  femer 

=  n 


Ol 


woraus 


Ax^ui*dn 


X*  —  a        ,  a;"  —  a        ., 


(0  (0 


SO  wird 


*ll  ^   M^ll 


/x"  r%n" 

fix)  dx=(a  \      f{a-h  na»)  dn 
X*  J  w' 

und  das  allgemeine  Integral  f&r  die  letzte  Form  findet  sich  so- 
gleich aus  (4) 

ff{a  +  noi)dn  =  M+n  f(a) 


1 
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WO  M  die  Congtante  ist.  Sabstitnirt  man  hier  f&r  n  einmal  n* 
und  nachher  n*\  zieht  das  Resultat  der;  ersten  Sabstitution  von  der 
zweiten  ab,  so  hat  man  das  bestimmte  Integral  zwischen  den 
Grenzen  n'  nnd  n".  Offenbar  wird  daSjiResnltat  am  einfachsten 
wenn  die  Grö&e  a  so  gewählt  ist,  dafs  n"  =  —  n',  oder  wenn  a  = 
i  {x'  +  Qc'%  weil  in  diesem  Falle  die  geraden  Potenzen  von  n  bei 
der  Snbtraction  verschwinden.  Wäre  zwar  die  Anfangsgrenze  n' 
gegeben,  aber  die  Grenze  des  Endes  n"  unbestimmt  gelassen,  so 
wurde  man  die  Oonstante  M  so  bestimmen  dafs  das  Integral  für 
n^n'  Null  würde,  al^o  setzen 

3f=.-nY(a)-in'«{/*(a)-  i  />-(«)  + VüT W-xiü TW- ..} 

-in'»{/V'(a)-TVr(a)  +  Vünö^)...}etc. 

und  damit  das  Integral  bis  zu  jeder  beliebigen  spätem  Grenze 
n  erhalten.  Um  die  hier  vorkommenden  Werthe  /*(a),  /"(a),  f"(a)  etc. 
zu  bekommen,  wird  man  so  viele  Gröfsen  f{a  —  2\  /"(a  — i),  f{a), 
f{a-\-i)  als  nöthig  sein  mögen  zu  bestimmen  haben. 

Gewöhnlich  sind  die  Grenzen  x*'  und  x*  so  entfernt  von 
emander,  dafs  man  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Functionen  f  zu 
berechnen  gezwungen  ist.  Denn  entweder  wird  in  diesem  Falle 
bei  mäfsigem  <o,  die  Zahl  n"  —  n'  sehr  grofs,  oder  bei  grofsem  co 
werden  die  höheren  Differenzen  /^(a),  f^^{a)  noch  sehr  beträchtlich 
sein.  Ist  man  aber  doch  gezwungen  eine  gröüsere  Anzahl  von 
Werthen  zu  berechnen,  so  kann  man  sich  die  Substitution  der 
Grenzen  wesentlich  erleichtem,  wenn  man  das  ganze  Integral  in 
so  viele  einzelne  kleinere  zerfällt  als  n**  —  n*  Einheiten  enthält. 
Die  bequemste  Form  wird  nach  der  obigen  Bemerkung  dabei  die 
folgende  sein: 

Man  wähle  a  so,  dafs 

x'  —  a        .         . 
oder  dafs 
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und  berechne  sowohl  f{a),f{a-\-l),  f{a-h2)...  so  weit  es  nöthig 
sein  sollte,  als  auch  noch  einige  Werthe  vor /"(a),  f{a—l\  /^(a— 2)  etc. 
Dann  wird 


i 


w  =  +  i 


oder  wenn  man  zusammenzieht 


ß 


fia  +  nw)  dn  =  f(a)  +  ,',  /"(a)  -  ^li^  r  («)  +  t,Wi,Vü  T'  («) 
-i 

Ganz  auf  die  nämliche  Weise  wird 


f(a  +  nto)  dn=    \f(a  +  la  +  (n  —  l)ai)d(n  —  l) 
+  1  <Jn-i i 


i  «  —  1 T 

=A«+i)+j?n«+i)-5Hür(«+i)+^iM!Vür'(«+i)-. 


i 


Aa-Mi«)(in=Ao+2)+,V/"(a+2)-5H,  /"^  (a+2)+  »tMjVü  /^  (»+2) . . . 
and  sofort  ffir  jede  ganze  Zahl  i: 

na+n<o)dn=A<>^')+^na+i)-i!^hf"(.a+i)+v-^T!vr(c^')-'. 

folglich,  wenn  man  alle  einzelnen  Integrale  in  eine  Summe  ver- 
einigt, so  wird: 

f(a  +  n<o)dn=     {f(a)  +f  (a  +  l)  +  f  {a  +  2)...+f  (a  +  i)} 

-  AU  {/"(«) + r(a + 1) + n« + 2) . . . +r (« + »)} 

+  ^iftVirü  {/"(«)  +  r(a  + 1)+  r(a  +  2) . . . +r(a  + »)} . . . 
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Nun  aber  ist  nach  dem  obigen  Schema 

f  (a)-H/*'(a  +  l)...+/*'(a  +  2)  =  /*  (a  +  i  +  i)-/»  (a-i) 

rw-hr(a+i)...4-r(«+o=r(ö^-^i+i)-r(«-i) 

and  eben  so  wfirde  wenn  man  vor  f{a)  noch  eine  sammirte  Reihe 
hätte  deren  Differenz  f{a\  /"(a  + 1). ...  f(a  +  i)  wäre,  und  welche  der 

Analogie  nach  mit  'f{a  —  \\  *f{a  +  1) '/*(a  + 1  +  \)  bezeichnet 

werden  kann: 

A«)+A«+i)..-.+Aa+i)=r(«+<+i)-y(ö^-i), 

so  dafs  das  Integral  sich  einfach  so  schreiben  lässt: 


j 


,t+i 

f{a  +  na)dn='                'f  (a  +  i  +  ^) 

r  (a-i) 

-i                   +        ^^f  ia  +  i  +  i) 

-       T^/'C«-!) 

(10)               -     z\hf"Xa  +  i  +  i) 

+     Ts\hf>-1) 

+  TjVWffT!  r  ia  +  i  +  i) 

-  H^NVTS  ri<*  -  ^)  '  •  • 

Es  ist  hier  offenbar  ganz  gleichgfiltig  welchen  Werth  man  in 
der  Reihe  der  summirten  Function  Y  für  'Aöf  — i)  angenommen 
hat,  da  er  erst  zu  jedem  Gliede  einmal  hinzugef&gt  ist,  und  bei 
dem  Integral  nachher  wieder  abgezogen  wird.  Man  kann  ihn  ent- 
weder =  0  annehmen,  oder  gleich  dem  Werth  des  Integrals  bis 
zu  der  Grenze  n  =  — ^,  wenn  yielleicht  das  neue  Integral  sich  an 
ein  früheres  anschliefsen  sollte.  Nimmt  man  immer  die  Glieder 
zusammen  welche  sich  auf  die  Anfangsgrenze  beziehen  und  setzt 
sie  =C,  so  dafs 

so  vertritt  C  für  jede  spätere  Endgrenze  die  Stelle  der  OonstantOf 
und  die  vollständige  Anordnung  wird: 
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Argument. 


a 

a  +  2» 
a-4-3aj 


Haupt- 
function. 


m 
f(fl + 1) 

f{fl  +  2) 
A«  +  3) 


Summirte  Function. 


C 

etc. 


C+/^(a)-h/(a-hl)H-Aa+2) 


Eine  solche  Tabelle  vertritt  völlig  die  Stelle  des  allgemeinen 
Integrals  von  w=  —  i,  bis  zu  jeder  beliebigen  späteren  Grenze  von 
der  Form  n^i-^-^^  oder  a:''  =  a  +  (i  +  \) «.    Es  wird  fttr  sie 

f{a  +  n«)  dw  =  7(a  +  i  +  i)  +  ^»,  f(a  -h  i  +  i)  -  ^Hü  /"'(ö^+i+i) 

um  endlich  das   j  f(x)dx  unmittelbar  zu  haben,  führe  man 

den  Factor  a>,  der  dabei  noch  hinzukommt,  sogleich  dadurch  ein,  dals 
man  statt  f{a\  f{a  + 1)  etc.  «»/"(a),  w/*(a  + 1)  etc.  ansetzt  und  damit 
auch  die  Differenz-  und  summirte  Reihe  bildet. 

Bei  der  starken  Convergenz  der  Ooefficienten  von  /*,  /*",  /"^ 
in  dieser  Integralformel,  wird  es  selten  nöthig  und  nicht  einmal 
rathsam  sein,  auch  nur  die  hier  gegebenen  Glieder  alle  zu  be- 
nutzen. Denn  theils  wird  man,  wenn  die  Veränderung  der 
Function  f  bei  dem  gewählten  Intervall  ai  so  grofs  ist,  dafs  die 
fünfte  und  folgenden  Differenzreihen  noch  merklichen  Einflnfs 
äufsem,  jedenfalls  sich  genöthigt  sehen,  vor  f{a)  und  nach  f{a  +  i) 
noch  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Gliedern  zu  berechnen,  um  die 
f'i  f'j  f^i  des  Anfangs  und  Endes  bilden  zu  können,  theils  wird 
die  Natur  der  häufig  sehr  verwickelten  Function  f  (da  man,  wenn 
die  Integration  direct  sich  ausführen  liefse,  die  mechanische 
Quadratur  schwerlich  anwenden  würde)  in  der  Regel  es  unmöglich 
machen,  den  Grad  der  Convergenz  der  höhern  Differenzreihen  so 
scharf  zu  bestimmen,  dafs  wenn  die  fünften  und  hohem  noch 
beträchtliche  Glieder  darbieten,   es  nicht  zu  fürchten  wäre,  es 
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möchten  auch  noch  die  weit  höhern  DiSerenzreihen  einen  nach- 
theiligen Einflofs  ausüben.  Im  Allgemeinen  h&ngt  die  Sicherheit 
der  Integration  davon  ab,  ob  die  gewählte  Einheit  des  Intervalls 
a>  klein  genng  ist,  um  ans  den  wirklich  berechneten  Werthen  von 
f  alle  zwischenliegende,  sowohl  am  Anfang  als  in  der  Mitte  und 
am  Eäide,  mit  aller  der  Schärfe  interpoliren  zu  können,  die  man 
zu  erreichen  beabsichtigt.  Es  wird  vorzuziehen  sein,  hierin  lieber 
etwas  zu  viel  zu  thun,  und  (o  etwas  zu  klein  anzunehmen,  als  sich 
der  Gefahr  auszusetzen,  die  ganze  Rechnung  durch  mangelnde 
Genauigkeit  des  Endresultats  unnütz  zu  machen.  Auch  wird  man 
bei  der  Verkleinerung  von  a>  schnell  genug  dahin  kommen,  die 
höheren  Differenzreihen  unmerklich  zu  machen,  da  sich  ihre  Werthe 
bei  der  m^^  Differenzreihe,  nach  der  m^^  Potenz  der  Verringerung 
von  a>  richten ,  so  dafs  für  7  a>  die  fünften  Differenzen  nur  noch 
der  32"*®  Theil  der  fünften  Differenzen  für  «  sind.  Der  anschei- 
nende Yortheil,  dafs  bei  den  Gliedern,  die  nicht  am  Anfange  und 
Ende  vorkommen,  die  zu  ihnen  gehörigen  Differenzwerthe  gar  nicht 
in  Rechnung  genommen  werden,  weil  der  Anfang  jedes  folgenden 
Integrals  das  Ende  des  vorhergehenden  ist,  verschwindet,  wenn 
man  bedenkt,  dafs  ünregelmäfsigkeiten  in  den  Differenzwerthen 
der  Mitte,  doch  nothwendig  sich  auch  in  den  zum  Anfang  und 
Ende  gehörigen  Werthen  werden  äufsem  müssen,  wenn  die  Diffe- 
renzen nur  weit  genng  fortgesetzt  würden.  Unter  dem  geometri- 
schen Bilde  der  Quadratur  betrachtet,  mufs  man  so  viele  Ordi- 
naten . . .  f{d) . . .  der  Curve  kennen ,  dafs  wenn  man  durch  die 
Endpunkte  derselben  eine  parabolische  Curve  legt,  diese  überall 
mit  der  wahren  Curve  übereinkommt.  Sollte  hier  aufserhalb  des 
Anfanges  und  Endes  in  irgend  einer  Ordinate  die  wahre  Curve 
von  der  parabolischen  abweichen,  so  wird  man  den  Flächeninhalt 
zwischen  der  Curve  und  der  Abscissenaxe  immer  fehlerhaft  finden, 
selbst  dann  wenn  sie  auch  am  Anfang  und  am  Ende  völlig  mit 
der  wahren  zusammentrifft.  Es  müssen  in  diesem  Falle  in  der 
wahren  Gleichung  der  Curve  Glieder  enthalten  sein,  die  durch 
den  zufälligen  numerischen  Werth  bei  einigen  oder  den  meisten 
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Ordinaten  vernichtet  oder  unmerklich  werden,  die  aber  an  sich 
eben  so  wesentlich  zur  Erkenntnifs  ihres  Ganges  nothwendig  sind, 
und  die  man  übersehen  hat,  weil  man  gerade  solche  Ordinaten, 
in  denen  sie  besonders  hervortreten,  nicht  berücksichtigte. 

Bei  festbestimmten  Grenzen  wird  es  immer  möglich  sein,  dem 
Intervall  «  eine  solche  Gröfse  zu  geben,  dafs  die  Form  n'  =  —  4 
und  n"  =  i  -h  i  erfüllt  werde.    Es  bedarf  dazu  nur  dafs 


«  = 


x"  —  x^ 


Indessen  können  doch  Fälle  eintreten  wo  man  selbst  dann,  aus 
den  schon  berechneten  Werthen  /",  für  andere  Grenzen  den  Werth 
des  Integrals  zu  haben  wünschte.  Am  häufigsten  vielleicht  für 
n^  =  0,  n"  =  i.  Die  Vorschriften  dazu  sind  eben  so  einfach.  Für 
das  Integral 


({a  +  ndsi)  dn 
0 

theilt  man  das  ganze  Integral  in  die  einzelnen  Theile 

2 
-hn(a)dn  \f(a-\-n(a)dn  etc. 


Nach  (4)  ist  aber 
Cf{a+nai)dn^f{a)+ma)+^na)^^\r\^^^^ 

Schafft  man  hier  zuerst  die  f{a),  f"{a\  p{a\  f^{ä)  fort,  um  lauter 
wirklich  vorkommende  Differenzgrössen  zu  haben,  vermöge  der 
Gleichungen: 

fW  =  f{a-hi)^i  na)  =  /^(a  +  1)  -  f(a)  -  i  f^a) 

f"(a)  =  /"  (a  + 1)  -  f'ia)  -  i  p^a)  etc. 
so  wird  der  Ausdruck 

|7(a  +  n«)  dn  =  ^  {f{a  + 1)  +  f{a))  -  ±^  (f  (^  +  1)  +  /""(a)) 
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und  eben  so 
Cf{a  +  na»)  dn  =  1  {f{a  +  2)  -h  f{a  +  1))-^  {f\a  +  2)  +  /*'(a+l)) 

bis  za 

lf{a-\-rm)  dn^\  if(a+i)+f{a+i- 1))  -  Jj  /*'  (a+t)  +f '(a+t-1)) 

folglich  wird  die  ganze  Somme 

J/*(aH-w«)dn  = 
0 

i  r (a + < + i) + ir (ö^ + f  -  i)  -  ir (^+i)  -  ir (^-i) 

+     Tih{r  (a  +  i  +  i)  +  f "  (a  +  i  -  i)  -  f  -  (a+i)  -  Z'"  (a-i)} 

Wenn  man  also  das  arithmetische  Mittel  zweier  auf  einander 
folgenden  Differenzgröfsen  wie  oben  bezeichnet,  und  nnr  bei 
Y(^-*i)9  ^^  die  willkürliche  Annahme  desselben  dentlicher  aus- 
zusprechen, die  Ausnahme  macht,  dass  man  es  nicht  mit  '/*  (a  +  ^) 
yerbindet,  sondern  fiir  das  letztere  die  Gleichung  anwendet 

r(a  +  i)  =  Y(a-i)  +  Aa), 
so  wird 

Die  letzten  Glieder  entsprechen  wieder  der  Oonstante  für  die 

Anfangsgrenze  w  =  0.    Der  unterschied  zwischen  dieser  Formel 

und  der  Integration  bei  Grenzen  die  in  der  Mitte  eines  Interyalls 

liegen,  dafs  nämlich  hier  die  numerischen  Coefflcienten  bedeutend 

grösser  sind  als  bei  (10),  dürfte  von  keiner  grossen  Erheblichkeit 

sein,  wenn  nur  a»  an  sich  klein  genug  angenommen  ist. 

3* 


f' 


/i' 
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Die  üebereinstimmong  beider  Formeln  wird  sich  sogleich  er- 
geben, wenn  man  die  beiderseitigen  Grenzen  anders  combinirtt 
und  also  etwa  das  Integral  sucht 

Es  wird  hierzu  nur  nöthig  sein  zu  (11),  und  zwar  zu  den  Glie- 
dern der  Anfangsgrenze,  den  Betrag  des  Integrals 

0 

f{a  +  im)dn 
hinzuzulegen.    Dieser  aber  findet  sich  nach  (9) 

und  wenn  man  ihn  zu  den  Gliedern  der  Anfangsgrenze  von  (11) 
hinzulegt,  so  findet  man  die  Summe 

Nun  aber  ist: 

r(a)-ir(a)=r(«-i) 
r(ö^)-ir(«)=r(^-i) 

folglich  wird  der  obige  Ausdruck: 

-r(ö^-i)-Ar(öt-i)+5i^r(ö^-i)-9(^^r(«-i)... 

übereinstimmend  mit  (10)  und  das  Integral  wird: 

J^  ^y(a-.4)_^/^(a-i)+3fJ^f"(a-i)-,^%Vür(«-i)... 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  wird: 

Jf(a4-i+i)+^^,/'(a+i+i)--^|^^/'-'(a+i+i)  +  ^MW^(a+»+i) 

-A«  -  i)-i  A«)+ A  f  (^)-Wü  /"'  (a)  +  ^Uiü  PiflU 
wo  überall  die  Function  '/"(a— i)  ganz  willkürlich  ist. 
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üeberhanpt  aber  liegt  es  in  der  Bedentong  der  angewandten 
Ausdrücke,  dafs  man  keineswegs  blofs  an  die  Grenzen  0,  ^,  «, 
i-^h  gebunden  ist,  sondern  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  das 
Integral  bis  zu  jeder  beliebigen  Grenze  finden  kann,  wenn  man 
irgend  welche  Seihe  von  Werthen  seines  Differentials  berechnet 
hat  Direct  wird  sich  diese  Erweiterung  ergeben,  wenn  man  yon 
irgend  einer  Grenze  von  der  Form  i  +  ^  an,  bis  zu  einem  beliebi- 
gen Werthe  i  +  ^  +  n'  das  Integral  sucht.  Um  dabei  leichter  ein 
dem  Früheren  analoges  Endresultat  zu  erhalten,  verbinde  man  die 
Gleichlingen  (3)  und  (7).    Die  erste  giebt 

f(a  +  n'a)  ==  Äfia)  +  Ä'f  (a)  +  Ä"  f  (a)  +  A'"  f"  (a)  +  Ä^  f"  (a)... 

wenn 
ii  =  1  ,Ä^  n' 

'^       12  12     3 

.„_  (n'+iyn'.n'(n'-l)        .,  _  (n'+2)(n^+l)n'(n'-l)(n^-2) 
^ 12    3    4  "* i      2      3      4      6       ^^• 

Die  zweite 

fia  +  nu)  =  Bf(a-i)  +  B'f{a-i)  +  B"f(a-l)  +  B"'f"'ia-i) 

wenn 

•I  m  ^   1    . 


•  •  • 


B  =  1  B'  -  n  +  ^ 


^        i      2  ^    ~    1      2      3 

j^     (rH-2)n+l)n(n^l)        ^      (n+2)(n+l)n{n-l)(fi+i) 

^ 12    3    4  ^ i       2       3       4       5         ^^' 

Sacht  man  jetzt  das  Integral 

f{a  +  ntt))dn 

nach  der  letzten  Formel,  so  wird  es 

.—  1-1.41  ^_^  +  n'  i^— i  +  ^' 


fi 


p—  ^  +  n  f%—  i  +  n'  p—  i  + 

-/'(a-i)pdn+/'(a-i)  JB'dn  +  f  (a-i)  jB"dn 
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und   die  wirkliche  Integririmg  jedes  Factors  giebt  bei    diesen 
Grenzen: 

B  dn  =  w' 


B'dn  = 


A  —  12 

>'^~=  6  8 

fB"'dn  = 


„'2 


n'»  n' 


n'*  n'» 


24  48 


fniv^  n'5  6n"    .     3«' 

ji*    ö»  =  -i2^  i4r'*'T28~ 

j/j    an-   ^2Q  ^02  +   ^gg^ 

n'''  n"»        259n'8        5n' 


J^    ****"  5040  "2880  ^ 


34560       1024 
etc.  etc. 

Diese  Werthe  lassen  sich  aber  auch  so  schreiben: 
(ßdn   =A' 

JB'in  -^" 

fB"dn^A"'+:iiÄ' 

(B'"dn  =  Ä^+^Ä" 
JB^dn  -  ^^  +  A  ^"'  -sHö^' 

Jß^dn  =  A^±  Jf  ^v  _  _i^  ^.»  +  _^^^  ^/ 

etc.  etc. 

so  dass  die  Gleichung  wird: 


i 
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A'  f  (a-i)+^A'  f  {a-\)-j\i-,A'  r  ('^i)+ öiNs^^Ti.«^) 
+A"  f  (a-i)+^^A"  f"(a-i)-^^A"  P  («-i) 
+A"'f'{a-^)+i^Ä"T{a-^)-T^^A."T{(^-it) 
+A^  f>{a-ii)+^A^  f  (a-i)       1 
+A^  f^{a-\)+^A^  ria-W 

+A'^f"{ar-i) 


Betrachtet  man  die  in  der  Beihe  der  ungeraden  Differenzen 
stehenden,  und  durch  /»(a-i),  /"'(a-i),  fia-^),  f^(.a-i)  etc. 
bezeichneten  Grössen,  als  wirkliche  Functionen  von  (a— i«),  wo- 
durch die  Grössen  /"(«),  f"(a),  p\a) ...  die  ersten  Differenzen  dieser 
Grössen  werden,  so  giebt  die  erste  der  beiden  eben  hingeschrie- 
benen Formeln: 

f   ia-im+n'm)  =  f   (a_i)  +  ^'   f  (a-:^)  +  A"  f"  (a-i) 

+  A">  f"  (a-i) . . . 
f»  {a-^a+nla)  =  f"  {a-\)  +  A'   f^  (a-i)  +  A"  P  (a-i) 

+ A'"  r-  («-4)  •  • . 

und  wenn  man  dasselbe  auf  die  Functionen  'f  ausdehnt,  auch 

'fia-^m+n'a)  =  'f(a-i)  +  A!   f{a-\)  +  A"  f  (a-\) 

+  A'"  f  (a-i) . . . 

wodurch  der  Ausdruck  fOr  das  obige  Integral  wird: 


i 


/■(a+w«)<?«=  'f    (a—\+n')—'f    (a— i) 

-»  +       i^{f  (a_i+n')-f   (a-i)} 

-    5H0  {  f"  (a-i+n')-  f"  {a-\)\ 

+ dWeö  { r  (a-i+no-  r  («-4)1 


oder  ganz  allgemein  wird: 
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M" 


wenn  man  die  in  den  ungeraden  Differenz-  und  snmmirten  Reihen 
vorkommenden  Grofsen  betrachtet  als  wirkliche  Fonctionen  des 
Argumentes  welches  unter  dem  Functionszeichen  steht,  und  dem- 
gemäfs  für  jedes  vorkommende  Argument  der  Grenze,  die  Werthe 
streng  mit  Rücksicht  auf  die  höheren  Differenzen  interpolirt.  Ein 
Satz,  der  auch  an  sich  schon  in  dem  regelmäfsigen  Fortschritte 
aller  vorkommenden  Functionen  nach  der  Einheit  des  Intervalls 
liegt.  Am  bequemsten  sind  jedenfalls  Grenzen  von  der  Form 
i  +  i  bei  welchen  alle  Interpolation  erspart  wird.  Für  Grenzen 
von  der  Form  i  entstehen  die  numerischen  Ooefflcienten  aus  der 
Verbindung  der  Ooefflcienten  für  die  Interpolation  in  die  Mitte 
hinein. 

mit  den  Integrations-Ooefflcienten 

wonach 

~     7T     == "~    1^   +  ^  •  tAc  ; 

+   tÜü   =  +   nh  —  A  •  A  —  i  •  ttHü  ; 

Als  ein  Beispiel  dieser  Integration  möge 
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dienen  wo  -,7-  der  Differentialquotient  in  Bezug  auf  die  Zeit  von 

der  Störung  ist,  welche  die  Länge  des  Perihels  der  Yesta  durch 

die  directe  Anziehung  des  Jupiters  erleidet    Die  in  -^r-  zum 

Grunde  liegende  Zeiteinheit  ist  der  mittlere  Tag.    Es  fand  sich, 

dass  die  Function  -jr-  so  beschaffen  ist,  dafs  man  mit  hinl&nglicher 

Schärfe,  aus  Werthen  welche  von  42  zu  42  Tagen  berechnet  waren, 
auf  alle  zwischenliegende  schliessen  kann.  Es  ward  deshalb  o»  == 
42  Tage  angenommen,  und  da  der  Anfang  des  Integrals  auf  1810. 
Jan.  0.  =  if  angesetzt  war,  so  wurden  um  die  bequemste  Form  der 

Integration  für  ihn  zu  haben,  eine  Reihe  von  Werthen  des      ,, 
berechnet  f&r 


und  dabei,  um  sogleich  das  Integral  selbst  zu  erhalten,  nicht     ,. 
sondern  42  -,/-  angesetzt    Die  der  Anfangsgrenze  entsprechende 
Constante  ist  dann,  wenn  ^—jt  ^ficb  +  na)  genommen  wird: 


wo  das  letzte  Glied  (und  selbst  das  vorletzte  fast)  ganz  unmerklich 
war.  Diese  Grösse  (7  wird  an  die  Stelle  von  '/"(a  — i)  gesetzt, 
und  dann  die  summirte  Function  *f  gebildet,  welche,  verbunden  mit 
ihrer  Oorrection  durch  f^  f**  etc.,  das  Integral  für  jede  beliebige 
Zahl  von  1810.  Jan.  0.  an  giebt,  wenn  man  nöthigenfalls  interpo* 
lirt  Die  zuletzt  noch  hinzuzulegende  Oonstante  wird  der  Werth 
sein,  den  n  am  Jan.  0.  1810.  wirklich  hatte.  Die  vollständige  Ta- 
belle ist  die  folgende: 
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b 

0  Par.  Zt. 

Argument. 

4^-^r 

r(^+i+i) 

1809.  Sept.  17. 

a  — 

3(0 

-+-  30l550 

Oct.  29. 

a  — 

2(0 

4-  56,829 

a  A 

Dec.  10. 

a  •— 

fi) 

+  76,602 

0,571 

1810.  Jan.  21. 

a 

+  90,348 

+  89,777 

Mrz.  4. 

a  + 

(ü 

+  98,589 

+ 188,366 

Apr.  15. 

a-h 

2(0 

+ 102,308 

+  290,674 

Mai  27. 

a  + 

3(0 

+ 102,193 

+  392,867 

Jul.  8. 

a-h 

4(0 

+  98,947 

+  491,814 

Aug.  19. 

a-h 

5(0 

+  93,259 

+  585,073 

Sept.  30. 

a  + 

6  (0 

-f-  85,839 

+  670,912 

Nov.  11. 

a4- 

7(0 

+  77,461 

+  748,373 

Dec.  23. 

a-i- 

8(0 

+  68,876 

+  817,249 

1811.  Febr.  3. 

a  + 

9(0 

+  60,822 

+  878,071 

Mrz.  17. 

a  +  lOo) 

+  54,004 

+  932,075 

Apr.  28. 

a  +  : 

11(0 

+  48,982 

FiLr  den  Betrag  des  Integrals  von  1810.  Jan.  0.  bis  1811. 
Jan.  13.  findet  sich  die  zweite  Grenze  =  (3^  +  (8  +  i)  (o  und  damit 
der  Werth: 

+  817,249  -  0,335.  6  -  0,002. 1  =  4-  816,911. 

Für  1811.  Febr.  3.  wird  nach  der  Formel 

hier  wo  i  ==  9  ist,  gefanden: 

+  847,660  +  0,619.  7  +  0,009.  7  =  +  848",289 
fftr  Febr.  24.  wird  der  Werth =  h-  877",785. 

Für  irgend  welchen  andern  Zeitpunkt  etwa  1811.  Febr.  10, 
wird  das  Argument  a  -+-  (9  -h  i)  (o  =  a  +  (9  4-  i)  (o  —  |  (o.  Man  er- 
hält durch  Interpolation: 

r  (a4-94-i~i)  =  4- 858^,627 
f  (a4-94-i-J)  =  -  7^292 
/*"(a4-94-i-i)  =  4-     0",608. 
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folglich  das  Integral  bis  1811.  Febr.  10: 

=  -h  858,627  +  ^f\-  7,992}  -  ^«^  {+0,608}  =  +  858",321. 

Derselbe  Werth  moTs  auch  ans  der  Interpolation  der  Störungs- 
werthe  ffir  andere  Epochen  folgen.    Es  ist  der  Betrag 

bis  1811.  Jan.  13.  =  +  816,"911 
Febr.  3.  =  +  848,"289 
Febr.  24.  =  -+-  877,"785 
Mrz.    17.  =  H- 905,"573, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  die  zweiten  und  dritten  Differenzen  für 
1811.  Febr.  10.  folgt . . .  858,''322  übereinstimmend  mit  oben. 

Durch  die  Ausdehnung  dieser  Integralformel  auf  alle  beliebi- 
gen Grenzen,  wodurch  sie  das  allgemeine  Integral  völlig  vertritt, 
wird  es  keine  Schwierigkeiten  haben,  doppelte,  dreifache  und  über- 
haupt mehrfache  Integrale  zu  berechnen.    W&re  zu  finden 


-sn 


x" 

f{x)dx^ 


wo  die  nach  dem  ersten  Integrale  hinzuzufügende  Constante  sich 
ebenfalls  jedesmal  durch  die  Anfangsgrenze  bestimmen  lassen  soll, 
so  hat  man  für 

x^a  +  nfii  dx^dodn. 


X^ufi  j  j  /'(a  +  w«)dn2 


/' 


Das  erste  Integral  wird  hier 
/'(a+wa)dn==if +Y(a+n«)-f-^?f  (a-+-w«>)---3|||y/'''  (a4- w«)  •  •  • 

Denkt  man  sich  diese  Constante  wie  oben  gleich  von  Anfang 
zur  Bildung  der  summirten  Reihe  benutzt,  so  wird: 
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wenn  et  ß  y  statt  der  CoefÄcienten  H-  ^t,  —  ^Hü»  +  tjAVfü?  gesetzt 
werden.    Hieraus  folgt  sogleich 

J  J/'(a4Wd)dn2=  P/'(a-HMö)dn4-  a  j/*  (a+rMö)d;w  -h ß  j/*"  (a  +  n«)  dn 

Nnn  aber  ist  nach  der  obigen  Formel  angewandt  auf  jede 
Differenzreihe: 

yf  {a+fuo)dn  =  "/(a-Hw»)  +  a/(a-Hw»)  +  ßf*((i'Hw)+rf^{arHwy'' 

« j?'  (a-HWö)dn  =  a  {  /(a-f-w«)  +  a/*' (a-HMö)+/?/^(a-f-wa)- } 

ß^f*\cMm)dn  =  /J  {  /''(a+n«)-i-a/^(a-Hw»)...} 

X  f/^  {a+iuo)dn  =  y  {  f^{(H^nto)'" } 

folglich  zusammen  das  doppelte  Integral 

=  "/•(«  +  »w)  -h  2  a  f{a  +  n«)  4-  («^  +  2ß)  f  (a+im) 

mit  hinzugefügter  Oonstante,  oder  wenn  man  die  numerischen 
Werthe  wieder  substitnirt: 


Sß. 


n" 


f(a  +  na)  dv?  =  "f{a  +  n")  +  '^f(a  +  n")  -  ^^  f  (a  +  n") 

Hatte  man  die  Constante  bei  der  ersten  Integration  nicht  an- 
gesetzt,  so  wfirde  hiezu  noch  gefügt  werden  müssen: 

Die  wirklichen  vorkommenden  Differenzen  entsprechen  hier 
den  Argumenten  a  +  tco,  in  ganzen  Zahlen.  Für  Grenzen  tob 
anderer  Form  wird  man  interpoliren  müssen,  indem  man  die  Func- 
tionen **f  f  f*  f^  als  wirkliche  Functionen  dieses  Arguments  an- 
sieht. Die  Grösse  *'f{a-hn')  ist  wieder  ganz  willkürlich,  da  sie 
zuerst  zur  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  benutzt,  nachher 


I 
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im  Integral  abgezogen  wird.  Will  man  das  doppelte  Integral  in 
Bezng  anf  x  unmittelbar  baben,  so  wird  man  den  Factor  a!^  bin- 
znffigen,  oder  statt  f{a+rm)  ansetzen  müssen:  «^/"(a+n«)  und 
damit  die  Differenz  und  summirten  Reiben  bilden.  Das  erste 
Integral  in  Bezug  auf  n  das  man  unter  dieser  Annabme  erbält, 

ist  dann  gleicb  <o  J  f{x)  dx,  und  mufs  mit  <o  dividirt  werden,  wenn 

man  aucb  j  f(x)  dx  kennen  wiU. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  findet  sieb  das  dreifacbe  Integral 
aus  der  Summe  von: 

j *'f  (a  +  n(o) dn=  *'*f(a  +  na) -^ a*f(a-hncß) -h ßf  {a'\'ruio) 

4-r/''"(a+wai)... 

2a j  f  {a'hnw)dn^  2a'f{a'h7m)'h2a^f{a-hn(o) 

+2aßf''{a-\-(a) 

(a«+2/?)  J/"'(a  +  n<ö)dw-  («a  +2/?)  f  {a  +  n«) 

-l-(a«+2iJ)a/*''(a+w<») 

2  (a/94-  r)j  -riPL-^  rm)  dn=  2 (aß+r) f'*{a-hrm) 

oder  wenn  man  addirt  und  substituirt 

wobei,  wenn  man  nicbt  gleicb  die  verscbiedenen  Constanten  in  den 
summirten  Beiben  berücksicbtigt  bat,  nocb  binzuzufugen  sein  wird: 

M'  +  Mn-hiMnK 

Die  ungeraden  summirten  und  Differenzreiben  welcbe  bier  vor- 
kommen, und  von  denen  man  bei  den  etwa  nötbigen  Interpolationen 
ausgeben  muTs,  bezieben  sieb  wieder  auf  Argumente  von  der  Form 
a+(iH-i)cö. 

Gewöbnlicb  werden  bei  diesen  Integrationen,  besonders  für 
die  Anfangsgrenzen,   die  Formen  a+i«  und  a  +  (f+i)«  gewäblt 
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werden.  In  Bezug  auf  diese  beiden  mögen  hier  noch  die  speciellen 
Vorschriften  für  ein  doppeltes  Integral  folgen. 

Werde  zuerst  gesucht 

so  wird  man  die  erste  Integration  so  ausführen,  dafs  man  nach 
(11)  in  die  erste  Stelle  der  summirten  Reihe  'f  für  '/"(a—i) 
annimmt: 

Mit  diesem  Werthe  bildet  man  die  erste  summirte  Beihe 
Y(aH.i)  =  Co  +  Aa) 

Y(a4-4)  =  'Aöt  +  4)-4-A«  +  2)  etc. 

Hieran  schliefst  sich  die  zweite  summirte  Beihe  "f{a)  so,  dafs 
als  erstes  Glied  derselben  an  die  Stelle  der  willkürlichen  Gröfse 
*'f{ä)  gesetzt  wird: 

als  der  negative  Werth  des  Integrals  für  co  =  0.  Bildet  man  dann 
die  zweite  summirte  Beihe 

-/•(a-Hl)=     Ci  +  y(a-hi) 
'Y(a  +  2)  =  "/"(a  +  1)  +  'f{a  +  f ) 
''/•(a  -h  3)  =  "/"(a  4-  2)  +  'f{a  +  i)  etc. 

so  hat  man  für  jede  spätere  Grenze  a  +  i«  den  Werth  von: 

m 

f{a  4-  w«)  dn2  =  *'f{a  + 1)  +  tV  /* («  +  0  -  Trixy  /"  («^  +  0 

+  6firo/^(«  +  0  etc. 

und  für  jede  beliebige  Grenze  a  +  (t  4-  n")  <»  den  richtigen  Werth, 
wenn  man  für  das  Argument  a  +  (i  +  w")  w,  die  Functionen 
'y  (a  +  0»  fi^  -*-  i)i  f*  (^  +  0  etc.  so  interpolirt,  als  ob  sie  Func- 
tionen des  Arguments  a  ■+■  ia  wirklich  wären  und  dann  berechnet: 


Sf! 
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Das  Schema  ist  also  in  diesem  Falle  für  Anfangsgrenze  n=0: 


Argument 


a  — 1.« 

a 


Haupt- 
fnnction. 


I. 
summ.  Reihe. 


II. 
summ.  Reihe. 


Co 

'fid + i) 

r(« + f ) 

etc. 


Ci 
"f{a  + 1) 
"f{fl  +  2) 


S' 


n«)  dv? 


f{a-l) 

m 

f{a  + 1) 
f{a  +  2) 
etc. 
Werde  zweitens  gesacht: 

'*  +  4 
f(a 

so  wird  man  die  erste  Integx&tion  so  ausfahren,  daCs  man  nach 
(10)  in  die  erste  Stelle  der  snmmirten  Reihe  'f,  fSr  'f(fl  —  h) 
annimmt: 

^_4=-A/'(«-i)+äH-ur(«-i)-,-m8ör(«-i)... 

Mit  diesem  Werthe  bildet  man  die  erste  snmmirte  Reihe: 

Y(a  +  i)  =  C_  j  +  f{a) 

'f(a  + 1)  =  'f{a  +  i)  4-  f(a  + 1) 

'/•(a  +  f  )  =  '/•(«  + i) +  /■(«  + 2) .. .  etc. 

Zam  Anschlnss  der  zweiten  Reihe  sei  irgend  eine  willkür- 
liche Gröfse  an  die  Stelle  von  "f{a  —  1)  angenommen,  und  mit  ihr 
"/■(«)  =  "f{<*  ~V  +  C_.  gebildet.  Zuerst  wird  man  jetzt  den  Werth 
des  doppelten  Integrals  fBr  « =  —  ^  zu  suchen  haben,  um  ihn  von 
allen  sp&teren  abzuziehen.  Bierzu  mufs  man  die  Gröfsen  "f,  f, 
f  etc.  interpoliren  ffir  das  Argument  a  —  ^a,  wenn  man  sie  wirk- 
lich als  Functionen  von  a  —  la  und  a  betrachtet.  Die  Inter- 
polation giebt  in  den  verschiedenen  Reihen  die  Werthe: 

"fia  -  i)  -  i  A»  -  i)  +  rh  f'(<*-i)-Thi  r («  -  i)  • .  • 

f(a-i)-     i /"(«-*)+ Ti,rr(«-i) 

f'ia-i)-    ir(«-i) 

r(a-i) 


L 
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WO  Y(<>  -  i)  =  i  "/"(»  - 1)  +  i  "fiP)  und  eben  so  aUe  übrigen  Func- 
tionen arithmetische  Mittel  sind.  Moltiplicirt  man  die  erste  Reihe 
mit  1,  die  zweite  mit  -f-  iVi  die  dritte  mit  —  ^^^j,  die  vierte  mit 
«^^9  und  nimmt  die  Summe,  so  erhält  man  als  Werth  des  Inte* 
grals  fftr  n  =  -  i 

Y(a-i)-^,Aa-i)  +  T^on«-i)-Tfll36r(^-i)--- 
Da  **f{a  —  1)  ganz  willkürlich  ist,  also  auch  =  Null  gesetzt 
werden  kann,  so  wird  Y(a-i)  =  T(ö^- l)  +  iT(a-i)  =  iC.j 
oder  nach  dem  obigen  Werthe: 

Ä/'(a~i)+rHä-or(«-i)-T^fMror(a-i)... 

Substituirt  man  diesen  Werth  und  reducirt  vermittelst  der 

Gleichungen: 

f    (^-i)  =  A«)-if(a-i) 

r(«-i)=r(«)-r(«-i) 

r(«-i)-^r(«-i)-ir(a) 

r(a-i)=r(«)-r(a-i) 

so  läXst  sich  der  Werth  des  Integrals  für  n  =  —  i  so  schreiben: 

Diese  Gröfse  soll  wegen  der  Anfangsgrenze  überall  abgezogen 
werden.  Setzt  man  also  an  die  Stelle  von  "/"(a— 1)  die  Gröfee 
C-l  wo: 

so  wird  der  beabsichtigte  Zweck  ein  für  allemal  erreicht,  und  das 
vollständige  Schema  wird  für  Anfangsgrenze  n=—\'. 


Argument. 


a— 1(0 

a 

a-f-lw 

a+3a) 


Haupt- 
function. 


I. 

summ.  Reihe. 


n. 

summ.  Reihe. 


m 

f{a+l) 
f{a+2) 
fia+S) 
etc. 


'/■(«+4) 

r(«+4) 

etc. 


"f{a) 

"fia+1) 
"fia+2) 
"fia+3) 


// 
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Für  jede  spätere  Grenze  a-i-(i+n")«  wird  auch  hier  wieder: 


wobei  f&r  jedes  nf\  die  yerscbiedenen  Functionen  so  interpolirt 
werden  müssen,  als  ob  die  wirklich  in  der  sommirten  Reihe  **f 
vorkommenden  Werthe  Functionen  yon  a  +  ia»  wären.  In  dem 
^peciellen  Falle,  daCs  vf*^\  ist,  giebt  die  Interpolation  in  die  Mitte 
hinein  nach  der  eben  ausgefUirten  Rechnung : 


wenn  man  unter  'Y(a  +  i  +  i)  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
"f{a  +  i)  und  "/"(a  +  i  +  l)  versteht,  und  ähnlich  bei  allen  andern 
Functionen  f,  /*,"  f^.  Es  bedarf  keiner  weiteren  Erwähnung,  dafs 
in  den  beiden  Fällen  der  meistentheils  nöthige  Factor  <»^  für  das 
doppelte  Integral  schon  in  den  Functionen  f  enthalten  gedacht 
worden  ist,  und  dafs  das  erste  Integral,  wenn  man  es  aus  der- 
selben Tabelle  ableiten  will,  eben  deshalb  mit  (o  zu  dividiren  ist. 

Es  kann  hierbei  noch  angenehm  sein,  das  Gesetz  der  an- 
scheinend so  unregelmäfsig  fortgehenden  numerischen  Coefficienten 
zu  bestimmen,  um  eine  festere  Prüfung,  leichtere  Ableitung,  und 
nöthigenfalls  Fortsetzung  derselben  zu  gewinnen.  Hierzu  wird  am 
zweckmäfsigsten  eine  Function  dienen,  welche  eine  leichte  Bildung 
der  Differenz-  und '  summirten  Reihen  gestattet,  niemals  auf  con- 
stante  Differenzen  führt,  und  leicht  direct  integrirbar  ist.  Eine 
solche  ist  e»  wenn  e  die  Basis  des  logarithmischen  Systems.  Sucht 
man  das  einfache  oder  doppelte  Integral  von  e"^  dx^  und  e^  dx^ 
innerhalb  bestimmter  Grenzen,  so  wird  man  zur  Ausführung  der 
mechanischen  Quadratur,  von  einem  bestimmten  Werthe  a  an,  für 

£ncke*B  AbhaiidL  L  4 


50 


Ueber  mechanische  Quadratur. 


den  man  a  =  0  setzen  kann,  die  Werthe  e«-**'  ^o-i«  ^  ^h-iw  etc. 
berechnen  nnd  die  Differenzen  bilden.  Die  Tafel  mrd  folgende 
Gestalt  erhalten: 


Ai^ument 

Haupt- 
fanction. 

I.  Diff. 

U.  Diff. 

m.  Diff. 

a  — 2w 
a  —  l<ö 
a 

a  +  2(o 

e+2w 

e-«  (e«-l) 
eo     (e«  - 1) 

e-20l  (gOl  _  1)2 

e-oi  (e«-.i)2 
eo     (goi  _  1)2 

e-8a>  (goi  _  1)3 
^2(U  (g«  _  1)8 

eO     (e«  - 1)8 

woraus  sich  die  Fortsetzung  der  Differenzreihen  von  selbst  ergiebt. 
Man  kann  den  sämmtlichen  Reihen  sogleich  die  Form  geben,  dafs 
sie  Functionen  von  (a  — i«),  (a  — «)  etc.  werden,  wenn  man  die 
Hulfsgrösse  einf&hrt: 


Es  wird  damit: 


em«(e«_i)p_e(»»  +  li>)~«^ 


wodurch  sich  die  Differenzreihen  schreiben  lassen: 


Argument. 


Eaupt- 
function. 


L  Diff. 


IL  Diff 


III.  Diff 


a  — 2a) 
a  —  Iw 
a 

a  +  1« 
a  +  2a) 


e+2ai 


r\.^ 


u 


+  10) 

-*-3  Ol 


e-*". 

«» 

c-*»  . 

u« 

«0       . 

u«- 

€+*»   . 

«« 

e+aw. 

«2 

—  I  0»  * 

e   ^    •  ?r 

+  4  0)  s 

+  f   0)  Q 


Hieraus  geht  sogleich  auch  die  Form  der  summirten  Reihen 
hervor.    Es  wird  nämlich: 
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Argument. 


a  — 2<o 


a  — 1^9 


a 


a  +  lo9 


a  +  2c9 


201 


.fß 


^r¥40 


e+iw 


,-Iä» 


«-l*^ 


»+1« 


.+  !» 


u 

1^ 
u 

1^ 

u 
u 


n.  summ.  Reihe. 


^2w 


er^ 


1 


u 


2 


t« 


2 


e+« 


e+20i 


ti 


2 


te 


2 


Die  Annahme  dieser  Form  fflr  die  mechanische  Quadratur  ist 
gestattet,  weil  bei  der  einfachen  Integration  '/"(«  — i)  willkürlich 


ist    Setzt  map.  es  aber  »e 


-4«  1 


u 


so  ergeben  sich  die  andern 


Werthe.  Ganz  derselbe  Fall  tritt  bei  der  zweifachen  Integration 
für  "/(a-1)  ein,  nur  wird  man  zu  berücksichtigen  haben,  dafs 
bei  diesem  Anfange  flr  die  zweite  summirte  Beihe,  auf  die  Con- 
stante,  welche  der  ersten  Integration  zukommen  möchte,  keine 
Bücksicht  genommen  ist,  man  also  auch  bei  der  Vergleichung  des 
Resultats  der  mechanischen  Quadratur  mit  der  directen  Integration, 
diese  letztere  ohne  Bücksicht  auf  die  Constante  der  ersten  Inte- 
gration auszufahren  haben  wird. 
"Werde  jetzt  zuerst  gesucht: 


■/' 


so  wird  nach  früherem  (pag.  30)  wegen  ö"*"**^  — 6"**^  =  ^; 

-O.         X-t-24M'  5160^    ^067680^*    ••• 

Werde  zweitens  gesucht  .- 


•  •  • 
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80  wird  nach  (11): 

oder  da 

=  (e«+l)u 
ß  =  i(e-+l)  {l-J5u«  +  j^tt*-,fiH,u«...} 

Werde  drittens  gesucht: 


'SS: 


^dn^ 


ohne  Rücksicht  auf  die  Constante  des  ersten  Integrals  so  wird 
nach  (13): 

/?«=  ß+«  1  _-i_  4-  J L-  izS  -4-      31      M* .  .  . 

^        '^         I    ^3    ^12  240**    T^  60480^ 


oder 


)u^**^^  5048Ö  W    •  •  • 

^— J^-jl^-l^«'-2iöt**  +  dy^ow•••• 


Werde  endlich  viertens  gesucht  nnter  derselben  Bedingung: 


"'Jjr: 


SO  wird  nach  (14): 

oder  da 

^     —  e     =  (e^   4-  e    '  )  (e^   —  e    '   ) 


=  (e'   +e   *   )m 


i**'_i_.,~i<^ 


7)  =  1   '^        ^'^  J  1 L  4/2  j.     IT     ^4  __      86T      «6  ,  .  ,   l 

-^2  1^  I  ""^         24^    ^igao**  103536'*       *       1 
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Für  die  directe  Integration  wird  wenn: 

/(mm iff^  ^  —  \e^dx= hConst. 

JJe-«  d««  =  ^//e-ete«= -5-+ Oonst 

und  die  Grenzen  n*  nnd  n"  werden  sich  verwandeln  in: 

x^  =s  n'«  x'*  =s  n"w 

Hieraus  folgt: 
e  *   — e   *         u 


Ä^ 


m  fi» 


C== ö —  °^ ~ö —  •  — s 


«2  ifi  ca!^ 


e 


i^^r**"         W  ,      6^^+6-*^       tt» 


^  = TS =^-i 


und  die  Yergleichung  der  auf  den  beiden  verschiedenen  Wegen 
erhaltenen  Resultate  giebt,  wenn  beide  richtig  sein  sollen,  die 
Gleichungen: 

_!L    .  aar! l.  u'^  ^  AI.  u^  ^  „101      1/6  ..  . 


U 


2 


ZU  welcher  Prfifung  man  also  jetzt  noch  der  Beihenentwickelnng  von 

und 


«  e*^4-e'**' 


nach  j^otenzen  von  u  bedarf. 
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Aus  der  Gleichung: 
erhfilt  man  durch  Aoflösnng  der  quadratischen  Gleichung 

folglich: 

- — ?_- (l  +  tti»)"* 

.      1  w"  ^  1 . 3      w*       1.3.5      M«  ,^ 

und  auf  der  andern  Seite  auch 

i«  =  log.hyp.  (iw  +  I/(l  +  iw2)) 

folglich  wenn  man  zur  leichteren  Beihenentwickelung  zuerst  diffe- 
rentürt: 


4 


du        iw-hi/(l  +  iw*) 

4 


I/(H-iu«) 
oder 


,      ,     ««        1.3      «*        1.3.5      «• 

1—4'  -Ö2-+-Ö 


•  •  • 


2«  ^  2 . 4      2*        2.4.6      2« 

.       •       «  •  > 

Integnrt  man  jetzt  wieder,  wobei  eine  Constante  nicht  hinza- 
gefBgt  werden  darf,  weil  für  u  =  0  auch 

i«  —  log.  hyp.  1  =  0 


so 

hat 

man: 

CO 

■i- 

*• 

2» 

+ 

1. 
2. 

3 
4 

■i- 

tt» 
2* 

— 

1. 
2. 

3. 
4. 

5 
6   ■ 

• 

2« 

woraus 

endlich 

u 

1 

1 

m 

l-i- 

•*• 

2« 

•  + 

1. 
2. 

,3 

4 

•i 

tt* 
•  2* 

■  — 

1 
2 

.3 
.4 

.5 
.6 

•1 

tt» 
•  2« 

-  •  •  • 

(F) 


I 

i 
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Es  sind  also  die  Reihen,  welche  in  den  verschiedenen  Inte- 
grationen vorkommen,  und  zwar  bei 


A          -    " 

CO 

=  Z 

xJ  .  .  .  •  ^ 

W 

2 

e**'  +  e-*" 

CO* 

=.2^». 

D        -«'- 

2 

i*^      •     •     •     •      "^                   M 

ei-'+e-*" 

=  -F.^. 


=  F^.  E. 


wovon  man  sich  durch  die  wirkliche  AusfOhrung  der  Divisionen 
und  Multiplicationen  überzeugen  kann. 

Durch  diese  Reihen  und  ihre  Werthe  kann  man  auch  die  oben 
angegebenen  Constanten  Cq,  Co,  C_,,  0_.  ausdrücken.    Es  wird 


2u         \  m    gj«^g-i« 


«    '  1 


U  CO    ' 

oder  gleich  dem  Werthe  der  summirten  Function,  an  deren  Stelle 
Co  gesetzt  ist,  nebst  dem  Werthe  der  Oonstante  für  die  Anfangs- 
grenze n»0.    Eben  so  findet  sich 

wo  die  hinzugefügte  Grölse  der  Werth  der  Constante  für  die 
Anfangsgrenze  n»  — ^  ist. 

Für  C'^  hat  man 

•  U»    ~    «2    '  V?  Ofl 

und  für 


56  Üeber  mechaniBche  Quadratur. 

— ©        —Ja»  ^"~i® 

Pt  ^Z t Li— 

-4~   V?        ~5ä~"*"*      CD 

nach  gehöriger  Entwickelang,  welche  am  leichtesten  ansgeffihrt 
wird,  wenn  man  für  die  vorkommenden  Gröfsen  ihre  gleich- 
bedentenden  Werthe  nach  den  Oleichongen  setzt: 

Das  erste  Glied  in  Ci  und  C"_,  ist  immer  der  Werth  der  an 

gleicher  Stelle  stehenden  summirten  Function.  Das  zweite  ist  die 
bei  der  zweiten  Integration  sich  ergebende  Constante  für  die 
Grenzen  w  =  0  und  n  =  —  i.    Das  dritte  Glied  in  C"_ .  ist  das 

Integral  der  bei  der  ersten  Integration  hinzugefügten  Constante, 
genommen  von  w  =  —  i  bis  w  =  —  1.  Es  fehlt  bei  Ci,  weil  der 
Ort  von  Ci  dem  Anfange  beider  Integrationen  entspricht.  Wenn 
man  diese  Werthe  in  die  beiden  obigen  allgemeinen  Schemata  ge- 
setzt hätte,  so  würde  man  erhalten  haben: 

enio  dn  «  ^ — 

CD 
-* 

pW 1 


CD 


e»«dna«  ^     ^         ^ 


CO*  OD 
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d.  h.  die  yollst&ndigen  Integrale  mit  Bflcksicht  auf  alle  Oonstanten. 
üebrigens  ist  es  von  selbst  klar,  dafs  die  oben  gegebene  Ent- 
wickeloBg  f&r  die  dritte  Integration  dem  Cabos  der  Reihe  F  ent- 
sprechen mnfs,  und  soforjb  bei  allen  folgenden. 

Als  Beispiel  einer  zweifachen  Integration  möge  das  Integral 


A3f./J. 


'dt 


•  dfi 


dienen,  wo  f»  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  der  Yesta 

du 
ist,  und  -4^  den  Differentialqnotienten  (in  Bezug  auf  die  Zeit)  von 

der  Störung  ausdrückt,  welche  das  f*  der  Yesta  durch  die  directe 

Anziehung  des  Jupiters  erleidet   Das  erste  Integral j-^  dt  wird 

das  wahre  von  den  Störungen  afGlcirte  f»  geben.    Das  zweite  die 

mittlere  Anomalie,  welche  zufolge  der  Störung  von  fk  jedesmal 

dß 
stattfindet.    Die  Einheit  in  -^  ist  wiederum  der  mittlere  Tag, 

das  Zeitintervall  <o  war  gleich  42  Tagen.  Der  Anfang  beider 
Integrale  fiel  auf  1810.  Jan.  0.  Um  A  M  unmittelbar  zu  erhalten, 
wurde: 

o.«  .  ^  -  1764.  4^ 
at  at 

als  die  Function  f  angesetzt,  und  f&r  verschiedene  Zeiten  nämlich  fOr: 

a  —  Soo,    a--2a),    a,    an- cd    etc. 
wo 

a  « 1810.  Jan.  0.  +  ^o) » 1810.  Jan.  21. 

war,  wurden  die  Werthe  yon  f  (a^nw)  berechnet  Hieraus  ent- 
stand mit  Zuziehung  der  Oonstanten  C_.  und  C'_^  die  folgende 
Tafel. 
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löuy.  aept.  11. 

a—  am 

Oct.  29. 

a—  2(0 

Dec.  10. 

a—      m 

1810.  Jan.  21. 

a 

Mrz.    4. 

a+     « 

Apr.  15. 

a+  2» 

Mai   27. 

a+   3(0 

JnL     8. 

a+  4(0 

Ang.  19. 

0+6(0 

Sept  30. 

a+  6(0 

Noy.  11. 

a+   7(0 

Dec.  23. 

(1+  8(0 

1811.  Febr.  S. 

0+  9(0 

Mrz.  17. 

a+lOo» 

Apr.  28. 

a  +  llo) 

-t-o,o(ai» 
+  5,82592 
+  6,16193 
+  4,65369 
+  4,01802 
+  3,53914 
+  3,10646 
+  2,71163 
+  2,34609 
+  2,00418 
+  1,68040 
+ 1,86911 
+ 1,06719 
+  0,77184 
+  0,48183 


+  0,02489 
+  4,57848 
+  8,69650 
+  12,13664 
+ 16,24210 
+ 17,96373 
+  20,29982 
+  22,30400 
+  23,98440 
+  26,85361 
+  26,42070 
+  27,19254 


+  0,18914 
+  0,21408 
+  4,79251 
+  13,38901 
+  26,52465 
+  40,76675 
+  68,72048 
+  79,02030 
+ 101,32430 
+  126,80870 
+ 160,66221 
+ 177,08291 
+  204,27545 


Es  wird  hier  nämlich 

f  (a-1) 0,69884 

f"  (o-I)-  + 0,07666 

t"  ((•)       -  +  0,06277 

f"((i-J) 0,01288 

Weiter   als   bis  f"  ward  nicht  zurückgegangen,   weil  die 


Sprünge,  welche  sich  sowohl  hier  bei 
dTi 


dt 


als  aach  früher  bei 


dt 


in  den  höheren  Differenzen  des  Anfangs  finden,  nicht  im 

Gange  der  Function  liegen,  sondern  darin,  dajä  an  dieser  St«Ue 
zwei  nach  verscbiedenen  Elementen  geführte  Rechnungen  zusammen- 
stofsen.    Zufolge  dieser  Werthe  wird: 

0_ ,  -  +  0,02498  -  0,00004  -  +  0,02489 
C'_ .  -  +  0,18973  -  0,00069  - + 0,18914. 
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Ffir  1811.  Jan.  13.  folgt  damit  weil  das  Argament=a+(8+i)a> 

"f  (a  +  V)  -  + 137,98545  .  5 

—  i\  f  («  +  ¥)  =  -     0,05075.6 
+  iiiTj/"'(a  +  ¥)  ^  +     0.00007  . 1 

A  Jf  =■  + 137,93477.   von  1810.  Jan.  0.  bis  1811.  Jan.  13. 

für  1811.  Febr.  3 . . .  (a  +  9  .  w) . . .  wird: 

"f  (o  +  9)  =  + 150,66221 
+  A  /■  («+  9)  =+     0,08893  .  3 

—  ^U  f"  («  +  9)  =-     0,00002.7 

A  Jf  =  + 150,75112.  von  1810.  Jan.  0.  bis  1811.  Febr.  3. 

Auf  gleiche  Weise  folgt  fOr  das  einfache  Integral,  dessen 
Werth  hier  =-  42Am  wird,  bis  1811.  Jan.  13. 

'/  (o  +  V)  =  + 25,35351 

+  T»!  /■'  («  +  ¥)  =  -  0,01258 

-^Huf'ifl  +  ¥)  -+  0.00001 

42  A/*  =  + 25,34094 

A/t  =  +  0,603356  von  1810.  Jan.  0.  bis  1811.  Jan.  13. 

und  bis  1811.  Febr.  3. 

'f  (a  +  9)  =  +  25,88710  .  5 

—  tV  f  («+  9)  =+  0,02488  .  6 
+  TVBf"(a+9) 3.2 


42A/*>==  + 25,911% 

Af»  =  +  0,616951.  von  1810.  Jan.  0.  bis  1811.  Febr.  3. 

IJeberhanpt  werden  die  Integrale  f&r  verschiedene  Epochen, 
immer  von  1810.  Jan.  0.  an  gerechnet  bis: 

1811.  Jan.    13.  A/»  =  +  0,603356  A  if  -  + 137,93477 

Febr.   3.  =  +  0,616951         -  +  150,75112 

Febr.  24  =  +  0,628771          =  +  163,83430 

Mrz.  17.  =  +  0,638821          =  +  177,14721. 

Wollte  man  ftlr  eine  andere  Zeit,  etwa  fDr  1811.  Febr.  10., 
oder  das  Argument  a  +  (9  +  i)o>,  unmittelbar  ans  der  Tafel  das 
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erste  and  zweite  Integral  nehmen,  so  würde  man  fftr  42  A/i*  inter- 
poliren  mflssen: 

y    (a  +  9  +  i)=y  (a  +  9  +  i-i)  =  -+-26;'09809 

f   (a  +  g  +  i)»»/-'  (a  +  9  +  i-i) 0,29740 

r'(a  +  9  +  i)=  /^'"(a-i-9  +  J- J)^ 0,00175 

und  fOr  A3f: 

V  (a  +  9  +  i)  =  + 154,99961 

f  (aH-9  +  i)  =  +     1,01754 

/^"(a  +  9  +  i)  =  4-     0,00636 

woraus  man  für  Febr.  10.  erhalten  würde: 

42Aiii  =  +  26,09809-0,01239.2    +0,00000.5 

«+   26,08570 
A  /i*  =  +     0,621088   1810.  Jan.  0.  - 1811.  Febr.  10. 
AJf=  + 154,99961 +  0,08479.  5    --0,00002.6 

=  + 155,08438     1810,  Jan.  0.  - 1811.  Febr.  10. 

womit  die  Interpolation  aus  den  früheren  Werthen  yollkommen 
übereinstimmt  Wird  der  Betrag  aller  übrigen  Störungen  ebenso 
berechnet,  so  wird  man  zuletzt  noch  den  Werth,  den  f»  für  1810. 
Jan.  0.  wirklich  hatte,  etwa  iiioi  hinzuzulegen  haben  zu  Af*,  und 
eben  so  den  jedesmaligen  Werth,  den  M  ohne  die  Störungen  ge- 
habt haben  würde,  zu  A  if.  Der  letztere  wird  von  der  Form  sein 
Jlfo  +  (n  +  \)  a»fio-  Ss  würde  nur  eine  unnütze  Yermehrung  der 
Bechnung  gewesen  sein,  wenn  man,  um  alles  unmittelbar  zu  er- 
halten, statt  der  Constante  C_^  angesetzt  hätte  C_|  +  42f*o  nnd 
statt  C'_j...  C'_ ^  +  ifo  —  i «/i*o- 


Ueber  eine  andere  Methode,  zn  den  Formeln  der 
mechanischen  Quadratur  zu  gelangen. 

Bei  der  neueren  Art,  die  Störungen  zu  berechnen,  wird  die 
mechanische  Quadratur  so  häufig  und  in  so  verschiedener  Weise 
angewandt,  dafs  eine  Betrachtung  derselben  nach  den  mannig- 
fachen Gesichtspunkten,  die  sie  darbietet,  nicht  unangemessen  er« 
scheint  Im  Jahrbuche  für  1837*)  habe  ich  sie  aus  den  Inter- 
polationsformeln abgeleitet.  In  dem  Anhange  zu  dem  Natdical 
(dmanac  von  1856  hat  Herr  Airy  die  nöthigen  Ausdrücke  auf  eine 
andere  Art  bewiesen,  und  in  einer  Abhandlung:  „Nouvelle  mähode 
pcwr  calctder  les  perturbations  des  planites  par  M.  Encke,  mimoire 
traduit  par  MM.  Terquem  et  Lafon,  Nancy  1858"  sind  diese  Aus- 
drucke noch  auf  eine  andere  Weise  abgeleitet  worden.  Es  ist  in 
der  That  überflflssig,  einen  neuen  Beweis  hinzufügen  za  wollen. 
Jeder,  der  sie  anwendet,  wird  doch  den  einen  oder  den  andern 
Weg  für  seine  Auffassungsweise  am  vorzfiglichsten  finden.  Aber 
dennoch  können  einige  Betrachtungen  darüber  den  Nutzen  haben, 
das  eigentliche  Wesen  derselben  Denen,  welche  zuerst  damit  be- 
kannt werden,  klarer  vor  Augen  zu  bringen  als  die  blofse  Ent- 
wickelung  der  Zahlen  und  Formeln  allein  es  vermag.  Dieses 
wird  der  Zweck  der  folgenden  ZeUen  sein. 

(1.) 

Bei  der  Anwendung  der  mechanischen  Quadratur  haben  wir 

es,  wie  überhaupt  in  den  meisten  Anwendungen  bei  der  Astronomie, 

mit  lauter  Gröfsen  zu  thun,  die,  wenn  man  sie  für  verschiedene 

Werthe  der  Yariabeln,  von  denen  sie  abhängen,  bestimmt,  und  die 


*)  Diese  Ausgabe  Band  I  pag.  21. 
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(nicht  zu  grofsen)  Aendernngen  jener  Werthe  in  aritlmietischer  Pro- 
gression fortschreiten  läfst,  anf  arithmetische  Reihen  von  höheren 
Ordnungen  ffihren,  das  heifst  auf  solche  Reihen,  bei  welchen 
irgend  eine  der  höheren  Differenzen  als  constant  oder  verschwin- 
dend betrachtet  werden  kann.  Ffir  alle  solche  Reihen,  bei  denen 
die  Continuität  stets  stattfindet,  gilt  der  Taylor'sche  Lehrsatz  in 
aller  Strenge  und  ohne  Ausnahme.  Wie  weit  man  seine  Ent- 
wickelung  führen  mufs,  hängt  von  der  Gröfse  der  Aenderung  ab, 
die  man  in  regelmäfsiger  Reihefolge  bei  der  zum  Grunde  gelegten 
Variabeln  annimmt  Es  gehört  ein  praktischer  Takt,  der  nicht 
auf  bestimmte  Regeln  sich  zurückführen  läfst,  dazu,  um  das  rich- 
tige Verh&ltnifs  zwischen  der  Genauigkeit,  die  man  erreichen  will, 
und  der  dazu  nöthigen  Weitläuftigkeit  der  Rechnung  zu  finden. 

So  wie  bei  dem  Taylor'schen  Satze  Differential-Quotienten 
der  verschiedenen  Ordnungen  vorkommen,  so  werden  bei  der  An- 
wendung die  Differenzen  gebraucht  werden,  die  aus  den  verschie- 
denen Werthen  der  Functionen  hervorgehen.  Beide  sind  einander 
ganz  analog.  Wenn  der  Differential-Quotient  der  ersten  Ordnung 
die  Geschwindigkeit  ist,  mit  welcher  sich  die  Function  für  einen 
bestimmten  Werth  der  zum  Grunde  liegenden  Variabeln  oder  des 
Arguments  ändert,  und  zwar  auf  eine  dabei  angenommene  Einheit 
bezogen,  so  ist  die  erste  Differenz  der  Inbegriff  der  sämmtlichen 
Aendernngen,  welche  der  Werth  der  Function  für  eine  angenommene 
Aenderung  des  Argumentes  erlitten  hat.  Sie  mufs  deshalb,  mehr 
oder  minder  genähert,  das  Product  des  Differential-Quotienten  in 
die  Aenderung  des  Argumentes  sein,  wenn  man  die  letztere  in 
den  Einheiten  ausdrückt,  die  bei  dem  Differential-Quotienten  zum 
Grunde  liegen.  Wird  deshalb  der  Differential-Quotient  der  ersten 
Ordnung  bei  der  Function  fix)  mit  f{x)  bezeichnet,  so  liegt  es  in 
der  Natur  der  Sache,  die  erste  Differenz  analog,  aber  doch  ver- 
schieden, durch  /'o  anzudeuten.  Dabei  wird  bei  nicht  allzu  grofsem 
Intervalle  des  Arguments  —  es  möge  das  Intervall  mit  co  bezeichnet 
werden  —  und  zwei  aufeinander  folgenden  Werthen  a  und  a  +  w, 
die  Differenz  der  Functionen  f{a)  und  /"  (a  +  ö))  in  der  Regel  am 


j 
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nächsten  durch  tof{a  +  l(o)  ansgedrflckt  werden.  Zweckm&fsig 
wird  deshalb  auch  die  erste  Differenz 

bezeichnet  werden;  nnd  zwar  dieses  mit  um  so  gröfserem  Rechte, 
als  bei  der  einfachen  Betrachtung  der  Entwickelung  nach  dem 
Taylor'schen  Satze: 

/•(a4-»)=/^(a+i«)4-i<'(a+>)+4«V'(a+>)+,ig6iY''(a+i«).. 

/'a=/'(tf+i«)---4«/''(a4-i«)+i«Y'(a+i«)-TF«Y''(ö^+i«)-- 

die  Differenz 

/•(a +  »)- /"(a)  ==«/•' (a -I- i«)  +  Vi« V'(«  +  i«).- 

sich  als  eine  wirkliche  Function  von  a  +  ^o»  darstellt,  da  die 
Differential-Quotienten  /"'(ö  +  i«),  /"'''(a  +  i«)»  Functionen  von  x 
sind,  in  welchen  nach  der  Differentiation  x^a  +  ^w  gesetzt  worden 
ist  Stellt  man  deshalb  die  Argumente,  von  a  an,  regelmäJGsig  mit 
dem  Intervalle  «  fortschreitend,  vertikal  untereinander,  und  setzt 
die  dazu  gehörigen  Functionen  daneben,  so  wird,  wenn  man  eine 
horizontale  Linie  zwischen  a  und  a  +  co  hindurch  fOhrt,  ganz  der 
bisherigen  Entwickelung  gemäfs,  die  vertikale  Reihe  der  ersten 
Differenz  bei  den  Functionen  sich  so  stellen: 

Arg.  Fnnct  I.  Diff. 

a  f{a) 


a  +  «  f{a  +  co) 

a  +  2«        f{a  +  2«) 

a  +  S«        /"(an- 3«) 

etc. 


n{(i  +  \^) 


nia-^ii^) 


ma-^i^) 


in  welcher  Bezeichnung  für  diese  erste  Differenz  sich  alles  ver- 
einigt, was  man  wünschen  kann :  die  Analogie  mit  den  Differential- 
Quotienten,  der  Ort,  wohin  die  Differenz  gehört,  oder  die  beiden 
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Functionen,  ans  denen  sie  gebildet  ist,  nnd  der  Begriff,  da&  die 
ersten  Differenzen  wirklich  als  reine  Functionen  der  Argamente 
(a  +  i«),  (a-+-J«),  (a-f-|«ö)  etc.  anzusehen  sind;  nnd  da  sie  eben- 
falls eine  arithmetische  Beihe  der  höheren  Ordnung  bilden,  eine 
vollständige  Interpolation  bei  ihnen  stattfinden  kann.  Wenn  folglich 
die  erste  Differenz 

oder 

verlangt  wird,  so  wird  es  nur  nöthig  sein  zwischen 

/o(a  +  i«)    und    /^(a  +  l«) 

strenge  mit  Bücksicht  auf  die  höheren  Differenzen  zu  interpoliren, 
um  ohne  die  neuen  Functionen  f{(i  +  i<o)  und  f{a  +  iai)  zu  bilden, 
den  richtigen  Werth  zu  erhalten. 

(2.) 
Es  wird  kaum  nöthig  sein,  hinzuzufügen,  dafs  diese  Betrach- 
tungen bei  den  höheren  Differenzen  sich  fortsetzen.    Die  zweiten 
Differenzen  werden  folglich  wieder   den  ganzen  Argumenten  o, 
a  +  o»,  a  +  2()o  etc.  entsprechen,  oder  es  wird 

/i(a  +  fa))-/';(a4-i(ö)  =  /;'(a  +  «)  etc. 

Sie  werden  reine  Functionen  von  a^  a-hf»  etc.  bilden  und  darnach 
interpolirt  werden  können,  wenn  es  erforderlich  ist.  Später  wird 
es  doch  noch  nöthig  sein,  direct  nachzuweisen,  dafs  fo(a)  eine 
Function  von  f%a)  f^{a)  etc.  ist,  und  also  überhaupt  eine  Function 
von  a  sein  mufs,  wenn  nach  der  Differentiation  x  =  a  gesetzt  wird. 
Hier  braucht  deshalb  nur  die  Analogie  zu  Hülfe  genommen  zu 
werden. 

Die   dritten  Differenzen   werden   wieder  halbe  Intervalle  in 
ihrem  Argumente  haben,  oder  es  wird 

f'  (a  +  2(ö)  -f';(a  +  iä)  =  f:  {a  +  fw)  etc. 
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Bei  den  vierten  Differenzen,  fiberhanpt  bei  denen  mit  gerader 
Ordnungszahl,  treten  ganze  Argumente  ein,  bei  den  fünften,  über- 
haupt bei  denen  mit  ungerader  Ordnungszahl,  halbe  Intervalle. 
Das  Schema  wird  also 

Arg.  Funct  L  Diff.  II.  Diff.  HI.  Diff.  IV.  Diff. 

«  fia)  n{a)  f^{a) 

etc.  etc. 

Alle  Yertikalreihen  bilden  Reihen  einer  höheren  arithmetischen 

■ 

Ordnung  und  können  für  jedes  andere  Argument  interpolirt  werden, 
wenn  man  nur  gehörig  berücksichtigt,  ob  die  wirklich  gebildeten 
Differenzen  Functionen  von  ganzen  Argumenten  sind  oder  von 
gebrochenen,  das  heilst  von  solchen,  die  halbe  Intervalle  neben 
sich  haben. 

So  wie  bei  dem  Taylor'schen  Satze  ein  folgendes  Glied  das 
Differential  des  vorhergehenden,  oder  das  vorhergehende  Glied 
das  Integral  des  folgenden  enthält,  so  ist  von  selbst  klar,  dafs 
derselbe  Zusammenhang  zwischen  den  Reihen  der  Differenzen  und 
der  summirten  Functionen  stattfinden  mufs,  oder  den  Reihen,  von 
deren  erster  die  gegebenen  Functionen  f(a),  f(a  h-  «)  etc.  die  Diffe- 
renzen sind,  von  deren  zweiter  summirter  Function  die  erste  die 
Differenz  ist  u.  s.  w.  Bezeichnet  man  nach  der  Analogie  die  erste 
summirte  Function  mit  %,  die  zweite  mit  ^'/o;  die  dritte  mit  "%, 
80  werden  auch  diese  als  Reihen  von  höherer  arithmetischer  Ord- 
nung gelten  müssen,  und  zwar  werden  bei  der  ersten,  dritten,  und 
überhaupt  denen  mit  ungerader  Ordnungszahl,  die  ihnen  zuge- 
hörigen Argumente  ein  halbes  Intervall  enthalten  und  Functionen 
von  gebrochenem  Argumente  sein,  die  zweiten,  vierten  und  über- 
haupt die  mit  gerader  Ordnungszahl,  zu  ganzen  Argumenten  und 
solchen  Functionen  gehören.    Das  Schema  wird  folglich  werden: 

Encke'B  AbhandL  L  5 
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Aiigp.  IIL  summ.  Funct  IL  summ.  Funct.   I.  summ.Funct    Fnnci 

«  "/ö(«)  fifl) 

'Yo(«  +  i«)  ro(a  +  i«) 

a  +  m  "fo{a  +  o»)  f(a  +  «) 

"ToC«  +  4»)  ToC«  +  4«) 

a  +  So»  "/ö(«  +  8»)  /'(a  +  a«) 

etc.  etc. 

Auch  hier  gilt  Alles  so  wie  bei  den  Differenzen,  und  die 
Verminderang  der  Accente,  wenn  man  es  so  nennen  will,  oder  die 
Vertanschnng  Ton  f  ^  mit  f,  f''  mit  %  f  mit  %  f  mit  '"/^  geben, 
bei  der  Yergleichong  mit  dem  Schema  bis  zur  vierten  Differenz, 
die  Bezeichnung  von  selbst  an.  Der  Anfang  bei  den  snmmirten 
Fonctionen  wird  durch  die  Constanten  bei  der  Integration  bedingt. 
Er  ist  z.  B.  bei  der  ersten  snmmirten  Function  völlig  gleichgfiltig, 
sobald  man  nur  ein  bestimmtes  Integral  verlangt,  oder  die 
Differenz  zweier  summirter  Functionen  in  der  Vertikalreibe  der 
ersten  snmmirten  Functionen.  Bei  den  höheren  mufs  auf  die  Oon« 
stauten  der  niederen  snmmirten  Functionen  f&r  den  Anfang  Bfick- 
sieht  genommen  werden.  Das  Schema  der  Differenzen  und  snm- 
mirten Functionen  ist  völlig  der  Gliederung  der  Taylor'schen  Reihe 
analog. 

(3.) 

Es  möge  hier  noch  eine  Bezeichnung  angeführt  werden, 
welche  blos  zur  leichtem  Hinschreibung  dient  Bei  allen  Yertikal- 
reihen  können  durch  Interpolation  andere  Argumente  eingeführt 
werden,  doch  wird  dieses  in  der  Regel  nur  bei  der  Interpolation 
in  die  Mitte  hinein  stattfinden,  so  dafs  z.  B.  bei  den  Vertikal- 
reihen,  die  von  der  Form  a  +  noo  sind,  eine  andere  von  der  Form 
a  +  (w4-i)w  interpolirt  wird,  oder  umgekehrt  bei  den  Vertikal- 
reihen von  der  Form  a4-(w  +  i)<ö,  eine  andere  von  der  Form 
a-hnco.    Bei  dieser  Interpolation  kommt  das  arithmetische  Mittel, 
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zweier  aufeinander  folgenden  Werthe^  bei  denen  die  Argomente 
nnr  um  «  verschieden  sind,  aber  welche  immer  derselben  Yertikal- 
reihe  angehören,  vor.  Man  bezeichne  ein  solches  arithmetisches 
Mittel  durch  das  ontere  Zeichen  ^  statt  o,  and  setze  das  arith- 
metische Mittel  der  Argomente  hinzn,  so  wird  nie  eine  Zwei- 
dentigkeit  entstehen.    So  z.  B.  ist 

i(/^(a)  +  /'(a  +  a,))  =  /^^(a  +  i«) 

nnd  so  fort  Bei  diesem  arithmetischen  Mittel  wird  also  ein 
ganzes  Argument  bei  den  Differenzen  nnd  sommirten  Functionen 
von  ungerader  Ordnungszahl  vorkommen,  dagegen  Argumente  mit 
halben  Intervallen  bei  den  Differenzen  und  summirten  Functionen 
von  gerader  Ordnungszahl  Diese  Bezeichnung  ist  nicht  wesentlich, 
aber  sie  macht  die  Formeln  eleganter  und  übersichtlicher.  Man 
mufs  nur  dabei  unterscheiden,  dab  namentlich 

A  (a  +  i«)  ganz  verschieden  ist  von  /"(a  +  i«) 
nnd  ähnlich  bei  den  andern  Functionen. 

(4.) 

Die  eigentliche  Aufgabe  der  mechanischen  Quadratur  ist  die 
Ermittelung  des  Integrals  durch  die  Berechnung  der  einzelnen 
Werthe  der  Differential-Quotienten,  um  indessen  von  dem  allge- 
meinen Taylor'schen  Satze  ausgehen  zu  können,  wird  es  passender 
sein,  die  Summe  der  einzelnen  Differential-Quotienten,  oder  der 
gegebenen  Functionen,  aus  dem  Taylor'schen  Satze  herzuleiten. 
Drückt  man  jede  nftchste  Function  durch  die  ihr  um  ein  Intervall 
nachfolgende   aus,  und  schreibt  eine  Reihe  solcher  Gleichungen 

ontereüiander,  so  hat  man: 

5* 
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-\afi  f'*'  (a  +  «)  4-  tV«*  r{<^  +  «).— 
/^(a  +  «) «  /^(a  +  2«)  —  «  /^'  (a  +  2w)  +  i«^  f*  (a  +  2«) 

-  i«» r"  (a  +  2«)  +  n^«*  /^(a  +  2«) 

/'(a  +  2«)  =  /'(a4-3©)  — «f  (a  +  3fi>)  +  i©V"(öt  +  3«) 

- 1«»  r"  (a  +  3«)  +  A«*  /^(a  +3c»).... 

/"(a  +  3«)  =  f(a  4-  4«)  —  w  /^'  (a  +  4a>)  -h  ^«2  ^/i  (^^  +  4«) 

- 1««  /•'"  (a  +  4«)  4-  ^^w*  f^{a  +  3«) 

/'(a+(n~2)«)  =  f(a  +  (t^-l)«)  —«/*(a+(t2r-l)ai)+ia>2f '(<»+(«— 1)«) 

-  ^«8  /•'"  (a  +  (w^l)«)  +  ^w*  /^  (a4-(Wr-l)«).... 
/"(a+Ctjr-l)«)  =  f{a  4-  w«)  —  ö)  /*'  (a  4-  w«)  4-  i«*  /*"  (a  4-  na) 

Summirt  man  diese  sämmtlichen  Gleichungen,  so  wird  anf  der 
linken  Seite  nur  f(a)  übrig  bleiben,  nnd  auf  der  rechten  Seite  im 
ersten  Gliede  fia-^-nosi).  In  den  übrigen  Gliedern  kommen  die 
Summen  der  verschiedenen  Differential-Quotienten,  von  dem  Argu- 
mente a  4-  Cd  bis  zu  dem  Argumente  a  4-  noi,  überall  vor.  Bezeichnet 
man  die  endlichen  Summen  ähnlich  wie  die  Integrale,  indem  man 
das  letzte  Argument  als  Endgrenze  ansetzt,  von  der  in  gewöhn- 
licher Weise  gebildeten  Summe  den  Werth  der  Function  für  die 
Anfangsgrenze  aber  wieder  abzieht,  so  dafs  also: 


f  (a  4- «)  4-  f  (a  4-  2«) ...  4-  /"'  (a  4-  na»)  =  2f{a  +  meo) 


in=o 


SO  wird  das  Ganze 


fn=n 


/•(a)  =  /'(a4-w(ö)  — w  Sf{a'hm(o) 


m=^o 


4-l(»2  2f*(a  +  m(o) 


ia'  S  f"  {a  +  ma) 


in=o 


-h^\(o^  Sf^{a  +  m(o)  etc. 
oder  es  wird 
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im  2  f*  {a-hm(a)  =  f{a-hn<»)--f(a) 


+  ltt^Sf"(a  +  mt) 


m=o 


nv=o 

+  ^«*  :S  /""^ (a  +  mw)  etc. 


Da  nun  aber  die  Entwickelang  ganz  aof  dieselbe  Weise 
auch  bei  f*',  f"  etc.  stattfinden  kann,  so  lassen  sich  die  end- 
lichen Summen  auf  der  rechten  Seite  eliminiren.  Man  hat  ganz 
Analog 


«  -S  /^'^  (a  4-  w  «)  =  /"'  (a  4-  w «)  —  f  (a) 


1=0 


iw«  2f^{a-{'fn<a) 


-h^a*  :?^(a-4-w<»)  etc. 

mfsso 


et  S  f"  (a  +  mm)  -  f"  (a  +  na)  -  f"  (a) 


4-i«'  Sf"(a  +  mtt) 


IB=so 


—  ^01«  2p{a  +  mf»)  etc. 


Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  für  2f'(a  +  mfo)  mit  1,  die  fOr 
2f'  (a  4-  m«)  mit  «o«»  Ar  2f*'(a^m(o)  mit  /?o«S  ^  2f^(a'\-m(o) 
mit  ro^^  u*  8-  ^M  ^i^d  summirt  die  Produkte,  wo  «oi  /'oi  ^o  etc. 
unbestimmte  Coefficienten  sind,  über  die  man  so  verfügen  kann, 
dafs  in  der  Summe  aller  Produkte  die  endlichen  Summen  der 
rechten  Seite  wegfallen,  so  hat  man: 


1 
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i /' (a  +  m«»)  +  («0  -  i)  «•*  2f"(a  +  mm) 


+  (/»•- i«b  +  i)  «•  2f"'ia  +  mt») 


|SBO 


—  /"(a  +  n«) — f  (a)  +  «o«  (/"'  (a  +  n«) — /'  (a)) 

+  /»o«»(/"'(«  +  »»*)-r(«)) 

+  yo»»(^"  («+»-) -/"'(*)) 
+  ^0»«  (/w(a  +  na)  — /^(a)) 

Fttr  die  Wegschaflbng  sftmmtlicber  endlichen  Sommen,  an&or 
der  f&r  f'{a  +  m«),  hat  man  folglich  die  Gleichungen,  wel^  be- 
liebig fortgesetzt  werden  können: 


«0- 

-i-0 

/»o- 

-i«o  +  *-0 

n- 

-4ft  +  i«o-A=o 

etc. 

ladi 

leinander  anflOst: 

«b-i 

Ä-  +  tV 

n-o 

*o  =  —  riu 

«0  =0 

Co   '=  +  7TjiTÜ 

^o-O 

'^O  *"  ~  TToilTfü 

Bezeichnet  man  diese  Brflche  absolat  genommen  mit 
SO  wird  also  die  obige  Gleichung: 
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»  2f{a-^m»)^f{a'\-nvi)'-f{a) 

+  iäi  Ol»  (/^"  (a  +  w«)  - /^'' («)) 

+  ulg  «« {f^  {a^nw)  -f^  (a))  ..^. 

Da  nun  f{x)^ff'(x)dx^  so  kann  man  fUr  f{a'i'n»)'-f(a) 
schreiben : 


nnd  wenn  man  die  Functionen,  für  welche  die  snccessiven  Werthe 
berechnet  werden,  lieber  mit  fia)  statt  mit  f  (a)  bezeichnet  (in  der 
That  sind  sie  eigentlich  Differential*Qaotienten),  so  wird  die  Be- 
stimmung eines  bestimmten  Integrals,  indem  man  überall  die 
Accente  in  der  obigen  Formel  um  einen  vermindert,  durch  mecha- 
nische Quadratur,  in  dem  Ausdrucke  enthalten  sein: 


a-Hitti 

«0  Sf(a^  m«)  =  ff{x)dx  +  im  (f{a  +  n«)  —  f(a)) 

a 


-h^8»*(r(ön-«»)-"rw) 

Die  Glieder,  die  hier  auf  der  rechten  Seite  neben  dem  Inte- 
grale stehen,  und  die  den  unterschied  zwischen  diesem  und  der 
einfachen  Summenformel  bilden,  sind  sonach  blos  aus  den  Gliedern 
der  Taylor'schen  Reihe  entstanden  und  werden  immer  geringer,  je 
kleiner  das  Intervall  angenommen  wird.  Sie  sind  die  Beduction 
der  Summenformel  bei  endlichem  Intervall  auf  Summen  bei  un- 
endlich kleinem  oder  verschwindendem  Intervall,  das  heifst  auf  das 
wirkliche  Integral. 

(5.) 

Die  auffallende  Eigenschaft  der  Zahlen  cc^,  ß^^  ro  etc.,  dafs 
von  ßo  an  gerechnet  nur  die  Zahlen  in  ungerader  Stelle  einen 
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endlichen  Werth  haben,  die  in  gerader  Stelle  stets  ==  0  sind,  erlaatert 
Eni  er  in  seiner  Differentialrechnung  Cap.  Y.  Zuerst  entspringen 
sie  aus  der  Entwickelung  des  Bruches 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  mit  dem  Nenner  des  Bruches 
hinüber  multiplicirt,  und  da  bei  der  Anwendung  von  Exponential« 
Functionen  Euler  zeigt,  dafs 


F-Aw  = 


^ 


1  +  - 

tl^ 

■  + 

u* 

1 

24 

2 

•4.6 

•  8     ' 

1  + 

4-6 

■  + 

«* 

-1 

4- 

6.8- 

10    ' 

so  wird,  wenn  «q,  wie  der  Augenschein  lehrt,  «^  ist,  keine  un- 
gerade Potenz  in  der  Reihe  vorkommen,  die  den  Werth  von  F—  ^u 
ausdrückt,  also  ro^  «o«  Vo  etc.  =  Null  werden.    Ferner  wird 

iu  cotg  iw  =  1  —  -4i  «2  —  -42  w*  —Ä^  w* 

wenn  für  A^^  Ä^^  A^  die  obigen  Werthe  angenommen  werden. 
Endlich  hängen  diese  ^i,  A^^  A^,  auch  zusammen  mit  den  Summen 
der  reciproken  Werthe  der  geraden  Potenzen  der  natfirlichen 
Zahlen,  wenn  man  sie  in  das  unendliche  fortsetzt.    Wenn 

fi + _i_ + _L-  H.  _i_ ±] = r_i_i 


gesetzt  wird,  so  ist 


TT« 


und  &berhaapt 


ff« 


TT' 
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Für  die  mechanische  Quadratur  bedarf  man  dieser  Eigen- 
schaften weiter  nicht.  Man  wird  niemals  mehr  als  die  drei  Werthe 
höchstens  gebrauchen,  die  sich  unmittelbar  ihren  numerischen 
Werthen  nach  ergeben  aus  den  angefiihrten  Gleichungen.  Immerhin 
zeigt  die  letzte  Belation  fOr  A,  dafs,  weil  bei  erhöhtem  n  die 

I  — äip  I  sich  immer  mehr  der  Einheit  nähern,  die  A  nahe  ab- 
nehmen werden,  nach  einer  geometrischen  Progression,  deren  Ex- 
ponent "22 — 2~  ^d®^  ^twa  Vö  ist. 

(6.) 
Die  Formel 


<o  2  f{a -\-  ma>)  =  jf{x)dx  -f-  ^w  (/"(a  +  n«)  —  f[a)) 

a 

-  ^2  «*  (/"'  (a  4-  n«)  -  r  («)) 
+  ^8  «« (/-^  (a  +  w  w)  -  r  (a))., 


hat  das  unbequeme,  daDs  auf  beiden  Seiten  dieselben  Qrö&en,  f  (a) 
und  fia-hnai),  vorkommen.    Die  linke  Seite  ist 

« (f{a  +  «)  +  ^(a  -f  2«)  +  /"(a  4-  3«) +  ^(a  4-  nai)) 

Schafft  man  das  Glied  der  rechten  Seite  hinflber 

so  werden  beide  Theile 

«  {(i/'(a)  +  l/'(a  +  «))  +  (i/'(«  +  «)  +  4/'(a  +  2«)) 

■+■  iifiP'  +  (w  —  1)  w)  +  if{a  4-  na)) 

Dieses  fuhrt  darauf,  die  Form  der  AusdrQcke  etwas  zu  ändern, 
um  einen  einfacheren  Ausdruck  zu  bekommen.    Setzt  man  zuerst 

a  +  ^a»  statt  a,       i»  statt  o»,        2n  statt  n 
so  wird  die  linke  Seite  und  damit  die  Gleichung: 


1 
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i^^ia-^io)   H-/'(a  +  2«)  +  /'(a  +  3w).,,,H-/'(aH-n«)} 
H- ia{/'(a  + 1«) +/•(«+ 5  «)  H- /"(a -#- i  «)....  + /"(a  +  (n  H- i)»)} 

o+(«+4)« 

=  /Aa;)dÄH-ltti(/'(a  +  (n  +  i)»)-/*(aH-i«)) 

+VT4»«*(r(«+(w+i)»)-r(«+i»)) 

Vertauscht  man  aber  in  derselben  Oleichang  allein 

a  mit  a  +  i» 
so  wird  die  Oleichnng 

^  {fifl  +  4«)  +  /(a  +  4  «)  +  ^(a  +  i») +  f  (a  +  (n  +  i)«)) 

-//•(a;)da:  +  i»  (/'(a  +  («  +  i)«)  — /"(a  +  i«)) 

+  Ji««(/''(a  +  (n  +  i)a»)-/^'(a4-i«)) 
-^2«*(/'''(a  +  (n  +  i)(»)-/*''(a  +  i«)) 

+  ^8«'(r(«  +  (w  +  i)«)-r(öH-i»))  etc. 

Mnltiplicirt  man  die  vorletzte  Gleichung  mit  2  und  zieht  die  letzte 
dayon  ab,  so  wird 

10  2  f{a-hnwi)^ff{x)dx-{l-^i)  Ä^  a«  (f '  (a  +  (n  -f-  i)«)  -  f  (a+i»)) 

+(l-i)  ^2  «*  (/"'  (a+(w+i)«)-/'''(aH-i-)) 
-(l-Ä)il8«*(r(öH-(n+i)«)-/^  (a4ioi))etc 

Ein  Ausdruck,  aus  welchem,  durch  YerSnderung  der  Grenzen 
des  Integrals,  der  vorhin  bemerkte  üebelstand,  dab  dieselben 
Grölsen  auf  beiden  Seiten  vorkommen,  verschwunden  ist,  und  der 
deshalb  einen  kleinen  Vorzug  auch  wegen  der  kleineren  Corrections- 
Coefftcienten  vor  dem  andern  hat 

(7.) 
Hiermit  würde  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  sein,  wenn  die 
Differential-Quotienten  wirklich  gegeben  w&ren.    Es  wfirde  dann, 
wenn  statt  der  Ä  die  Zahlen  eingesetzt  werden: 
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J  f{x)dx^(»  2  f{a+mm)  + 14  «^ {T'  («  +  (n  +  i)«)  —  fia-h  i»)} 

+  TnrtiTnj«*{r  («  +  (n  +  i)«)  -  r  (»  +  i«)} 
oder  nach  der  ersten  Form: 

ff{x)dx^m  :?/(a+ma)  — iw  (/"(an-na)  — /"(a)) 

+  TiTj«*(/'"(«  +  w«)-r'(a)) 

Da  indessen  nicht  die  Differential-Qnotienten  der  berechneten 
Functionen,  sondern  die  numerischen  Differenzen  gegeben  sind,  so 
bedarf  es  zur  Bequemlichkeit  der  Rechnung  noch  der  Beduction 
der  einen  auf  die  andern.  Es  würde  ein  bedeutender  Umweg  sein, 
wenn  man  zuerst  die  Differential-Quotienten  berechnen  mfilste,  um 
die  Integrale  dann  vermittelst  ihrer  zu  finden. 

Die  Gleichungen  zwischen  den  Differential-Quotienten  und  den 
Differenzen  finden  sich  wiederum  durch  einfache  Anwendung  des 
Taylor'schen  Satzes.    Man  hat  die  beiden  Gleichungen 

/^(a+«)-/^(a+Jai)4-i«/'(a+ia)+iaY'(«+i«)+iV»T''(«+ 

/^(a)-/(aH-J»)-i<(a+ia)H-iai«/''(a+i«)-tV»V"(«+i»)+- 

folglich  wird  wegen  ^ (a h- «) -  f  (a)  =  /"J (a-i- i») 

/*i  (a  +  i«) «  «  /*  (a  -4-  i»)  +  ^,  a»  f'  (a  +  i  «)  -*-  j^Vu  «*  /^  (« + 1 «) 

Ffihrt  man  hier  die  Differential-Quotienten  f  (a),  f*  (a),  f**  (a)  etc. 
ein,  so  wird: 

/' (a+i»)-r(a)+i«r(«)+i«"r(«)+Ä«*r{«)H- 

f**  (a  +  i»)  «  f*'  (a)  +  i«  /^  (a) 

und  dag  Ganze  wird 

Es  wird  daraus,  wegen 
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/i(a  +  i«)  =  f(a  +  «)-/'(a) 
n(a-\w)^f{a)-f(fl-w) 

wenn  man  <•  negativ  setzt  nnd  auf  der  rechten  Seite  die  Zeichen 
mit  Rücksicht  auf  die  Entwicklangen  von  fia  —  ^fo)  etc.  ändert: 

Ü  (a-i«)=«  r(a)-i«Y"(«)+i«Y'"(a)-Ti'?«r'(«)+Tlo«*r(o)- 
oder  wegen 

f.  (a  +  i«)-/';  («-*«»)  =  /:(«) 
erhalt  man 

n  (o) = «« f"  ia) + tV«*  rip) +^v<»^r  («) 

Geht  man  so  fort,  so  findet  man 

/7  (a)  _  «•  /^'(a)  +  iaOf"^  (a)  etc. 

Nimmt  man  hier  die  Functionen  mit  ganzen  Argumenten  zu- 
sammen, und  die,  bei  welchen  halbe  Argumente  vorkommen,  so 
hat  man  die  beiden  Systeme,  wobei  die  Entwickelung  etwas  weiter 
fortgeführt  ist: 

fi  (a  +  i«)  =  «  f  (a  +  i«)  +  ^«»  f"  (a  +  i«)  +  tÄü«'  T  («  +  i«) 

/'ö'(a  +  i»)  =  »»/"'(aH-i»)4-ia»r(«+3®)+THü«»'r°(a+i«)+ 
/7 (a  +  i«)  -  «.» /^  (a  +  i«)  +  A«7 /^  (a  +  ia») 

nnd 

/•;  (a)  =  m^  f"  (a)  +  ^W  T («)  +Tin««  r(«)  +  lüfTTJ»"  r"(«)  ••... 

/7(a)  =  »•  /^'(a)  +  >8  /^««  (a)  + 

Leitet  man  aus  diesen  beiden  Systemen  die  Werthe  von 
f'(a  +  ia)  f"'{a  +  ^<o)  etc.,  /""(«),  f^  ifl)  etc.  aus  den  gegebenen 
Grölfeen  fi,  (a  +  i«)  /"« (a  +  i«»)  etc.,  f^  (a),  /Y(a)  etc.  ab,  was  durch 
einfache  Multiplication  mit  zweckmäßigen  Zahlen-Ooefficienten  und 
Summirung  der  Prodncte  geschieht,  so  erhält  man: 
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-TT\Tr/T(«  +  i«) 

«a  f^  (a)  =  r: (a) -  V^/7 («)  +  ife/^r («) - zUfTifl) 

CO*  /^  (a)  =»  /7  (a)  -  if V  (a)  +  ^J^/T°  W 

in  welchen  AnsdrQcken  die  Entwickelang  so  weit  getrieben  ist, 
als  man  sie  irgend  gebraucht.  In  der  Praxis  wird  man  niemals 
80  weit  gehen,  sondern  statt  bis  zur  7ten  und  8ten  Differenz  fort- 
zugehen, lieber  die  Intervalle  bei  den  Argumenten  yerringern, 
wodurch  man  höchstens  bis  zur  fOnften  oder  vierten  Differenz  zu 
gehen  nöthig  haben  wird. 

(8.) 

Diese  Ableitung  für  den  Ausdruck  der  Differential-Quotienten 
durch  Differenzen  ist  die  elementarste,  wenn  man  einmal  blos  von 
dem  Taylor'schen  Satze  ausgehen  will.  Aber  sie  ist  ungemein 
weitläuftig  und  deshalb  unbefriedigend.  Man  kann  sie  weit  fiber- 
sichtlicher und  eleganter  machen,  wenn  man  eine  analytische 
Function  zum  Grunde  legt,  welche  die  Eigenschaften  vereinigt, 
Ausdrücke  für  die  Differenzen  und  Differential-Quotienten  zu  geben, 
die  nie  abbrechen,  den  hier  gewählten  Bezeichnungen  sich  an- 
schliefsen  und  die  sämmtlichen  Ausdrücke  auf  eine  oder  einige 
Reihen  redaciren,  deren  Entwickelung  analytisch  gegeben  ist  Die 
Zahlen-CoeMcienten  müssen  sich  bei  ihr  völlig  genau  ergeben,  da 
sie  von  der  Natur  der  Function  ganz  unabhängig  sind. 

Eine  solche  ist  die  Exponential-Function  e».  Legt  man  sie 
statt  der  aUgemeinen  Function  f{x)  zum  Gmude,  so  hat  man  zuerst 
für  die  Differential-Quotienten  in  Bezug  auf  x  stets  denselben 
Werth  e*.    Es  werden  folglich 

Z'  (a  +  «)«/•'  (a  +  w)  =  /•"  (a  4-  cd)  =  /*«  (a  +  cd)  =  e«+«  u.  s.  w. 
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Für  die  Differenzen  aber  hat  man 

oder  übersichtlicher,  wenn  man 

setzt, 

/'o(öH-4®)*€"'*"*"-w  -/•'(a  +  i<»).M 

n.  s.  w. 
wie  sich  ans  dem  beliebig  fortzusetzenden  Schema 


Arg. 


Function. 


I.  Diff. 


IL  Diff. 


IIL  DiiL 


IV.  Diff. 


a  —  CO 

a 
aH-cD 


e«-«u*. 


unmittelbar  ergiebt.  Snbstitnirt  man  diese  Werthe  in  die  obigen 
Gleichungen  für  (of'{a  +  ^  co),  co^  f*  (a)  u.  s.  w.  hinein,  und  hebt  auf 

beiden  Seiten  die  gleichen  Factoren  e^ '*'}",  e^....  hinweg,  so  bleibt 
überall  nur  eine  Potenz  von  a>  auf  der  linken,  und  eine  Reihe 
nach  Potenzen  von  u  auf  der  rechten  Seite  übrig.  Entwickelt 
man  deshalb  aus  der  Gleichung 

den  Werth  von  co  nach  einer  Reihe,  die  nach  Potenzen  von  u  fort* 
geht,  so  wird  diese  Reihe  und  ihre  Potenzen  die  numerischen 
Coeffldenten  in  den  obigen  Entwickelungen  geben  müssen. 
Zu  diesem  Zwecke  hat  man  zuerst  aus 


folgUch 
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e+*"  — 6-4«»  =  « 

e+i"-  +  itt  +  V(H-itt«) 

c-l^-.-ltt  +  Va  +  ltt«) 

e+i»  +  e- 1«»  -.2  V  (1  +  i««) 
— TT— ^ 3—  -  (1  +  i««)-  * 

Es  ist  aber  aach  nach  dem  Werthe  von  6"*"^" 


4 


da    _     l  +  \u  (l  +  jv?)- i 


du  itt  +  V(l+itt«) 


oder  4f?-==(i  +  ^„2)-l 


^U 


folglich 


CD^J(l-*-iM2)-ldw 


ohne  weitere  Hinznfügnng  einer  Constante,  weil  für  u^O  auch 
CD  » 0  wird.    In  den  beiden  Reihen 

/i  ,^1   «x-a     1      1    ^^     .     1-3     «**         1.3.5     m« 

(1  +  lt.«)    i«l-i-gr  +  -2T4"~2^""    2.4.6    "2^"^ 

und 

und  den  Potenzen  dieser  letzteren  wird  also  das  Gesetz  der  obigen 
Zahlen-Ooeffidenten  in  dem  Ausdrucke  der  DilEferential-Quotienten 
durch  die  Differenzen  enthalten  sein.    In  der  That  ist: 

(0    =tt    —  ^j'^u^  +  ^^tt^  — i^-flj^u'' 

»*  =  W*  —  tV^*  +  iAjW^  —  TJ^TJ«*®..- 
0)8  =  tt«  —   I  W'^  +  tMxJ^^.- 
CD*  =«  tt*  —   ^  W«  +  ^1^  m8.... 

a)*  =  w6  — ^^til... 
CO«  ==  M«  —  ^  1^8.... 
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Fttgt  man  auf  der  linken  Seite  die  Differential-Quotienten  je  nach 
den  Potenzen  von  co,  bei  den  geraden  bezogen  auf  das  Argument  a, 
bei  den  ungeraden  bezogen  auf  das  Argument  a  +  ^co,  hinzu,  und 
vertauscht  auf  der  rechten  die  Potenzen  von  u  mit  den  Differenzen 
derselben  Ordnung,  ebenfalls  bei  den  ungeraden  für  das  Argument 
a  +  ^co,  bei  den  geraden  für  das  Argument  a,  so  hat  man  die 
obigen  Werthe,  die  man  hiemach  beliebig  fortsetzen  kann. 

(9.) 

Die  Ausdrücke  der  Differential-Quotienten  durch  die  Diffe- 
renzen in  (8),  kann  man  in  die  erste  Integralformel  in  (7)  sogleich 
substituiren ,  weil  in  derselben  dann  die  Werthe  der  Differenzen 
/•;(a  +  ia)),  /TCa  +  ico),  /7(a4-ia)),  f^ia),  f^{a),  /7(a),  vorkommen, 
die  unmittelbar  bei  der  Bildung  der  Differenzen  vorliegen.  Ffir 
die  zweite  Integralformel  in  (7)  ist  noch  eine  kleine  Umformung 
nöthig.  Hier  werden  ^'(a),  /"'"(a),  jr(a),  durch  Differenzen  aus- 
gedrückt werden  müssen,  die  folglich  auch  die  Form  haben  werden 
foW^  föip)i  n(<^)i  aber  bei  der  Bildung  der  Differenzen  aus  den 
gegebenen  Functionen  nicht  unmittelbar  vorliegen,  sondern  erst 
durch  Interpolation  hergeleitet  werden  müfsten.  Man  würde  z.  B. 
den  Werth  von  f'o{a)  aus  den  beiden  Werthen  /ö(«  — i®)  und 
/^o(ö^  +  iö')i  die  wirklich  vorliegen,  und  ihren  Differenzen,  durch 
Interpolation  zu  suchen  haben.  Allein  man  kann  auf  leichterem 
Wege  die  nöthigen  Reihen -Entwickelungen  finden.  Betrachtet 
man  die  Exponential-Function,  so  wird  in  ihr 

/";  (a)  =  e«  •  u 

wenn  man  es  aus  der  Bildung  der  Functionen /"(a  —  ico),  ^(a  +  J«), 
/■(a  +  Jco)  ableitete. 

Dagegen  wird  hier 
folglich  wird 
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oder  nach  der  oben  eingeftlhrten  Bezeichnung 

2 

f'o  (*)  =  f't  (ß)  •  ; ; —  • 

Da  nnn  ganz  dasselbe  auch  bei 

f''{a)  =  f"{a) i—^ i— 

2 


rAa)-flia).-— 


stattfindet,  so  wird  in  den  Reihen  von  u,  nach  welchen  o»  und 
seine  Potenzen  entwickelt  sind  (und  also  auch  in  den  Ausdrücken, 
wodurch  die  Differential-Quotienten  aus  den  Differenzen  hervor- 
gehen), durch  eine  einfache  Multiplication  mit  der  Reihe,  welche 

2 

den  Werth  von  ——, ; —  nach  Potenzen  von  u  giebt,  oder 

nach  dem  obigen  durch 


i+lw-i-fi-i« 


=  (l  +  iw2)-* 


der  vollständige  Ausdruck  der  Differential  -  Quotienten  gegeben 
sein.  Nur  wird  man  hier  die  Potenzen  von  u,  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  von  derselben  Ordnung  und  mit  demselben 
Argumente  bezeichnet,  vertauschen,  wobei  die  Differenzen  von  un- 
gerader Ordnung  ganze  Argumente,  die  von  gerader  Ordnung  ge- 
brochene oder  halbe  Intervalle  enthalten. 

Nimmt  man  deshalb  die  Reihe 

2  1-3        ?**         1  . 3  . 5     t6« 


(l+iW^)     i  =  l_^  ^  -  -ÖTAr-Ä-  -96-  + 


22   ^    2  .  4        2*  2-4.6      2« 


und  multiplicirt  sie  mit  den  verschiedenen  Potenzen  von  w,  so  wird: 

£ncke*B  AbhandL  I.  6 
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2 

2 

cö»  .  — — —  =  ^3  —  1  w'^  4-  -xi-oW^ .... 


2 


CÖ^    •    z ; =  W^— iw''.... 


und  darch  Einführung  der  arithmetischen  Mittel  wird 
«  r    (P)  =^i(a)-t/'^'W  +  TJ^a/J(«)-Tiü/'J°(«).... 

«,3  /-/^^  (a)  =  q{a)  -  \q{a)  +  T^ü/'f  («)•... 

to* /"'^  (a  4- »  =  /"rCa  +  ^ w) -  ,\r'(a  +  i«)-.-. 

«VM«)      =/•[(«) -^/r  («).... 

Dieses  sind  die  Ausdrücke,  die  in  die  zweite  Integralformel 
eingeführt  werden  müssen,  um  die  Correctionen  durch  die  Diffe- 
renzen auszudrücken. 

(10.) 

Endlich,  da  hier  nun  Differenzen  mit  ihren  Bezeichnungen 
eingeführt  sind,  wird  es  zweckmäfsig  sein,  auch  die  summirten 
Funktionen  statt  der  bisherigen  2  zu  setzen.    Es  wird 

2  f{a'^'  mw)  =  f{a  +  co)  H-  /"(a  4-  2  co)....  h-  f(a  -f-  mcd) 

«1=0 

=  '/o  (ö^  +  (w  +  i)  (o)  —  %  (a  +  i  cd) 

und  auf  ähnliche  Weise  wie  bei  den  Differenzen  arithmetische 
Mittel  vorkommen  in  der  zweiten  Formel,  wird  es  auch  bei  den 
Summen  der  Fall  sein.    Es  ist  nämlich 


J 
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fn=n 


2  f{a  4-  WO))  —  i  (f{a  +  riio)  —  f{a)) 

-hiro(öt-»-(w+i)«>)-iro(«+(n-i)«>) 

=  /*S(a-+-na))-y^(a) 

Sabstitnirt  man  jetzt  die  Differenzen  statt  der  Differential- Quo- 
tienten,  so  wird  nach  gehöriger  Beduction 

o  +  (i»  +  J)w         i 

Jf{x)dx=(D  I  *fo  (a  4-  (n  +  i)(D)  -  '/o  (öt  +  i©) 

+  3lV{/'o(«  +  (W  +  i)«>)-/'i(ö^  +  iCD)} 

-  :.llü  {f  0  (a  +  (n  +  i)a>)  -  f'ö  {a  +  i«,)} 

+  T^WVVü  {/"o  (öt  +  (wH-i)<ö)-/7(a  +  ia>)}  etc. 


und 


Jf{x)dx^a>  j  '/j^  (a  +  woo)  —  '/",  (a) 

o  "  ^ 


+  tVü  {/■:  (ö^  +  w«)  - /'j  («)} 

-  ijÄliü  {/J  («  +  ncö)  -  /J  (a)  etc. 

Bei  dem  letzten  Integrale  thnt  man  gut,  die  erste  Zeile  auf  der 
rechten  Seite 

7^(a  +  na))-'/\(a) 

80  ZU  schreiben 

'/*j  (a  +  n  (ö)  -  Yo  (a  +  i  «)  -^  i  f{a) 

weil  in  dem  arithmetischen  Mittel  'f^  (ä)  bereits  ein  Theil  des  In- 

tegrals  enthalten  ist,  nnd  die  snmmirte  Funktion  doch  mit  einem 
Yo(^  +  i^)  beginnen  moTs,  eine  Gröfse,  die  ganz  an  sich  willkür- 
lich ist,  da  sie  im  Integrale  wieder  abgezogen  wird. 

6* 
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Die  letzten  Glieder  in  beiden  Ausdrücken,  die  zn  den  Argu- 
menten a  +  ia>  und  a  gehören,  bilden,  wenn  man  das  Integral  be- 
liebig fortsetzen  will,  die  Constante  des  Anfangs.  Man  kann  des- 
halb die  Formeln  auch  so  schreiben,  dafs  man  für  die  erste  sum- 
mirte  Funktion  an  die  Stelle  von  Yo(^-+-i«>)  setzt 

und  damit  die  summirte  Reihe  bildet.    Es  wird  dann  ganz  voll- 
ständig 

Jf{x)dx'Lc^f^  (a  +  (w  +  i)fti)  +  ^,  fi  {a  +  (n  +  i)«) 

+  tfi?tV^ü /■?(«  +  (>*  +  *)«>)} 
Für  die  zweite  Formel  setzt  man  an  die  Stelle  von  Yo  («t  +  i«) 

Co  =  {  H- 1  m  +  rV  /J  («)  -  T^V  f'l  («)  4-  rMh  fl  («)....} 

und   erhält  dann,   wenn  man  damit   die   summirte  Reihe   bildet, 
ebenfalls  vollständig 

Jf{x)dx=w^fi  (a 4- wco)  —  -^fiid-h nw) 

-«^o/T(a  +  na>) } 

Es  wird  dann  das  bestimmte  Integral  a  +  ^co  bis  a4-(w-t-l)® 
und  a  bis  (a  +  wco)  vollständig  gefunden,  wenn  man  an  die  Zahlen 
der  summirten  Funktion,  die  zu  dem  End- Argumente  gehören,  nur 
die  angegebenen  drei  Correctionen  anbringt  und  nähert  sich  in 
dieser  Form  der  Entwickelung  des  allgemeinen  Integrals. 

(11.) 
Am  einfachsten  lassen  sich  beide   Ausdrücke  so   in  Worten 
fassen.    Es  sei,  um  die  kleinen  Brüche  zu  vermeiden, 

2  4'  r  5760»  /    —    "^067680    ^*^' 

und  man  habe  für  die  zu  integrirende  Funktion  f{x)  die  Reihen- 
folge von  Werthen 
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f{a\       f(a  +  CO),        f{a  4-  2  (o).... 
beliebig  weit  berechnet,   so  wird  das  Integral  allgemein  werden: 

Jf{x)dx=^w^fQ  {a  4-  nco)  4-  af'^  (a  +  nco) 

^/7(ä  + nco) +  ....} 
Const 


wo  die  Constante  so  bestimmt  wird,  dafs  für  das  Argument,  fdr 
welches  das  Integral  Null  werden  soll,  es  sei  dieses  das  Argu- 
ment (a-h «'(»),  die  vorangehenden  Ausdrücke  mit  negativem 
Zeichen  hinzugesetzt  werden,  also 

Const.  =  —  a){Yo  iß  +  n'o))  +  a/*i  (a  -+-  n'm) 

4-  ßn  iß  +  w'  «>) 
+  r/"o(a  +  w'a>) .} 

Dieser  allgemeine  Ausdruck  wird  in  der  Rechnung  am  ein- 
fachsten, wenn,  wie  in  der  ersten  Integrationsformel  von  (10),  die 
Zahlen  n  und  n'  von  der  Form  (i-f-i)  und  (i'  +  i)  werden,  weil 
dann  unmittelbar  die  aus  der  Reihe  f{a\  f{a  -*- «)  u.  s.  w.  sich  er- 
gebende summirte  Punktion  '/*o  (a  4-  (« +  i)  a>) ,  und  Differenzen 
/';(a  +  (i  +  i)a>),  /'o(a-*-(i  +  i)a)),  /*J(a  +  (i4-i)a)),  ohne  weitere 
Aenderung  angewandt  werden  können,  und  eben  so  bei  i*.  Ist 
aber  n  von  einer  andern  Form,  so  müssen  diese  Funktionen  von 
Tof  f'o'i  foi  fl  etc.  aus  den  wirklich  dastehenden  Zahlen  so  inter- 
polirt  werden,  als  ob  sie  reine  Funktionen  der  Argumente 
a-h(i-i-i)cD  bei  allen  wären. 

Ein  Beispiel  dieser  Art  giebt  die  zweite  Integrationsformel, 
wo  n  von  der  Form  i  ist,  und  n'  von  der  Form  *'.  Die  hier  noth- 
wendige  Interpolation  in  die  Mitte  hinein  ist  bei  ihr  ausgeführt, 
und  da  hier  die  arithmetischen  Mittel  der  Funktionen  von 
a4-(i+i)a),  und  a-\-{i^\)(o  vorkommen,  so  sind  diese  eingeführt 
und  die  Reihe 

1 L  |i2    .    JLL  ti4 LOJ_  «6 

J.  ,2  C*    ^^720^  60480"'    

ist  entstanden  aus  dem  Producte  von 
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1  +  au^  +  ßu*  4-  yw®  .... 
mit  der  bei  der  Interpolation  in  die  Mitte  hinein  geltenden  Beihe 

Zur  Bequemlichkeit  der  Rechnung  kann  man  hier  noch  hinzu- 
fügen, dafs  man  am  besten  thut,  nicht 

f{ä)j  f{a'ha}\  f(a-{-2(o),  etc. 

anzusetzen,  sondern 

(af{a\  (ö/*(a4-«),  fof{a-h2(a)  etc. 

Da  dieser  Faktor  co  sowohl  in  die  Differenzen  als  in  die  sum- 
mirten  Punktionen,  die  man  aus  oi}f{a),  «/"(a  +  cö),  (of{a  +  2m) 
bildet,  von  selbst  übergeht,  so  fällt  er  in  diesem  Falle  aus  der 
rechten  Seite  völlig  weg. 

Endlich  kann  man  noch  bemerken,  dafs,  wenn  man  das  Bei- 
spiel der  Exponentialgröfse  e^  auch  bei  der  Integrationsformel  ver- 
folgt, die  summirte  Funktion 

wird  und  da  Je« da;  für  x=-(a  +  \m)  wiederum  e" '*"*'*' ist,  die  obige 
Integralformel  die  Gleichung  geben  wird 

1 


1  =  CO  • 


U 


4-aw  +  /Jw3-f-ru^.... 


woraus  folgt 


=  1  +  au?  +  ßu^  -h  yii^ 


(a 


oder 

U  U  Xi 


das  heifst 

•*•  24  '*     ^^  640  **  fl68  ^ 

SO  dafs  die  Werthe  et,  ß^  y  etc.,  wenn  man  sie  fortsetzen  wollte. 
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aus  dem  reciproken  Werthe  der  Reihe  entstehen  würden,  die  bei 
dem  ersten  Differential- Quotienten  /'(a-i-i«)  stattfindet,  wie  es 
auch  bei  dem  Integrale  in  der  Natur  der  Sache  liegt. 

(12.) 

Vermittelst  dieses  allgemeinen  Ausdrucks  der  Integration  für 
jede  Form  des  Argumentes,  nöthigenfalls  mit  Zuziehung  der  In- 
terpolation, werden  sich  die  zweiten,  dritten  und  folgenden  Inte- 
grationen ohne  alle  Mühe  ausführen  und  ableiten  lassen.  Bei  der 
Bildung  der  verschiedenen  Constanten  findet  immer  dasselbe  Prin- 
cip  statt,  die  allgemeinen  Integrationsformeln  so  zu  benutzen,  dafs 
man  die  Werthe  der  Oonstanten  mit  ihrer  Zuziehung  richtig  er- 
hält. Diese  Werthe  sind  an  der  gehörigen  Stelle  in  den  sum- 
mirten  Reihen  so  anzusetzen  und  zu  der  Bildung  der  summirten 
Reihen  zu  benutzen,  dafs  später  auf  die  Anfangsgrenze  nicht  mehr 
Rücksicht  zu  nehmen  ist,  sondern  an  alle  Werthe  der  dadurch 
gebildeten  summirten  Reihen  nur  die  Correctionen  der  Endgrenze 
anzubringen  sind.  Die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  wird  dabei 
allein  noch  einige  Betrachtungen  nöthig  machen. 

Werde  zuerst  das  zweite  Integral  gesucht,  so  giebt  die  all- 
gemeine Formel  für  das  erste  Integral 

jf{x)dx=(o^fQ  (a  +  ncm)  '\-af'^{a  +  wo») 

+  rA(«  +  w«) } 

die  verschiedenen  Theile  des  zweiten  Integrals,  je  nach  den 
Theilen,  aus  denen  das  erste  besteht.    Setzt  man  zuerst  statt 

f{a  +  noi) '/q  (a  -+•  nco) 

so  hat  man  für  den  ersten  Theil  des  zweiten  Integrals  den  Ausdruck 

Jdx  Cf(x)dx  = 

weil  bei  den  beiderseitigen  hohem  arithmetischen  Reihen  die  Dif- 
ferenzreihen nur  vorrücken.  Eben  so  werden  die  folgenden  Theile, 
wenn  man  für 
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f{a-¥nm)  nach  und  nach  f'o  (a-hw«) 
setzt,  respective 

afl}^af{a -h neu)  +  a? /*ö(a  +na))  -+- a/?/'J^  (a 4- nco) .... } 
«2{  ß  f'o{a-^nm)  +  aßfY(a-hna))....} 

«'{  r/TCa  +  nio)....} 

Zusammen  wird  also 

a  +  nai 

J  dx  j  f{x)dx^m^f^^f^  (a  4-  neu)  +  2a  f(a  +  nco) 

+  («2  +  2ß)  fö  (a  +  WO)) 
■+-2(a/JH-r)/'S^(a-t-na))....} 

oder  die  Zahlenreihe  der  wirklichen  Integi*ations  -  Ooefftcienten 
wird  die  Form  geben 

Jdx  Jf{x)dx  ==  CD*{'Yo  (^  -♦-  ^^)  +  A  f{(^-^nm) 

+  6ÄVö/o^(«  +  Wa>) } 

bei  denen,  wenn  man 

^1  ^^  12»  r  1  ^^  240»  ^1^^"^"  60480 

setzt,  die  Reihe 

1  4-  «1  M^  +  /?!  W*  +  7^1  U*  +  .  .  .  =  ( \ 

nach  dem  oben  am  Ende  von  (11)  angeführten  Werthe.  Un- 
mittelbar kann  sie  angewandt  werden  für 

weil  in  den  geraden  summirten  Reihen  und  Differenzen  die  Werthe 
"/o(ö^  +  i®)i  fia-i-ico),  fo(a  +  i(o)^  /"o^Ca  +  i«)  ohne  weitere  vor- 
zunehmende Aenderung  vorkommen. 

Ist  aber  n©  von  der  Form  (t4-i)w,  so  müssen  diese  Reihen 
so  in  die  Mitte  hinein  interpolirt  werden,  als  wären  sie  reine 
Funktionen  von  (a  +  ^^).    Multiplicirt  man  also 
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(-^)  mit  (1  +  \  w«) 


2^-4 


und  f&hrt  statt   der   wirklichen   Differenzen   die   arithmetischen 
Mittel  ein,  so  erh&lt  man 

-TTAÄVir/J^(«  +  (i  +  i)«) } 

Es  wird  bei  der  Rechnung  bequemer  sein,  bei  einer  solchen 
zweiten  Integration  nicht  f{ä),  fia-hfo)  u.  s.  w.  anzusetzen,  sondern 
«*  f  (a) ,  fa^  fia-^-io)  etc.  Man  erhält  dann  allerdings  das  erste 
Integral,  verbunden  mit  dem  Factor  co,  und  mufs,  wenn  man  es 
gebrauchen  will,  mit  diesem  Factor  erst  dividiren.  In  der  Begel 
aber  wird  man  gröfsere  und  bequemere  Zahlenwerthe  erhalten. 

(13.) 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  jdritte  Integration  an, 
so  wird  man  erhalten 

+  Ti?!rü  Ü  iP^  +  woö) 
Setzt  man  hier 

SO  entspringt  die  Reihe  aus  diesen  Ooefflcienten  aus  T-^J  ;  oder 
es  ist 


1  +  «2  W^  4-  ft  W*  4-  ^^2  ^**  +  •  •  •  = 


%i  ^^ 


CO 


Unmittelbar  ist  diese  Form  anzuwenden,  wenn  n  von  der  Form 
ist  i  4-  ^,  wegen  der  ungeraden  Ordnungszahl  der  summirten  Reihen 
und  Differenzen.    Für  die  Form 
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wird  man  die  letzte  Reihe 

1  +  «2  ^^  +  /^2  w*  +  ^2  w* -4- . . .  multipliciren  mit  (1  -*-  iw*)"*, 

und  statt  der  Differenzen  arithmetische  Mittel  einfähren  müssen. 
Man  erhält  dann 

Jdxjdxjf(x) dx=(o^{  '"/*,  {a  +  ico)  +  ^\jf  f\  {a  +  i(o) 

Das  Glied  mit  'A  («  +  *«)  hat  hier  den  Coefflcienten  Null,  so 

dafs  mit  verhältnifsmäfsig  weit  gröfserer  Näherung  als  bei  den 
früheren  Integrationen,  die  dritte  summirte  Funktion  das  dreifache 
Integral  ausdrückt. 

(14.) 
Es  mögen  jetzt  die  Werthe  der  sowohl  am  Anfange  als  am 
Ende  der  Integration  anzusetzenden  Gröfsen,  welche  nach  den 
bisher  ausgesprochenen  Grundsätzen  nur  bei  dem  Anfange  beson- 
ders eine  etwas  gröfsere  Mühe  der  Berechnung  verlangen,  so  für 
die  drei  ersten  Integrationen  übersichtlich  zusammengestellt  wer- 
den, und  zwar  für  beide  Formen  von  x  und  a;',  =a  und  =a-f-iw,  dafe 
man  unmittelbar  das  jedesmalige  Nöthige  daraus  entnehmen  kann. 

Zuerst  hat  man  nach  dem  Ausdrucke  für  —  in  einer  Reihe, 

und  ihrer  Potenzen  bis  zur  dritten: 

u 


0) 


=  1  +  ^\  W2  —  ^Hü  ?**  +  TF^Wffü  «*®  — 


U^ 


=  1  +  a  1*^  -f-       ßii*-i-     r  w* 

=  1  +  «x  w^  +      ßi  U^  4-      Xi  li^  ... 


tc^ 


(O 


3 


=  1  +   i  1*2  —  y^T^^  u*  +  V^\ji  ^*®  -.• 


=  1  +  «2  W^  +      ß2  ^^*  -+■      ^'2  w* 

Die  Werthe  «,  ß,  Yi  «i,  Ai  n»  «2,  /^2»  ^2?  die  hierdurch  gege- 
ben sind,  bilden  die  Zahlenwerthe  der  Coefflcienten,  welche  bei  der 
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ersten,  zweiten  und  dritten  Integration  für  die  wirklich  dastehen- 
den Differenzen  gebraucht  werden. 

Mnltiplicirt  man  diese  Reihen  mit  (l  +  iM^)""!,  so  erhält  man 

=  1  +  a'  u^  +  ß'  w*  +  r'  w® ... ...... 

.(H.Jw«)-*  =  l-Äu2H-Ji^te^-,-^^w« 

==l-4-a;n2-i-  ß{  ti^-hy[u^ 

.  (1  H-  1 1^-*  =  1  -  0  t«2  +  ^  w^-äc^o  «*' 


u^ 


(O^ 


u^ 


a>8 


=  l  +  a;tt2+  ß'   u*  4- ritt«. 


Die  Werthe  «,  /?',  r',  «i,  ß[,  ri,  «a,  /?i,  ;'i,  die  hierdurch 
gegeben  sind,  und  nöthigenfalls  fortgesetzt  werden  können,  bilden 
die  Zahlenwerthe,  welche  bei  der  ersten,  zweiten  und  dritten  In- 
tegration bei  Anwendung  der  arithmetischen  Mittel  gebraucht  werden. 

Es  sei  jetzt  die  Anfangsgrenze  für  alle  drei  Integrationen  so 
gegeben,  dafs  für  ir'  =  a  die  Integrale  sämmtlich  Null  werden. 
Hat  man  dann  die  Beihe  der  Werthe  berechnet 

/■(«),        f{a  4-  co),        f{a  +  2a>) f{a  -+-  ww) 

so  bildet  man  für  die  Anfangsgrenze  von  der  Form: 

1)    w  =  i'  =  0 

bei  der   ersten  Integration  die  erste  summirte  Beihe  so,   dafs 

man  an  die  Stelle  von  Yo(^  +  i<»)  setzt 

(Ä)      % (a  +  i«)  =  Co  =  i m - a*  f[(a) - ß'  q(a) - y*  f^a) 

Für  die  zweite  Integration,  fügt  man  mit  Beibehaltung  der 
ersten  summirten  Beihe,  eine  zweite  summirte  Beihe  hinzu,  indem 
man  an  die  Stelle  von  "foici)  setzt: 
(B)  "Uia)  =  C;-{ - «,  m - ß,  f;{a) - n  f^ifl) } 

Für  die  dritte  Integration  bildet  man  aus  der  zweiten  sum- 
mirten Beihe  eine  dritte  summirte  Beihe,  indem  man  in  derselben 
anfängt,  mit  dem  Werthe  Co,  der  an  die  Stelle  von  "YoC^  +  i^») 
gesetzt  wird,  wo 
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Wenn  dagegen  die  Anfangsgrenze  f&r  alle  drei  Integrationen 
so  gegeben  ist,  dafs  für  x^a-h-^ta  die  Integrale  sämmtlich  Null 
werden,  so  bildet  man  bei  der  Form 

2)    n«i'4-i 
die  erste  snmmirte  Reibe,  so  dafs  man  an  die  Stelle  von  '/ö(a+i») 
die  Gröfse  C,  setzt,  wo 

{!>)  ro(«+i«)=c^={-«/';(«+i«)-/»rö(«+i«) 

-r/T(a  +  ia)) } 

Für  die  zweite  Integration  wird  nnter  Beibebaltang  der  auf 
diese  Weise  gebildeten  ersten  sammirten  Reihe  für  den  Anfang 
an  die  Stelle  von  "/^(o)  die  Gröfse  C'^  gesetzt,  wo 

(E)  'ro(a)  =  C^={«/*(a  +  «)  +  /?(2/*i'(a  +  «)  +  /'o(«)) 

+  r(3/^S^(«  +  ^)  +  2/'7(a)) } 

Vermittelst  der  hiemit  gebildeten  zweiten  sammirten  Reihe, 
wird  für  die  dritte  Integration  eine  dritte  sammirte  Reihe  gebildet, 
bei  der  der  Anfang  gemacht  wird,  indem  man  an  die  Stelle  von 
'"/o(ö^  +  i»)  die  Gröfse  CT  setzt,  wo 

-r2/^o(a  +  i«) } 

Es  stellen  sich  folglich  die  Anfänge  der  drei  sammirten 
Reihen  so:  wenn  die  Integrale  sämmtlich  Nall  sind  für  die  An- 
fangsgrenze 

1)    x'  =  a 


Argument. 

Funktion. 

I.  summ.  Reihe. 

II.  summ.  Reihe. 

III.  summ.  Reihe. 

a 
a  +  2co 

m 

f(a  +  w) 
f{a  +  2«) 

Co 

Co +  /*(«  +  «) 

Cq  •+•  Cq 

2Co+C;  +  /'a  +  «ö 

Co' 

Ueber  mechaniBche  Qaadrator.'^ 
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2)  far  x' 

=  a  +  ia» 

Arg. 

Funktion. 

I.  sarnm.  Reihe. 

IL  summ.  Reihe. 

lU. 
snmm.  Reihe. 

a 

/■(«) 

^i 

f(a  +  0.) 
f(a  +  2a>) 

C.-hfia-hfo) 

4 

2(7, +0; +/•(«+«) 

2             -i 

Der  Werth  der  ganzen  bestimmten  Integrale  hängt  dann  nnr 
von  der  Form  der  Endgrenze  ab,  nnd  ist,  je  nachdem  diese  von 
der  Form  a-him  oder  a-\-{i-h^)(o  ist,  von  einander  unterschieden. 
Indessen  wird  der  Ausdruck  derselben  weit  einfacher,  weil  keine 
Bücksicht  mehr  genommen  zu  werden  braucht  auf  die  in  den 
andern  summirten  Beihen  anzusetzenden  Zahlen,  welche  sich  ans 
den  ausgeführten  Summirungen  von  selbst  ergeben.    Man  hat  dann 

1)  für  die  Endgrenze  x  =  a-hioo. 
Cf{x)dx=(of  y,  (a  +  i(ü)  +  a'  f'  {a  +  i«)  +  ß'fi'  (a  +  ico) 

+  r'  fl  (a  -h  i(o) 

Jdxjf(x)dx=  (o^{  "fQ  {a  -h  iao)  +  «j  f(a  +  ioa)  +  ft  f^  (a  4-iw) 
Jdxjdxjf(x)dx^ü »{ '"f^  (a  +  ico) -f- a;^'f.  {a  +  m)-{'ß'J'{a+m) 

I     out  /  _       .        •        \ 

+  ^2/1  («  +  »<») 

2)  für  die  Endgrenze  a;  =  a  +  (t  +  ^)«. 
^f{x)dx=a  {  '^  (a  +  (i  +  ^)  <a)  +  a  /"^  (a  +  (t  +  i)  <a) 
+  ßf"<i  («  +  (i+i)ai)  +  y/7  (a+(i+i) «)+... 
J-da;J/'(x)<ia;=<o«{  "/•,  (a  +  (»  +  4)  w)  +  «; /•  (a  +  (» +  J) «) 

+  /»;/'^' («  +  (»+*)«) +n/J'(«+(i+i)«)+ 

JdxJdxJf{x)dx=m^{"'fQ  {a  +  (i  +  i) «)  +  «aYo  («  +  (i  +  i)  <») 

+  ft/"o(«  +  (i  +  i) «)  +  y2/"ö'(«  +  (»  +  i)«)  + 


n 


• 
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(15.) 

Setzt  man  in  diesen  letzten  Ansdrftcken  » =  0,  so  wird  man 
die  Werthe  der  oben  angegebenen  Constanten  erhalten  für 

1)  x'  =  a 
hat  man  ans  dem  ersten  Systeme 

{ r^  («) + «'  f^  («) + ß'  q  («) + y'  q  w } = o 

oder  weil 

{A)  q  (a)  =  'fo  {a  +  i<o)-  \f(fl)  =  C«-  \f{a) 

den  Werth  von  C^  wie  oben. 

Eben  so  wird  für  C'o  die  Gleichung 

(B)  {"U  («)  +  «X  f(fl)  +  A  n  (a)  +  Vi  Hifl) }= 0 

oder  weil  "/ö  (a)  =  Ci,  den  Werth  von  Co  geben. 

Endlich  fdr  Co  hat  man  bei  dem  dritten  Integrale 

{  "q  («)  +  <  q  (a)  +  ß',  f'^  (a)  +  r2  /•j'(a) }  =  0 

oder  weil 

"'qW  =  "'foia  +  i<ü)-i'%{a) 

und  CÖ  =  "ro(a  +  i«);  Ci^"fo{a) 

{ Co  -  i  Co  +  a;  r^  («) + i»;  /"i  («) + K  q  («)  •- } = o 

Da  nun  aber 

«i=0,    /»i  =  —  /»!,    und    yi=  — 2y, 
ist,  so  wird,  wenn  man  die  früheren  Werthe  substitnirt 

-iCö       =  +  4«,/'(a)    +4/»i/"ö(«)    +4n/'S'(«) 

+  «i  r^  («)  =       0 

+  /»;  /"i  («)  =  -ßxf^  iß) 

+  yi/"^"(«)=  -2yi/'J'(a) 

Dabei  ist 
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f^  («) = ih  (« + i") + i/'a«  -  i«) 

/?7  («)  =  fö' («  +  »  - /-ö' (a  -  i«) 

q'  («) = i/"ö'  (« + i«) + i/'ö'  («-;«) 

und  die  Gleichung  wird 

(C)  Cö+{i«i/'(a)-ft/'o(a-ia,) 

-in{/'o(ö^H-i«)  +  3/'ö'(a-ia))}-0 

und  giebt  damit  den  obigen  Werth  von  Co. 
Ans  dem  zweiten  Systeme  hat  man  für 

2)    a;  =  a  4-  i  ft> 

weil 

Bei  der  zweiten  Integration  wird 

and  damit  soll  die  Gleichung  stattfinden 

c^i-i«/'a«+i«)-i/^/"o(ö^+i«)-ir/"j(«+i«)..-.. 

Es  ist  hier  aber 

and 

/^(a  +  i«)  =  iAö^  +  «)  +  iAö^) 

80   wie  die  analogen  Werthe   bei  /"ö  und  fZ-    Setzt  man  diese 
Werthe  zusammen,  so  wird 

wie  es  der  oben  gegebene  Werth  verlangt. 


^ 
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Endlich  findet  wegen  C:  =  "'/*o(aH-i«)  fttr  die  dritte  Inte- 
gration die  Gleichung  statt 

C^  +  «2  Yo(«  +  i«)  +  /»2  /"i  {«  +  i«)  +  ra  nia  +  i«)  =  0 
oder  -wegen  'fo  (a  +  i  co)  =  C\ 

(F)  C'i  +  «2  C,  +  /»2  /'i (a  +  i«)  +  ya  /"ö(a  +  4«)  =  0 

wie  es  die  obige  Angabe  verlangt. 

FQr  den  Anfang  der  verschiedenen  Integrationen  wird  man 
die  zu  berechnenden  Funktionen  immer  so  wählen  können,  dals 
bei  berechneten  f{a)^  f{a-h(a)  etc.  der  Anfang  entweder  auf 
x'  =  a,  oder  =  a  +  ^  «  fällt  und  reicht  dann  mit  diesen  Formeln  aus. 

FQr  die  Endgrenze  ist  es  mir  am  bequemsten  vorgekommen, 
einige  Werthe  der  Integrale  für 

a4-(i  — l)a>,  a  +  (i  — i)cö,  a  +  iw,  a4-(i  +  i)«,  a-t-(t-hl)« 

nach  den  hier  gegebenen  Ausdrucken  zu  berechnen  und  aus  ihnen 
den  Werth  des  Integrals  für  andere  Grenzen,  die  nicht  auf  a  + 1 » 
und  aH-(tH-i)«o  fallen,  strenge  zu  interpoliren.  Man  kann  ähn- 
lich auch  bei  dem  Anfange  verfahren,  nur  wird  man  bei  den 
höheren  Integrationen,  auf  den  richtigen  Beginn  der  sämmtlichen 
vorangehenden  summirten  Reihen  zu  sehen  haben. 

(16.) 
Als  Beispiel  kann  noch  die  Annahme 

f{x)  =  x^^        a  =  l,        «=1, 

behandelt  werden.    Es  wird  damit  für 

1)    x'  =  l 

Jdx  Jf{a:)cU=  ^^js  x^  —  -J  x-i-l 
Jdx  Jda  jf{x)dx  =  2I0  ^" "~  t'u  ^^  +  A  »^  —  i^i 

und  fttr 
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3 

8 


2)    ä:'  =  1,5 
JdxJdxJf{x)dx  =  ^,x'^-m^'-^ni^-H¥2 

Zu  dem  Anfange  der  Reihen  bei  der  mechanischen  Quadratur 
bedarf  man  der  Differenzen  der  ersten  Werthe  von  /"(a),  /'(a-h«)u.s.w. 
Diese  sind 


Arg. 

Funkt 

fi 

fö 

/  0 

/  0 

n 

a  —  ca 

0 

0 

1 

2 

12 

24 

0 

a 

1 

1 

15 

14 

36 

24 

0 

a  +  w 

2 

16 

50 

24 

Soll  nun  zuerst  die  Anfangsgrenze 

1)    x'  =  l 

sein,  so  wird  nach  den  in  (14)  gegebenen  Werthen 

Co = i  m +j^f\{a)-^,  r;  («) + «1^0  fi  («) 


^  ^  ^ 

Ci = -  A  A«)  +  öfo  f ö  («)  -  «^ /S' («) 

<^ö' = -  Ä  A«)  -  ä^o /^a«  -  i «) + -irfeö  o« + 4 «) + -v;  (« -  i «)) 

und  da  hier 


f  («)  =  1 
/J  (a)  =  8 

r^(a)  =  24 
/^(a)  =  0 


/•'(a)  =  14       fo(a-i«.)  =  l 
/7(«)  =  24       rö(«-i«')  =  12 

/"ö'(a  +  i«)  =  36 


80  wird 


Co  =  +  0,8000 
C;  =  -  0,0373 
Co  =-0,0274 


und  die  summirten  Reihen  bilden  sich  so: 

Encke's  Abband).  I. 
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Arg. 

/■« 

'/•(«  +  » 

"/■(«) 

"'/•(rt+i«) 

a 

1 

1 

4-  0,800 

0,037 

-  0,027 

an-« 

2 

16 

+  16,800 

+   0,763 

+  0,736 

a-\-2ta 

3 

81 

+  97,800 

+  17,563 

+  18,299 

a4-3« 

•  4 

256 

+  353,800 

+  115,363 

+ 133,662 

rt-f-4« 

5 

625 

1 
1 

+  978,800 

+  469,163 

+  602,825 

a-i-5« 

6 

1296 

+ 1447,963 

etc. 

etc. 

Wird 


2)    «'  =  1,5 


angenommen,  ro  sind  die  Werthe  zu  nehmen: 

C\=i-Jia+w)-^l„i2f:{a+c,)+f:ia))+rMro(^f^i(^+<^)+^f>) 


Da  nun  hier 

/■o(o+i«)  =  36 


f  (a  +  0»)  =  16 

/•;  (a  +  «)  =  50 

/V(«)         =  24 
f^{a  +  «)  =  24 


und  wenn  man  den  Werth  von  C,  an  die  Stelle  von  Yo(*  +  i") 
setzt 

er  =  +  7^0 /"ö  («  +  i  «)  -  Tl^Äö  • /"ÖX«  +  i  «) 


80  werden  die  Werthe 


C,  =  -  0,5188 
C;  =  +  0,3757 


Cj'  =  +  0,1025 

7 
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nnd   die   snmmirten   Reihen   bilden   sich    für  den    Anfangswerth 


x^  — 1,5  so: 

* 

1 

Arg. 

fia) 

ro(«+i<») 

'YoC«)  . 

"%(«  +  *«) 

a 

1 

1 

0,519 

+   0,376 

+  0,103 

a  -hö) 

2 

16 

+  15,481 

0,143 

0,040 

a-h2(ö 

3 

81 

+  %,481 

+  15,338 

+  15,298 

a-t-3« 

4 

256 

+  353,481 

+  111,819 

+ 127,117 

a-4-4a) 

5 

625 

+  978,481 

+  465,300 

+  592,417 

a-+-5« 

6 

1296 

+ 1443,781 

• 

etc. 

etc. 

Aus  beiden  Tabellen  werden  sich  die  richtigen  Werthe  nach 
den  Formeln  I  und  II  in  (14)  ergeben,  die  nach  der  Substitution 
der  Zahlen  werden: 

far 

1)    a?  =  a  +  io> 

Jf{x)dx==^co  {'/•,  {a  -*-  iw)  —  ^\  f'  (a  +  i«)  +  tVo  H  (* "+-  ^«) 
Jdx  jf{x)dx=<o'^'fQ  (a  +  iw)  +  -^  f(a  +ito)  —  jiö  /'ö («  +  »*») 


Cdxjdx  Jf{x)dx 
and  für 


2)    x  =  a  +  (i  +  ^)a 


J/•(a:)da!=«{'^  (a  +  (i  +  i)  w)  +  ,',  fi  (a  +  (t  +  i)w) 


/da  J-/"(a;)da;  =  fi>2|Y(a  +  (i  +  i)w)  -  ^^  /",  (a  +  (j  +  i)«) 

+TMD/"|(«+(i+i)'«)-H^W«/Y(«+(»+i)«) 
Jdar/rfa;  J/"(rr)da;=«>»{"%  (a  +  (i  +  i) «)  -  j  '/ö  («  +  (»  +  i) «) 


lieber  die 


Cotes'isehen  Integrations  -Faktoren.*) 


Die  Methode  der  mechanischen  Quadratur,  wie  sie  in  dem 
Jahrbuche  für  1862**)  aus  dem  Taylor'schen  Lehrsatze,  oder 
früher  aus  der  Lehre  von  der  Interpolation  abgeleitet  wurde,  ist 
für  die  Störungs-Rechnungen,  bei  denen  die  Resultate  für  eine 
längere  Zeit  hintereinander  gefordert  werden,  und  in  denen  stets 
neue  für  die  folgenden  Zeiten  geltende  Werthe  sich  an  das  frühere 
anschliefsen  sollen,  unstreitig  die  bequemste  und  vortheilhafteste. 
Indessen  wird  bei  andern  Aufgaben ,  wie  z.  B.  in  der  Meteorologie, 
die  Integration  nicht  immer  in  fortlaufendem  Zusammenhange  ver- 
langt, sondern  auf  bestimmte  Zeitabschnitte  beschränkt,  so  dafs 
nicht  wie  bei  den  Störungen  die  Anfangsgrenze  allein  fest  ge* 
geben  ist  und  die  Endgrenze  immer  weiter  und  weiter  hinausge- 
rückt wird,  sondern  beide  Grenzen  zunächst  ganz  bestimmt  sind. 


•)  Anmerkung.  Die  liier  von  Enckc  nach  Gaufs  vorgetragene 
Newton-Cotes'ische  Integrationsmethode  hat  in  Heine's  Handbuch  der  Kugel- 
funktionen Band  II  eine  sehr  eingehende  und  weiterführende  Darstellung  ge- 
funden. Siehe  auch  den  Aufsatz  des  Herrn  Chi-istoffel  im  55.  Bande  des 
Journals  f.  Mathematik. 

**)  Diese  Ausgabe  Band  I  pag.  61. 
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Bei  fortgesetzten  üntersachangen  kann  dann  allerdings  die  erste 
Endgrenze  als  nene  Anfangsgrenze  bei  einem  folgenden  Integrale 
angesetzt,  und  so  ein  Ganzes  fiir  längere  Zeitintervalle  gebildet 
werden,  zunächst  aber  werden  doch  nur  bestimmte  Abschnitte  in 
das  Auge  gefafst.  In  solchen  Fällen  ist  es  weit  bequemer,  die 
unmittelbar  berechneten  Differential- Quotienten  zum  Grunde  zu 
legen  und  nicht  die  Differenzen  derselben  zu  HUlfe  zu  rufen.  Dieses 
führt  auf  die  sogenannten  Cotes'ischen  Integrations-Coefflcienten. 

Newton  hat  (wie  Jacobi  in  Grelle  Journ.  L  p.  302  be- 
merkt) in  den  Principiis  eine  Methode  angegeben,  wie  man  durch 
eine  Anzahl  gegebener  Punkte  eine  parabolische  Curve  legen 
könne.  Diese  Aufgabe  erscheint  analytisch  als  Integrations-Pro- 
blem, aus  mehreren  Gliedern  einer  Reihe  das  allgemeine  zu  fin- 
den. Newton  hat  hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Quadraturen 
gemacht,  und  hat  femer  von  jenem  Integrations-Problem  und  seiner 
Anwendung  auf  die  Quadraturen  in  einer  kleinen  Schrift  gehandelt, 
welche  Methodm  differentialis  betitelt  ist,  und  zuerst  der  Amster- 
damer Ausgabe  seiner  Principia  vom  Jahre  1723  nebst  andern 
Abhandlungen  angehängt  gefunden  wird.  Hier  räth  er  unter  an- 
derm,  zum  Behuf  der  leichteren  Berechnung  der  Integrale,  für 
jede  Zahl  der  berechneten  Ordinaten,  deren  Intervalle  er  gleich 
grofs  annimmt,  Tafeln  anzufertigen,  von  denen  er  auch  selbst  einen 
Anfang  giebt,  und  die  hernach  Boger  Cotes  in  seiner  Haf-monia 
tnensurarum  fortgesetzt  hat. 

In  den  Göttinger  Gommentarien  {Co7nment,  GöUing.  Recentiores 
Vol.  111.  Class.  mathem.  p.  39  sqq.)  zeigt  aber  Gaufs,  dafs  man 
durch  schickliche  Wahl  der  Abscissen,  fiir  welche  die  Ordinaten 
berechnet  werden,  den  Grad  der  Näherung  auf  das  Doppelte 
treiben  kann;  und  da  diese  Bestimmung  unabhängig  von  der  Natur 
der  zu  quadrirenden  Curven  geschieht,  so  ist  es  möglich,  auch 
nach  der  so  vervollkommneten  Methode  Tafeln  zu  verfertigen,  von 
denen  Gaufs  eine  Probe  gegeben  hat.  Gaufs  gelangt  zu  seinen 
Resultaten  auf  dem  Wege  einer  schwierigen  Induktion,  die  durch 
die  sogenannte  Kästner 'sehe  Methode,  wenn  etwas  für  die  Zahl  n 
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gilt,  es  auch  für  die  Zahl  7i+l  zu  erweisen,  zur  Allgemeinheit 
erhoben  werden  kann.  Ein  direkter  Beweis  war  also  sehr  zu 
wünschen  und  die  grofse  Einfachheit  und  Eleganz  der  Gaufs- 
ischen  Resultate  liefs  einen  einfachen  Weg  vermuthen.  Jacobi 
in  Grelle  Journ.  I  pag.  301  u.  folg.,  fand  einen  solchen  so  ein- 
fachen, und  man  möchte  sagen  so  direkt  aus  der  Natur  des  Pro- 
blems abgeleiteten,  dafs  man  ihn  unstreitig  als  den  wahren  an- 
sehen mufs. 

Gaufs  hatte  wahrscheinlich  gröfsere  Hoffnungen  auf  diese  Art 
der  Integration  gebaut,  als  er  später  verwirklicht  fand.  Er  be- 
schäftigte sich  zu  der  Zeit,  als  ich  unter  ihm  studirte,  mit  seiner 
Abhandlung,  von  der  die  einzelnen  Bogen  mir  zur  Abschrift  mit- 
getheilt  wurden,  die  ich  noch  als  ein  werthvoUes  Andenken  be- 
wahre. Die  Berechnung  der  Pallas- Störungen,  die  ebenfalls  in 
dieser  Zeit  mit  grofsem  Eifer  von  ihm  verfolgt  wurde,  mochte  mit 
diesen  Untersuchungen  in  enger  Verbindung  stehen.  Später  hat 
er,  so  viel  mir  bekannt,  keinen  Gebrauch  davon  gemacht,  wovon 
der  Grund  nicht  schwer  nachzuweisen  sein  dürfte,  und  überhaupt 
möchte  bei  periodischen,  gröfsere  Zeiträume  umfassenden  Funktionen 
eine  Anwendung  dieser  Methode  höchst  selten  vorkommen.  Nur 
bei  der  Berechnung  des  numerischen  Werthes  eines  einzelnen  ganz 
bestimmten  Integrals,  dessen  Ermittelung  auf  anderem  Wege  aUza 
beschwerlich  ist,  wird  man  eine  zweckmäfsige  Anwendaus:  machen 
können,  wie  Gaufs  es  bei  seiner  Abhandlung  in  Bezug  aui  das 
Integral 


/■ 


dx 
\x 


von  X  =  100000  bis  x  =  200000  als  Beispiel  ausgeführt  hat. 

Die  schwierige  Induktion,  durch  welche  Gaufs  zu  seinem  Re- 
sultate gelangt,  zeigt  sich  auch  in  dem  ersten  Theile,  worin  er 
die  rein  Cotes'ischen  Ausdrücke  für  solche  Ordinaten  entwickelt, 
welche  gleichen  Intervallen  der  Abscissen  angehören,  und  beson- 
ders da;  wo  er  die  Grenze  der  Genauigkeit  bestimmt,  die  bei  jeder 
angenommenen  Zahl  von  Abscissen  zu  erwarten   ist,   wobei  sich 
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das  auffallende  Resultat  ergiebt,  dafs,  wenngleich  mit  der  ver- 
mehrten Anzahl  der  Ordinaten  die  Genauigkeit  des  erhaltenen 
VVerthes  immer  zunimmt,  doch  es  allgemein  genommen  immer  vor- 
theilhafter  ist,  für  die  Anzahl  der  Intervalle  zwischen  den  Abscissen 
eine  gerade  Zahl  zu  nehmen  als  eine  ungerade.  Denn  die  Ge- 
nauigkeit, womit  man  das  Integral  erhält,  nimmt  nur  wenig  zu, 
wenn  man  von  einer  geraden  Anzahl  der  Intervalle  zur  nächst- 
folgenden ungeraden  Anzahl  übergeht;  der  Grad  der  Annäherung 
bleibt  derselbe,  nur  der  Coefficient  des  Irrthums  wird  verringert; 
während  bei  dem  üebergange  von  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Intervallen  zur  nächstfolgenden  geraden,  der  zu  befürchtende  Irr- 
thum  sogleich  um  zwei  Ordnungen  sinkt.  Diese  Eigenschaft,  die 
wahrscheinlich  bei  Gaufs  der  erste  Anlafs  gewesen  ist,  durch 
eine  andere  Vertheilung  der  Intervalle  zu  versuchen,  die  Genauig- 
keit auf  das  gröfstmöglichste  Maafs  zu  treiben,  ist  allerdings  von 
Gaufs,  wie  sich  von  selbst  bei  diesem  Meister  versteht,  strenge 
erwiesen,  gewährt  aber  nicht  die  Anschaulichkeit,  die  man  bei  dem 
an  sich  einfachen  Satze  wünschen  möchte,  sowie  auch  das  Ver- 
hältnifs  der  einzelnen  Coefficienten  bei  der  Entwickelung  des 
Fehlers  nach  einer  Reihe,  welche  nach  ganzen  Potenzen  der  Va- 
riabein fortgeht,  bei  Gaufs  durch  blofse  Induktion  gefunden  und 
nachher  erst  erwiesen,  meinem  Gefühle  nach  etwas  fremdartig  er- 
scheint, was,  sowie  man  den  Ja c ob i' sehen  strengen  Beweis  auf 
diesen  einfachen  Fall  der  gleichen  Intervalle  anwendet,  von  selbst 
wegfällt  Ich  will  deshalb  hier  den  Beweis  von  Jacob i  auf  die 
Ermittelung  des  Fehlers,  den  man  bei  den  von  Co tes  behandelten 
gleichen  Intervallen  im  Integrale  zu  befürchten  hat,  anwenden. 

Das  Integral 

jydx 

sei  zwischen  den  Grenzen  a;  =  0  bis  o?  =  1  zu  finden.  Der  ana- 
lytische Ausdruck  der  Funktion  von  ^,  welche  hier  als  2/  aufge- 
führt wird,  sei  entweder  unbekannt,  oder  der  Ausdruck  y  =  f(x)  zu 
unbequem  und  verwickelt,  um  damit  die  Integration  auszuführen. 
Man  kenne  aber  den  numerischen  Werth  von  y  für  n-\-l  Punkte, 
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welche  in  der  Regel  wenigstens  zwischen  0  und  1  liegen,   so 

dafs  fiir 

ic  =  a  y  =  f{a) 

a;  =  Ol  y  =  /"(a,) 

den  numerischen  Werthen  nach  gegeben  sind,  so  wird  sich  nach 
der  Interpolationsformel  von  Lagrange  eine  Form  finden  lassen, 
welche  den  einzigen  hier  bekannten  Bedingungen  genflgt,  dafs 
dem  Werthe  von  a;  =  a„  der  Werth  y  =  f(ßn)  entspricht  Diese 
Form,  in  welcher  y  in  eine  Reihe  nach  den  ganzen  Potenzen  von  x 
entwickelt  erscheint,  wird  wegen  der  w  -h  1  Werthe  f(a),  die  Coef- 
ficienten  der  Reihe  von  x^  bis  x^  strenge  finden  lassen,  so  dafs  der 
Ausdruck  von  y  in  dieser  Form  ganz  vollständig  und  genau  wird, 
wenn  die  Reihenentwickelung  von  y  nur  bis  zur  n^^  Potenz  von  x 
geht,  oder  innerhalb  dieser  Potenz  aufhört. 
Bezeichnet  man  das  Produkt 

(1)  {x  —  a)  {x  —  %)  {x  —  «2) {x  —  an) 

durch  (f{x),  so  wird  sich  die  Lag  ränge 'sehe  Interpolationsformel 
auch  so  ableiten  lassen,  dafs  man  den  Bruch 

m 

ip{x) 

in  die  partiellen  Brttche  auflöst,  deren  jeder  einen  der  Faktoren 
x  —  a  etc.  bis  x  —  an  zum  Nenner  hat.  Da  nach  der  Natur  der 
Aufgabe  hier  keine  gleichen  Faktoren  vorkommen  können,  so  wird 
der  Zähler  jedes  dieser  partiellen  Bräche  nach  den  Vorschriften 
der  Differentialrechnung  geschrieben  werden  können: 

f{an) 

für  den  Nenner  x  —  Un,  wenn  man  unter  (p*(ßn)  den  Werth  des 
ersten  Differential -Coefficienten  (p'{x)  =  — ^-—  für  den  Werth  x  =  a^ 
versteht.    Es  wird  damit  der  Ausdruck 
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(2)       /"C^)  ^         /(«)  I  A'^i)  I   ....   ,  A«») 


ip{x)      if'{a){x  —  a)      tp' {üy)  {X  —  a{)      ""      y'(a„)(a5-a„) 
and  folglich 

\0)      T \X)  — •  ~~rr~\  "T"  / r  *  '~T/ — \  .  •  • .  H-  7 r  *  — 77 — ^ 

x-a     q>'{a)      {x-a^)    tp\a{)  {x-a^)    (p\a^) 

welches  die  Lagrange'sche  Interpolationsfonnel  ist.  DerZahlen- 
coefßcient,  mit  dem  jedes  fia^^  multiplicirt  wird,  wenn  m  eine  von 
den  Zahlen  0  bis  n  ist,  wird  für  den  Werth  a^^  von  x  nothwendig  =  1, 
für  jeden  andern  Werth  aber  =  0,  weil 

J    ' \x  —  a)(x~a;).,,.  (aJ-am-i)(^-am-Hi)....(a^-a„) 

und  folglich 

oder  =  9)'(a„»)  ist,  für  jeden  der  andern  m  Werthe  anfser  a,„  aber 
einen  Paktor  =  0  enthält. 

Aus  der  Entwickelung  der  Gleichung  (2),  wenn  man  die  rechte 
Seite  unter  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  bringt,  geht  aber 
hervor,  dafs  nur  dann  die  Gleichung  strenge  richtig  sein  kann, 
wenn  f(x)  eine  Punktion  von  x  ist,  die  in  Bezug  auf  x  mindestens 
um  eine  Ordnung  niedriger  ist  als  fp{x).  Die  Lagrange' sehe  In- 
terpolationsformel wird  strenge  für  f(x)  nurgelten,  wenn  f{x)  nicht 
über  die  n^  Ordnung  in  Bezug  auf  x  steigt,  da  9>{x)  bis  zur  n  h-  1*«» 
^eht,  eine  Beschränkung,  die  eben  so  erhalten  wird,  wenn  man  die 
Lagrange'sche  Interpolationsformel  aus  der  Entwickelung  ihrer 
einzelnen  Glieder  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze  herleitet. 

Denkt  man  sich  daher  f(x)  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  X  entwickelt  und  geht  dabei  über  die  n^  Potenz  hinaus, 
oder  nimmt  man 

(4)  f{x)=K-hK,x-hK^x\,..KnX'''hKn-^tx'"^^-hKr,+2x''^^.^.> 

so  wird  die  Gleichung  (2)  nur  die  Glieder  bis  zu  x^  geben  können 
und  der  volle  Ausdruck  von  y  wird  erst  erhalten,  wenn  die  höheren 
Potenzen  besonders  hinzugefügt  werden.  Dividirt  man  deshalb  f(x) 
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« 

durch  9)  (x),  so  dafs  man  die  ganze  rationale  Funktion  von  x^  welche 

fix) 

in  ^-7-4  enthalten  ist,  besonders  erhält,   und  fügt  den  noch  übrig 

if  {x)  ^  ** 

bleibenden  unechten  Bruch  hinzu,  so  ist  die  strenge  Form  von  y 

vollständig 

y  =  V(p{x)  -i-U 

wo  V  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist,  welche  aus  den  in  y 

enthaltenen  Gliedern  von  x^'^^  an  entstanden  ist.  Der  erste  Theil 
Vip{x)  wird  in  allen  den  Fällen,  in  welchen  man  einen  der  Werthe 
x  =  a  bis  z\xx  =  ein  numerisch  substituirt,  mit  y  {x)  selbst  =  0,  und 
die  Lagrange' sehe  Interpolationsformel  giebt,  auch  wenn  die 
Entwickelung  von  y  über  die  n^  Potenz  hinausgeht,  immer  nur 
den  Werth  der  aus 

allein  folgen  würde.  Der  Fehler  der  Lagrange' sehen  Inter- 
polationsformel und  überhaupt  aller  Interpolationen,  welche  von 
einer  nach  steigenden  ganzen  Potenzen  der  Variabein  geordneten 
Form  der  Entwickelung  ausgehen,  ist  folglich 

=  Vif\x) 

und  er  tritt  in  allen  den  Fällen  ein,  in  welchen  ein  Werth  von  x 

angewandt  wird,  der  nicht  zu  den  h  + 1  Werthen  a  bis  «n  gehört 

Einen   bequemen   analytischen    Ausdruck,    der   zugleich   eine 

leichte  üebersicht  für  die  Schätzung  des  Fehlers  gewährt,  erhält 

man,  wenn  man  -  — .  in  eine  Reihe  nach  fallenden  ganzen  Potenzen 

von  X  entwickelt.    Es  sei 

fix) 
Bildet  man  dann  das  Produkt    -^-.  und  nimmt  aus  demselben 

if  (^;) 

nur  die  Glieder,  welche  ganze  positive  Potenzen  von  x,  die  Null 
mit  eingeschlossen,  enthalten,  so  werden  diese  die  Gröfse  V  geben. 
Nach  der  obigen  Form  der  Entwickelung  von  f{x) 
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n  +  l 


wird  folglich  in  -  V  { 

ip{x) 

V==  Kn^l+  {X  -h  q,)  Kn  +  2 

Der  Fehler  der  Lag  ränge' sehen  Interpolationsformel  wird  des- 
halb bei  der  Entwickelung  nach  ganzen  steigenden  Potenzen  von  x 

-h(X  +  2l)y'(^0^»4-.2 

H-  {x^  -i-q^x-h  q^)  (f{x)  Än-H3 

{x^  -hqiX^-hq2X-h  gg)  (f{x)  Ä'„+4  + 


Bei  der  Anwendung  auf  das  Integral  Jydx,  wenn  man  die 

0 

Lagrange'sche  Formel  als  den  allgemeinen  Ausdruck  von  y  an- 
sieht, wird  man  deshalb  den  Fehler 

CV(f(x)dx 

0 

begehen  und  dieser  sich  aus  den  Integralen 

1  1  1 

J (f  {x) dx^       Jx(p(x) dx^         Cx^ip{x)dx  etc. 

0  0  0 

zusammensetzen  und  berechnen  lassen.  Diese  Betrachtungen 
gelten  ganz  allgemein  für  jede  Annahme,  welche  man  bei  der  An- 
ordnung der  Werthe  a  a^  ag ....  für  x  hat  eintreten  lassen. 

Betrachtet  man  zuerst  den  Fall,  der  bei  den  Cotes'ischen 
Formeln  stattfindet,  dafs  die  Werthe  von  a  den  Anfangswerth  und 
den  Endwerth  von  0  und  1,  und  aufserdem  die  in  gleichen  Inter- 
vallen zwischen  beiden  Grenzen  liegenden  Werthe  begreifen,  oder 

daß 

^12  n-1  , 

wenn  n  die  Anzahl  der  Intei*valle  ist,  so  kann  man  durch  die 
Sätze  über  die  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln  einer  algebrai- 
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sehen  Gleichung,  die  Entwickelung  von  (p  (x)  dorch  die  Zahl  n  aas- 
drücken. Es  sind  nämlich  die  Werthe  von  a,  die  hier  angenommen 
werden,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (p{x)  =  0.    Wäre  also 

so  hat  man  durch  Differentiation 


•  • 


•  • 


•  •  •  • 


111 

= -H 1 

x  —  a       x  —  Ui        x  —  a-2 
und  wenn  man  die  partiellen  Brüche  in  Reihen  entwickelt 

— f —  =  ^-1  4_  a  x"^  +  a^  x-3  4-  a^  x-^ 

dx 

-h  x-^  +  «1  xr^  4-  a^  x-^  -h  a^  x"^ 

+  or-^  ■+-  aa  x"^  -ha^^x'^  -h  a,"  X"^ 

etc.  etc. 

oder  wenn  man  die  Summen  der  Potenzen  sämmtlicher  Wurzeln 
je  nach  dem  Grade  der  Potenz,  zu  welcher  jede  Wurzel  erhoben 
ist,  mit  J(l),  J(2),  /(S),  etc.  bezeichnet 

--^—  =  mx-^  +  J(l)  Är-2  H-  J(2)  x-s  4-  /(3)  ä:-^  + 

Multiplicirt  man  sowohl  die  erste  Form  von  —^ —  als  auch 

diese  letzte  mit  X  und  entwickelt  das  Produkt  in  die  wirklichen 
Reihen  nach  x,  so  giebt  die  Vergleichung  der  Coefflcienten  der- 
selben Potenz  die  Gleichungen 

m  =  m 
{m-i)pi=/{l)-hmpi 
(ni-2)p2=A2)-\'Pi/{l)-\'m2h  etc. 

oder  einfacher 

/(1)-M^i=0 
/(2)+2^i/(l)  +  2i?.,  =  0 
/(3)+i>i/(2)  +  p2/(l)3p3  =  0  etc. 
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Liegen  die  sämmtlichen  Wurzeln  in  gleichen  Intervallen  zwi* 
sehen  0  und  1,  so  h&ngen  die  /(!),  J(2),  J(3)  von  den  Summen 

der  Potenzen  der  naturlichen  Zahlen  ab,  für  welche  man  bei  den 

Werthen 

0  ±   -1  .^Zll    1 

n      71  n 

die  Ausdrücke  hat 

/(l)  =  i(«  +  l) 

(n  +  l)(2n-f-l) 


6w 

(n  + 1)^ 
in 


/(2)  = 

/(3)  = 

_  («  +  l)(2n  +  l)(3n^  +  3«  +  l) 

so  dafs  man  erhält 

X=y(a:)=a;"'*"^  —  -i  («  +  1)  a?» 

.  (M-l)(n  +  l)(3n  +  2)^„-i 

(n-2)(n-l)(n-i-l)^   „-2 


48« 

(n-3)(n-2)(?i-l)(n4-l){l5n^(n+l)-2(5n4-4)}    „_s 
■^  5760n3  ^ 

etc. 
und  dnrch  Umkehrung  —7-1  ableiten  könnte. 

(p{X) 

Noch  einfacher  leitet  man  aber  aus  —  auf  dieselbe  Weise, 
wenn  man  die  oben  angenommene  Form  der  Entwickelang  von 


tp{x) 
beibehält,  die  Gleichungen  ab: 

/(l)  =  21 

/(2)  +  !?i/i  =  2<Z2 

/(3)  +  gi/(2) +  32/(1)  =  3^3 

/(4)  +  3i/(3)  +  22/(2)  +  28/(1)  =  4g,  etc. 
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woraus  man  sogleich  erhält 

i(n  +  l) 


(n  4- 2)  (n  +  1)  (3n+ 1)        1 


+ 


24n  aJ>+8 

(n  +  3)(n  +  2)(n  +  l)'        1 
48«  3^+* 

(n+4)(n+3)(n+2)(n+l){l5«(n+l)«-2(5n+l)}      1 


5760««  iB"+5 

etc. 

Man  hat  demnach  bei  «  gleichen  Intervallen  der  Abscissen 
zwischen  0  and  1  die  Werthe 

_(«  +  2)(«  +  l)(3«4-l) 
^^  24  n 

(6)  gg  =  (^  +  3)(«  +  2)(M  +  l)' 

q  ^(n  +  4)(n  +  3)(n  +  2)(n+l){l5M(n  +  l)«-2(5n-hl)} 

5760n3 

und  der  Fehler  des  Werthes,   welchen  die  Cotes'ischen  Integra- 
tionsformeln geben,  wird  bei  dem  Integrale  Jydx,  nach  dem  oben 

o 

angeführten  Werthe  von  Fy(a;) 

-^{Kn^^-^qiKn-hi \J'x^9>{x)dx  etc. 

Bei  der  symmetrischen  Vertheilung  der  Werthe  von  aj  =  0  bis 
a;  =  1,  fällt  es  von  selbst  in  die  Augen,  dafs  die  Ausdrücke  ein- 
facher werden,  wenn  man  den  Anfangspunkt  in  die  Mitte  zwischen 
beide  Grenzen  verlegt.  Führt  man  deshalb  als  neue  Variable  die 
Oröfse  IV  ein,  so  dafs 

(7)  -  oj  =  ti;  +  i 
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SO  •werden  die  Grenzen  für  iv  sich  verwandeln   in  —  i  und  -f-i 
und  das  Integral 

jy  dx  wird  fy  aw 
die  Funktion  €p{x)  wird  übergehen  in 


«fO^)=(«'+i)(t«+^)  ('''+^2^^)-(^''-*V)  («'--2^)(«'-*) 


und  es  wird  damit 

1)    für  n  =  einer  geraden  Zahl 

oder  eine  ungerade  Funktion  von  w,  und 

2)    für  n=  einer  ungeraden  Zahl 

(9)  ^iu;)^{w^-\){w^-^^^)  (,.2_i«-4)!).,.,(^,__L.j 

oder  einer  geraden  Punktion  von  w. 

Führt  man  hier  ebenfalls  die  Summen  der  Potenzen  der  na- 
türlichen Zahlen  ein,  so  erhält  man 

/   X         n-Hi       (w+l)(n  +  2)       „-1 
^^   ^  24n 

(10)  (n-2)(n-l)(n+l) (n4-2)  (5n4- 12)      „ _ 3 

"^  5760w8 

Hauptsächlich  kommt  indessen  hier  in  Betracht,  dafs  bei  dem  In- 
tegral nach  tv,  die  Grenzen  —  i  und  + 1,  an  Gröfse  einander  gleich 
und  nur  im  Zeichen  verschieden  sind.    Es  folgt  daraus,  dafs 

J(f{x)  dx  =/(p{tv)  dtv 

jedesmal  =0  wird,  wenn  (f{w)  eine  ungerade  Funktion  von  w  ist, 
also  wenn  n  eine  gerade  Zahl,  und  eben  so  werden  die  andern 
Integrale 

ftv^  (f{w)  d  w,  fw^  9"  0^0  diu 


1 
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in  diesem  Falle  ebenfalls  gleich  Null,  so  dafs  die  Glieder  in  dem 
Ausdrucke  des  Fehlers  des  ganzen  Integrals,  welche  von  solchen 
Ausdrücken  abhängen,  ebenfalls  gleich  Null  werden,  während  die 
Integrale 

Jxi)  ^(iv)  dw,  fxv^  (f  (tv)  dw  etc. 
-1  -i     . 

einen  endlichen  Werth  behalten.    Der  entgegengesetzte  Fall  tritt 

ein,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl,  also  fp{w)  eine  gerade  Funktion 

+  J 
und  /y  iiv)  d  w  eine  ungerade  Funktion  von  w  wird.  Jedes  Integral, 

in  welchem  fp{iv)  mit  einer  geraden  Potenz  von  w,  die  Null  mit  ein- 
gerechnet, multiplicirt  unter  dem  Integralzeichen  vorkommt,  wird 
für  n  gerade  =  Null  und  die  davon  abhängigen  Glieder  des  Fehlers 
der  CotesMschen  Integration  verschwinden,  während  die  andern 
Glieder  bleiben.  Dagegen  verschwinden  bei  n  ungerade  die  Inte- 
grale, die  unter  dem  Integralzeichen  das  Produkt  einer  ungeraden 
Potenz  von  w  mit  <p{iv)  enthalten,  und  nur  die  andern  Glieder  in 
dem  Ausdrucke  des  Fehlers  der  Cotes'ischen  Formeln  bleiben. 
Hieraus  folgen  in  Verbindung  mit  den  Werthen  von  g,  die 
oben  angegeben  sind,  die  Sätze,  welche  Gaufs  aus  der  Induktion 
gefunden  hat.  Er  bemerkt  nämlich,  nachdem  er  das  Yerzeichnifs 
der  CotesMschen  Werthe  und  der  bei  ihnen  zu  befürchtenden 
Fehler  gegeben  hat,  dafs,  wenn  man  den  zu  befürchtenden  Fehler 
durch 

^n  -^  +  "^n  H- 1  ^n  -f- 1  "*"  "^n  +  2  J^n  H-  2  •  •  • 

bezeichnet,  überall  bei  n  gerade  kn^i  =0  und  aufserdem 
*n  +  s  =  — 2 —  ^'»"*"2    gefunden    wird,    bei    n    ungerade    aber 

Ä^fi+2  =  --2 —  «^nH-1»   und   beweist  es  aus   dem   Ausdrucke    des 

Fehlers  und  der  Entwickelung  nach  einer  andern  Variabein,  die 
mit  dem  hier  eingeführten  w  übereinkommt. 

Am  einfachsten  erhält  man  diese  Sätze,  wenn  man  den  Fehler 
der  Lagrange' sehen  Interpolationsformel   wegen   der   Vemach- 
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lässigoBg  der  höheren  Potenzen  die  über  die  n^  hinausgehen,  das 
oben  angeführte  Fy(x),  auf  die  Variable  iv  bringt;  der  obige  Aus- 
druck war 

4-(a:4-gi)Ä'„+2y(») 

etc. 

Führt  man  hier  statt  y(a:)  die  Punktion  (p{w)  ein,  und  statt  a;....u;H-^, 
substituirt  auch  die  Werthe 

5,-4(»-M)      ,,__(!L±2)i»+l)(»»±iI 

SO  wird  man  die  Form  erhalten 


Tr  /  ^    /r-           «  +  2  „       ,  (n  +  2)(3n2  +  10n+.l)  j^      ) 
Fy(a;)=|.g,+i+      ^      -««+2+- ^^^24» ^  ^+»19 

ti  +  3 

+  (jr„+2+ 2 Kn  +  9)W^(W) 

Der  Fehler  der  Cotes'ischen  Integration  ist  aber 

jV^(x)  dx 

o 

oder  nach  dem  eben  gegebenen  Ausdrucke  von  ^{x)  und  w 

JVif(\JÖ)  dw 
-J 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich,  dafs 

1)    für  n  gerade 
wo  also 

/y  (w)  dw  =  0  fw^  (p  (tv)  d«?  =  0 

-1  -i 

der  Ausdruck  des  Fehlers  ist 
und  K-¥\  immer  gleich  Null  ist. 

Encke'i  AbhandL  L  8 


(w) 
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2)    Für  w  ungerade 


-+-4 
werden  wegen  fiü(f{\v)dw  =  0 

die  ersten  Glieder  des  Fehlers 

+  i 

^  '  -1 

Es  sind  deshalb,  ganz  wie  Oaufs  es  gefanden  und  bewiesen 
hat,  bei  der  Form  des  Fehlers 

die  ersten  zwei  Glieder 

1)    bei  n  gerade 

4-4                                             +4 
Jwifiiv)  dt(;  •  jE„+2  +  i  (w  +  3)    fwtpixv)  dw-  K^^^ 

-4  -4 

2)    bei  n  ungerade 

+  4  +4 

f(f  {%v)  di(;  •  E*«  4-1  -H  i  (71 4-  2)    /y  {%v)  dtV'Kn+i 

oder  im  ersten  Falle  ^^n -+-3  =  i  (^  -+-  3)  t« 4-2 

im  zweiten  ä« +2  =  i  (^  4-  2)  i«  + 1 

Cotes  hat  den  Ausdruck  der  Integrations-Coefflcienten  bis 
zu  n  =  10  berechnet,  und  Gaufs  in  seiner  Abhandlung  eben  so 
weit  die  Coefficienten  bei  der  Entwickelung  des  Fehlers  bis  K-^i 
und  kn+z  für  n  gerade,  und  K^i  und  kn^2  für  n  ungerade  hinzu- 
gefügt. Durch  den  obigen  Ausdruck  von  ipw  kann  man  die  Werthe 
dieser  letzten  Coefficienten  allgemein  als  Funktion  von  n  geben 

bis  zu  w  =  4,  da  9  {x)  und  9  {w)  bis  zu  i^"  ~  ^  entwickelt  sind.  Die 
allgemeine  Form  wird  bei  der  weiteren  Fortsetzung  immer  weit- 
läuftiger,  so  dafs  bei  dem  geringen  Interesse,  welches  sie  hat,  eine 
weitere  Entwickelung  unnöthig  sein  würde.    Denn  da 
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^^  ^  24n 

(n-2)(n-l)(n+l)(n  +  2)(5n  +  12)       -  .3 
■*■  5760n«  ^ 


•  •  •  • 


(n4-2)(n  +  l) 


(p{w)      ti;«+i  24n  -"-*"* 


-h 


(w  +  4)  (n  +  3)  (w  -h  2)  (n  + 1)  (5  n  -  2) 


5760  w»  tc;'»-*'^ 

80  wird  far  n  ungerade 


(^(w) 


iW  +  l /*•  _L  0\  «)/l»,S  O»— 1 


2»-^^(n  +  2)  24n«  2' 

—  » 

(n-l)(H  +  l)(w  +  2)(5n  +  12)        1 

5760«»  2"-» 

und  f&r  n  gerade 

r      /  ^J  1  1  (n  +  2)      1 

J    *^  (n  +  3)     2»+*         24»       2" 

-4 

.   (n-2)(n  +  l)(n  +  2)(5nH-12)       1 


5760n8  2"-' 

Man  erh&lt  damit  fBr 

n  =  2Ä8  =  0    fe4  =  -T-i„,    &,  =  -Vi 

n  =  4ftB  =  0    fe«  =  -7,VT    ^  =  -t1t 
fOr  n  =  5  wird  man  f&r  9>w  den  Ausdruck  haben 

K  -  t\Är)  (w*  -  TÄn)  K  -  riü) 
oder  SP  (w)  =  «;•  -  -Aftf  w*  +  t«  j«„  w«  -  „J^^. 

und  also  fttr  /(p  (w)  dtc  den  Ausdruck 

Ffir  die  Grenzen  —i  und  +i  werden  diese  vier  Glieder 

8* 
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4- 


7        2«       100  2*       30000   2*       40000 
von  denen  die  drei  ersten  in  der  obigen  allgemeinen  Form  ent- 
halten sind,  das  vierte  eine  Entwickelnng  von  g^iw)  bis  zn  ti^~^ 
erfordert  haben  würde.    Die  ganze  Summe  giebt  f&r  n==5 

h^  —  3 Aüü  nnd  damit  kj  =  —  t3üW. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  man  bloCs  durch  wirkliche  Ent- 
wickelnng von  ^{w)  nach  den  Zahlenwerthen  die  Fehler-Coefficienten 
bis  zn  n  «=  10  ohne  allzu  grofse  Mfihe  gleich  finden  können.  Alle 
ohne  Ausnahme  haben  das  Yorzeichen  Minus.  Die  Tafel  der 
Ootesi'schen  Integrations- Faktoren,  nebst  den  dazu  gehörigen 
Fehler-Ooefflcienten,  erlaube  ich  mir  hier  nach  Gaufs  vollständig 
herzusetzen,  da  sie  selten  so  gefunden  wird.    Die  Berechnung  der 

Integrations- Faktoren,   die  mit  B,  jB',  R*', Ä<">  bezeichnet 

werden  mögen,  so  dafs 

11)  /y  dx  =  Rf{a)  +  Rfia,)  -h  R^f(a,^) ....  B^^f{a^\ 

wird  sich,  wie  es  auch  bei  Gaufs  angegeben  wird,  am  einfachsten 

tp  (x)  1      2 

machen,  wenn  man  — ^  -—  für  alle  Zahlen  0,  — ,  —  ....  1 

Ä  — a,»  n      n 

gleich  m  gesetzt,  wirklich   durch  Multiplikation   entwickelt  und 

numerisch  integrirt.    Sei 

(p{x) 


k 


dx  =  X, 


0 


ii)  (x) 

und  der  numerische  Werth  von    ^         für  a?  =  a«,  der  am  leich- 

x  —  a„, 

testen  aus  dem  Produkt 

gefunden  wird,  oder  was  dasselbe  ist 

y'(aj  =  3f„» 

X 
so  wird  R^^  =  -^-.     Auch   kann    der   einfacheren  Bezeichnung 
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wegen  immer  der  Werth  der  Integrations-Faktoren,  die  symmetrisch 
{[leich  weit  vom  Anfang  oder  Ende  liegen,  zusammen  angegeben 
werden,  da  bei  den  Annahmen  für  die  Intervalle  nach  Cotes  immer 

^ein  mofs,  was  Oanfs  durch  Einführung  einer  dem  w  analogen 
neuen  Yariabeln  beweist. 

Tafel  der  Cotes'ischen  Integrations-Faktoren 
und  der  Fehler-Coefficienten  des  Integrals  nach  Gaufs. 

w  =  l 
Ä  =  Ä'  =  i 

Äj  =s  0         A4  =  —  -j^,         Ä:5  =5=  —  Jg. 

n  =  3 

'*4  ~        210»  "^6  ~         rof* 

n  =  4 

Ä5  =  0  Ar^j  SS»         26891  ^  ^^         f68* 

w  =  5 

fc    11  L.    —  II 

**«  529001  "'7  —  löOOU* 

n  =  6 

^  -"  840»  -'*=•-»—  331  Ä— Ä      —  28Ö»  -"       ~  105 

kfj=0  Äg  =  —  88880»  *^  =  —  sViÜ- 

n  =  7 

-'^  ~"  -"'         —  I  12801  Ä    —  -a       «a   17280*  Ä      =  Ä     =  ^ 

■**  Ä      —  1T280 

l»    -_ 167  L.    167 

"«  10S884I0»  '*9 285208Ö' 
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n  =  8 

S  =  J2^'"  ==  -ilÄ-  ß'  =  ß^"  =    a044  Dii  _.  PVI  _.  _     464 

-"         -"         —28  3  50»  -"'  •"  14115»  •"  ^  rtlfS» 

J>Ht  _  PV  —    52  4  B  PIV 454 

jl       — -»  ""14175»      ^      ""    2885 

7,  A      7r 37  JU 37 

«-9 — V      /^iQ —    I73Ü1504»      "'11  —    3145728- 

n  =  9 

ß  s=  i?^  =  -IfilX  P'  —   PVni  _  j_5  7JL1  P''  —   PVII  _      27 

■"'  —  ■*''      —  89600»  ■"'    — •"'         —  80600»  '"'     — '"'        —  2840» 

ß"'  =  ß^»  =  120ff  ßl^  =  ßv  =  JiMSL 

-"'       — Ä      —5900»  -"'  '"'  44800 

'»'lO —  631351908»  "'11  114791256* 

n  =  10 

B  =a  ß^  ==  JL50fiX  R*  --  Pnc  ^   ?657_j.  p//  _  pviii LUJLi 

XV  —  XV     —398752»  ^    — '"'  140688»  ^     — ^  —  199884» 

p//i  PTII  _    5675  prv pTI 4825        pv 1  7807 

■*«'       —  ^       —  12474»  •"'      — -"'      —  11088;    ■"'    —  24949 

^  ^  A      l.^^ 26027  7. 26027 

nn  —  V      A.12       136500000000»      "^18 —    2  1000000000* 


W&re  hiernach  das  Integral 

9 


=/ 


dx 


X 

8 


oder  der  hyperbolische  Logarithmus  von  |  zu  finden,  so  würde  es 
auf  die  Form  gebracht  werden 


/i 


1 

dx 


8  +  x 

0 


und  für  y  den  Werth  y  =  g         geben.    Es  wäre  folglich  fUr 


n=l 

m = *,    f{<h) = -i. 


1«4 

=  0,11805 

n  =  2 

A«)  =  i.  /'(Ol)  =  Ä,  A«2)  =  i 

=  0,11778  322 
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n  =  3 

=  0,11778  3119 

n  =  4 

m = h  fM = ^1  A«2)  ==  j\.  A^s) = ^s.  Ret,) = 4. 

=  0,11778  30357  73 

Die  Entwickelung  von  f{x)  wird 

.,  ,  1       _    1        J_  JL    2_    ^      3 

/^^^--8+^"""8~""  82  ^"^   8»  ^        8*"^  •••• 

n        1 

Es  wird  folglich  der  Fehler  des  Integrals  wegen  -ST»  =  (—1)  -t^+y 

o 

fürn  =  l....  =  --g-  -83+-]-  -8V=-0,00026  45 
»  =  2         =-  12Ö  ^^-  +  1  i— 0,00000  01758 
"  =  3         =-  2TÖ  -l-  -^  iÜ8  ^  =  -0,00000  00777 
"^^-        =-2^8  8'  -^768  -Jr  = -0.00000  00000  998 

Diese  Fehler  stimmen,  so  weit  die  Vernachlässigung  der 
späteren  Glieder  es  gestattet,  vollkommen  mit  dem  wahren  Werthe 
0,11778  30356  5638  und  zeigen  auch,  wie  sehr  viel  gröfser  die 
erlangte  Genauigkeit  ist  bei  dem  üebergange  von  einem  ungeraden  n 
zu  dem  nächstfolgenden  geraden,  als  bei  dem  üebergange  von 
einem  geraden  n  zu  dem  nächstfolgenden  ungeraden. 

Sind  demnach  die  Werthe  der  a  ihrer  Yertheilung  nach  ge- 
geben, wie  es  bei  Ootes  der  Fall  ist,   so  wird  man  zuerst  aus 

ihnen  die  Funktion  tp{x)  bilden  müssen;  und  aus  derselben  — t-ä» 

SP  W 

damit  V  und  endlich  den  Fehler  des  Integrals  erhalten.    Er  hat 
immer  denselben  Werth 


} 


m 
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wenn  man  ihn  mit  Jacobi  durch  A  bezeichnet.  Da  er  sich  aber 
zusammensetzt  aus  den  Integralen 

fx g){x)  dx,     /x^9(x)  dx  etc.      /c^  ip{x)  dx 

so  kann  man  auch  die  Aufgabe  umkehren,  und  von  einer  Gleichung 

ausgehen.  Hat  diese  Gleichung  lauter  reelle  positive  Wurzeln 
an  der  Zahl  n  + 1,  so  kann  man  diese  für  die  Werthe  der  Ab- 
scissen  annehmen  und  mit  den  so  erhaltenen  a  die  Operation  des 
Integrirens  vornehmen.  So  wie  in  dem  früheren  Falle  die  Bildung 
von  9>  {x)  die  l&stigste  Operation  ist,  so  ist  es  in  dem  zweiten  Falle 
die  Ableitung  der  Wurzeln  der  Gleichung,  oder  die  Bestimmung 
der  a.    Dabei  aber  gewährt  der  zweite  Fall  den  grofsen  Yortheil, 

dafs  man  es  in  seiner  Gewalt  hat,  so  viele  /a;^  y  {x)  dx  successive 

Yon^g>{x)dx  an  gleich  Null  zu  machen  als  die  Aufgabe  gestattet, 

und  damit  eine  Anzahl  der  Coefflcienten  des  Ausdrucks  von  A 
von  K^i  an  zu  vernichten.  Dieses  ist  durch  die  neue  Methode 
von  Gaufs  geschehen  und  die  schwierige  Indukti<)n,  die  ihn 
darauf  geführt  hat,  durch  den  Jacobi' sehen  directen  Beweis  so 
concis  abgeleitet  worden,  dafs  nur  noch  der  Gang,  den  dieser 
dabei  genommen  hat,  kurz  angedeutet  werden  möge. 

Die  Integrale,  die  hier  verschwinden  sollen,  haben  die  Grenzen  0 
und  1,  und  es  mtlssen,  um  die  auf  einander  folgenden  Glieder  der 
Entwickelung  von  A  aufzuheben  oder  zu  vernichten,  und  folglich 

die  gröfstmöglichste  Genauigkeit  des  Integrals  jydx  zu  erreichen, 
die  Integrale 

/9(x)  da?,  fx  g)(x)  dx^  Jx^  fp(x)dx fx!^  y  {x)  dx 

o  o  »  o  ^ 

Null  werden.  Da  ^{x)  eine  Funktion  von  der  (n  +  l)'®^  Ordnung 
von  x  ist,  so  ist  es  unmöglich,  weiter  zu  gehen  und  noch  mehr  als 
diese  n  +  1  Integrale  verschwinden  zu  machen,  weil  ihre   Zahl 
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gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Gleichung  ist,  über  welche 
allein  man  verffigen  kann. 

Jacobi  zeigt  zuerst  durch  eine  einfache  Beduktionsformel, 

dafs  die  Verschwindung  der  w+ 1  Integrale  j(f  {x)  dx  bis  /ac«  (p{x)dx 

o  o 

auch  bedingt,  dafs  die  («+1)  Integrale /^j (a;)  dx  bis/""*"^  ^(ic)  da^^^ 

o  o 

zwischen  denselben  Grenzen  genommen  verschwinden  müssen  und 
umgekehrt.  Sind  die  Grenzen  wie  hier  0  und  1,  d.  h.:  bestimmt 
man  das  Integral  so,  dafs,  wenn  es  für  x^O  verschwindet,  es 
auch  für  o;  =  1  verschwinden  soll,  so  kann  man  die  Aufgabe,  die 
hier  vorliegt,  auch  so  fassen: 

Man  soll  eine  Funktion  n{x)  finden,  die  für  x==0  und  für 
x=^i  zugleich  mit  ihrem  V^^^  2*«^  S**»»  bis  w*«°  Differentiale  ver- 
schwindet. Dieses  fordert  wieder,  dafs  n{x)  die  Faktoren  a;^"^^ 
und  {x—lf^^  habe  und  umgekehrt;  jede  Funktion,  die  den  Faktor 

a?*"*"^  (rc— 1)""*"^  hat  und  aufserdem  nur  constante  Faktoren,  er- 
fUlt  diese  Bedingungen.    Da  nun 

(p{x)  =  (a?  —  a)  (a?  —  Ol)  (ä  —  «a) (^  —  «n) 

also  eine  ganze  rationale  Funktion  von  der  (n  + 1)^°  Ordnung  ist, 
fio  ist  n{x)^f'^^if{x)doi''^^  schon  an  sich  von  der  (2n  +  2)ton 
Ordnung.    Bildet  man  deshalb 


dar 


+  1 


und  dividirt  mit  dem  constanten  Faktor,  der  sich  bei  der  Differen- 
tiation entwickelt,  so  erhält  man 

tf>{x)^x  2„4.2    ^+'i.2.(2n  +  2)(2w  +  l) 

(«  + 1)2  n«  (n  - 1)«  »_2 

«A/  •    •    •    • 


1  •  2  •  3 .  (2n  +  2)  (2w  + 1)  (2n) 

o+i_  (»t  + 1)  ^  (»  —  1)  ("  ~  '^) ^ 

■♦"  ( - 1)         (2n  +  2)  (2n  + 1)  (2n) . . . .  (n  +  2) 

Die  Wurzeln  der  Gleichung,  wenn  dieses  so  bestimmte  yC»)  =  0 
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gesetzt  wird,  geben  die  Oröfsen  a  bis  a„,  und  da  die  Wurzeln  der 
Gleichung  II{x)  =  0  alle  reell  und  714-1  von  ihnen  =0,  die  n-hl 
andern  =  1  sind ,  so  folgt  aus  der  Lehre  von  den  Gleichungen, 
dafs  die  a  bis  a„  s&mmtlich  alle  reell  sind  und  zwischen  0  und  1 
liegen. 

Zuletzt  bestimmt  Jacobi  auch  den  Ausdruck  des  Fehlers 
und  findet  die  Form  für  denselben,  den  er  nicht  blofs  auf  sein 
erstes  Glied  beschränkt,  ganz  so  wie  bei  Gaufs,  nämlich  für  das 
erste  Glied: 

,  ^  / 1  2  3  . . . .  (n  -h  1) \2    _1 

Ä^2«  +  2-^  (n  +  2)(n-H3)(n  +  4)....  (2?i  +  2)  /  "2n  +  3" 

Es  kann  hier  noch  bemerkt  werden,  dafs  hier  wie  bei  Gaufs 
die  Zahl  n  die  Anzahl  der  Intervalle  bedeutet,  während  bei  Ja- 
cobi n  die  Anzahl  der  Abscissen  ist. 

Auch  hier  erlaube  ich  mir  nach  Gaufs  die  Werthe  der  a  und 
der  Ä,  die  wie  bei  den  Cotes'ischen  Werthen  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  den  Anfang  und  das  Ende  vertheilt  sind,  bis  auf  10  De- 
cimalen  herzusetzen,  um  alle  Zahlenwerthe  beisammen  zu  haben. 

Tafel   der  Vertheilung  der  Abscissen -Werthe   und  der 
Integrations-Faktoren  bei  der  Gaufs'ischen 

Integration  von 

fydx 

o 

n  =  0 
a  =  0,5 
Ä=l 

«2  —  TT 

n  =  l 

a  =  0,2113248654 

ai  =  0,7886751346 

Ä  =  Ä'  =  i 
h   _  1 

«^4  —  T¥ü 
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«  =  2 

a  =  0,1127016654 
a'  =  0,5 

a"  =  0,8872983346 
R  =  R"  =  t\ 

«  =  3 
a  =  0,0694318442 
a'  =  0,3300094782 
a"  =  0,6699905218 
a'"  =  0,9305681558 
Ä=Ä'"  =  0,1739274226 
R'  =  iJ"  =  0,3260725774 

n  =  4 
a  =  0,0469100770 
a'  =  0,2307653449 
a"  =  0,5 

a'"  =  0,7692346551 
a"  =  0,9530899230 
Ä  =  ßt'  =  0,1184634425 
R>  =  E'   =0,2393143352 
Ä'"  =  0,2844444444  =  ^ 

n  =  5 

o  =  0,0337652429 

o'  =  0,1693953068 
a"  =  0,3806904070 
a'"  =0,6193095930 
a"  =  0,8306046932 

a"  =  0,9662347571 

i2  =  Äv  =0,0856622462 
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ii2=  * 


R=.R^==  0,1803807865 
JJ"=JB'"  =  0,2339569673 

w  =  6 
a  =  0,0254460438 
a'  =  0,1292344072 
a"  =  0,2970774243 
a'"  =  0,5 

a^  =  0,7029225757 
d"  =  0,8707655928 
a^'  =  0,9745539562 
i?  =  Ävi=,  0,0647424831 
B'  =  B^  =0,1398526957 
1?"  =  £1^  =  0,1909150253 
Ä'"  -  0,2089795918  =  vyy»y 

Man  sieht  hieraus,  dafs  3  Abscissen  bei  Ganfs  dieselbe  Ge- 
nauigkeit geben  wie  5  bei  Cotes,  sowie  6  Abscissen*  bei  Gaufs 
noch  genauere  Resultate  geben  wie  11  bei  Cot  es;  auch  fällt  bei 
Gaufs  der  unterschied  zwischen  der  Genauigkeit  bei  geraderund 
ungerader  Zahl  der  Intervalle  ganz  weg.  In  den  ersten  fünf 
Jahren  der  neuen  Berliner  Sternwarte  beobachtete  mein  damaliger 
Gehülfe,  der  jetzige  Direktor  der  Breslauer  Sternwarte,  Herr 
Prof.  Galle,  dreimal  täglich  den  Barometerstand  und  Thermo- 
meterstand zu  den  Zeiten,  welche  um  den  neunten  Theil  des 
ganzen  Tagebogens  später  als  Sonnenaufgang  und  frflher  als 
Sonnenuntergang  fielen  und  zur  Zeit  des  nahen  Mittags.  Er  er- 
reichte dadurch  dieselbe  Genauigkeit,  als  wenn  er  fünfmal  täglich 
in  gleichen  Zeitinteryallen  die  Beobachtungen  angestellt  hätte,  wie 
es  in  der  That  auch  die  Erfahrung  bei  der  Herleitung  des  mittlem 
Thermo-  und  Barometerstandes  aus  seinen  Beobachtungen,  ver- 
glichen mit  denen  einer  längeren  Reihe  von  Jahren,  bestätigt  hat 


Allgemeine 

Auflösung  der  numerischen  Gleichungen. 


Der  Lösung  des  Problems,  welches  Lagrange  so  ansdrfickt: 

Etant  donnie  um  iquation  numSriqiie  sans  aucune  notion  de  la 
grandeiir  ni  de  la  nature  de  ses  racines,  en  trouver  les  valeiirs 
numiriques,  exactes  s'ü  est  possible,  ou  aussi  approchies  qiCon 
voiidra, 
ist  durch  Hm.  Prof.  6  raffe  in  Zürich  eine  neue  Seite  abgewonnen 
worden.  In  seiner  Schrift:  Die  Auflösung  der  höheren  nume- 
rischen Gleichungen  als  Beantwortung  ^einer  vonderEgl. 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  aufgestellten 
Preisfrage,  Zürich  1837,  zeigt  er,  dafs,  wenn  man  aus  einer 
gegebenen  Gleichung  eine  andere  ableitet,  deren  Wurzeln  sehr 
hohe  Potenzen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  aus 
den  Coefficienten  der  letzten  Gleichung  die  reellen  Wurzeln  und 
die  Moduln  der  imaginären  sich  sämtlich  ergeben.  Er  zeigt  auch 
den  einfachsten  Weg,  zu  solchen  sehr  hohen  Potenzen  der  Wurzeln 
zu  gelangen.  Diese  Sätze  sind  in  den  folgenden  Blättern  zu- 
sammengestellt, und  mit  dem  vervollständigt,  was  sie  noch  für  die 
gänzliche  Lösung  des  Problems  vermissen  liefsen.  Nämlich  mit 
der  Ermittelung  der  imaginären  Wurzeln  selbst  auf  einfachem  und 
strengem  Wege,  mit  einer  Erleichterung  des  Verfahrens  bei  Wurzeln, 
die  nahe  zusammenliegen,  und  auch  bei  sehr  hohen  Potenzen  sich 
nicht  entscheidend  genug  trennen  würden,  und  mit  den  Methoden 
die  Werthe  so  weit  der  Wahrheit  näher  zu  bringen,  als  man  immer 
wünschen  mag. 
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Die  so  auf  Hrn.  Prof.  Graf fe 's  neuem  Wege  sich  ergebende 
Auflösung  empfiehlt  sich  in  sehr  hohem  Grade  durch  ihre  Allge- 
meinheit, Strenge  und  Kürze.  Sie  ist  in  so  fern  direct,  als  sie 
keine  Versuche  irgend  welcher  Art  nöthig  macht  Sie  ist  auf  alle 
noch  so  hohen  Grade  der  Gleichungen  anwendbar,  führt  nie  auf 
Gleichungen  höheren  Grades  als  die  gegebene  ist,  und  verlangt 
bei  ihrem  stets  unverändert  bleibenden  Verfahren  nie  unausführ- 
bare Rechnungen.  Die  Natur  der  Wurzeln,  die  Anzahl  der  ima- 
ginären, legt  ihr  durchaus  kein  Hindernifs  in  den  Weg,  sie  giebt 
immer  bestimmte  Resultate,  über  deren  Richtigkeit  die  einfachste 
Substitution  entscheiden  läfst.  Sie  setzt  durchaus  gar  keine  Kennt- 
nifs  von  der  Natur  der  Wurzeln  voraus,  sowie  sie  überhaupt  aus 
den  einfachsten  Eigenschaften  der  Gleichungen  sich  herleiten  lä&t 
Für  die  Kürze  derselben  spricht  endlich  der  umstand,  dafs  die 
Bestimmung  der  sämtlichen  Wurzeln  einer  Gleichung  vom  7**«» 
Grade  bei  sechs  imaginären  Wurzeln,  so  weit  der  Wahrheit  ge- 
nähert als  Logarithmen  von  7  Decimalen  es  erlauben,  in  etwa  zwei 
bis  drei  Stunden  gänzlich  vollendet«  sein  wird. 


Die  Auflösung  der  Gleichungen  kommt  bekanntlich  darauf 
hinaus:  die  linearen  Faktoren  zu  finden,  aus  deren  Multiplication 
mit  einander  die  Funktion  einer  Variabein  entstanden  ist,  welche 
für  gewisse  Werthe  dieser  Variabein  verschwinden  soll.  Etwas 
abweichend  von  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch,  werde  ich  die 
bekannte  Gröfse  in  einem  solchen  linearen  Faktor,  die  Wurzel  der 
Gleichung  nennen,  so  dafs  wenn  ein  Faktor  einer  Funktion  von  x 
durch  a:  +  a  bezeichnet  wird,  a  künftig  die  Wurzel  der  Gleichung 
heifst,  welche  entsteht,  wenn  man  die  Funktion  gleich  Null  setzt 
Man  hat  bei  dieser  Benennung  den  für  die  numerische  Rechnung 
angenehmen  Vortheil,  dafs  eine  einfachere  Betrachtung  der  Zeichen 
eintritt*  Geht  man  nämlich  von  positiven  Wurzeln  aus,  wie  es  am 
angemessensten  ist,   so  hat  man  nach  dem  gewöhnlichen  Sprach- 
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gebrauch  in  einer  Gleichung,  die  lauter  positive  Wurzeln  hat, 
abwechselnde  Zeichen,  (während  nach  der  hier  angenommenen  Be- 
nennung lauter  positive  Zeichen  in  diesem  Falle  vorkommeii.  Der 
an  sich  unerhebliche  Unterschied  wird  nur  bemerkt,  um  Mifsver- 
ständnisse  zu  verhüten. 

Betrachtet  man  zuerst  den  Fall,  wo  alle  Wurzeln  reell  und 
anter  sich  verschieden  sind,  so  ist  die  Gleichung  entstanden  aus 
einem  Produkt  von  der  Form 

(x  4-  a)  (a?  -h  6)  (o:  +  c)  (a:  -4-  d) .  _  .  =  0. 

Nach  bekannten  Lehren  werden  bei  der  wirklich  ausgeführten 
Multiplication  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x 
gebildet  aus  den  Combinationen  (ohne  Wiederholung)  der  Wurzeln 
zu  1,  zu  2,  zu  3,  so  dafs  jeder  Coefflcient  die  Summe  aller  ähn- 
lichen Combinationen  ist.  Bezeichnet  man  also  die  Summen  solcher 
Combinationen,  je  nach  dem  Grade  derselben  mit  [a],  [a6],  [aJc] 
etc.,  so  wird  die  entwickelte  Gleichung 

X«  +  [a]  a?»--i  -4-  [a6]  ir«-2  ^_  [a  Je]  a:»-»  +  \ahcd\  a;» -^ =  o. 

Aus  den  Coefficienten  einer  solchen  Gleichung  kann  man  aber 
nach  bekannten  Lehren  alle  symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln 
finden  und  numerisch  berechnen,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu 
kennen.  Man  kann  /olglich  auch  vermittelst  dieser  Coefficienten 
die  Combinationen  beliebig  hoher  Potenzen  der  Wurzeln  zu  1, 
zu  2,  zu  3  bestimmen,  oder  die  Summen  [a"»],  [a»»  i"»],  [a«  h^  c«]  etc. 
Folglich  kann  man  auch  die  sämtlichen  Coefficienten  einer  Gleichung 
angeben,  deren  Wurzeln  die  m^^  Potenzen  der  Wurzeln  der  ursprüng- 
lich gegebenen  Gleichung  sind,  nämlich 

Die  Gröfse  von  m  kann  ganz  beliebig,  so  hoch  man  will,  ange- 
nommen werden.  Man  nehme  nun  an,  um  den  Gang  der  Ent- 
wickelnng  leichter  zu  übersehen,  es  sei  unter  den  Wurzeln  a  die 
grofste,  b  die  nächst  gröfste,  c  die  folgende  etc.  oder  es  sei 

a>i,    6>c,    c>d,    d>e etc.. 
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fem  er  sei  m  eine  sehr  hohe  Potenz,  so  wird  in 

[a»»]  =  a«  +  6»  -h  c»  4-  d«  4-  e« 

für  einen  gewissen  Grad  der  Näherung,  endlich  einmal  der  Fall 
stattfinden  bei  stets  vergröfsertem  m,  dafs  e*"  verschwindet  oder 
vernachlässigt  werden  kann  gegen  d"*,  d^  gegen  c»,  c*  gegen 
fc«,  J«  gegen  a«,  und  also  auch  die  Summe  aller  Potenzen  der 
kleineren  Wurzeln  gegen  die  Potenz  der  gröfsten.  In  diesem 
Falle  wird  man  setzen  können 

Das  ähnliche  wird  in  der  Summe  [a«  6»]  stattfinden  in  Bezug  auf 
das  Glied  a^  (*»,  welches  zuletzt  nothwendig  gegen  die  Summe 
aller  andern  a"»  c»,  a*»  d»,  &»  c^  etc.  überwiegen  mufs.  Es  wird 
folglich  ebenfalls  dann  gesetzt  werden  können 

und  ganz  analog  bei  allen  folgenden  Gliedern,  oder  die  End- 
gleichung wird  bei  stets  vergröfsertem  m  endlich  einmal  die  Form 
annehmen 

Hat  man  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  numerisch,  so  hat  man 
unmittelbar  a*»,  durch  Division  von  — -— -  dann  auch  6"*,  nachher 

Qin  Jftn  Am 

aus  dem  Bruche  - — ^  r,^^ —  ebenfalls  c^y  und  überhaupt  die  w**"  Po- 
tenzen aller  Wurzeln  zu  gleicher  Zeit,  aus  denen  sich  die  Wurzeln 
selbst  durch  Ausziehung  der  m^^  Wurzel  ergeben.  Das  Kenn- 
zeichen, ob  für  einen  bestimmten  Grad  der  Näherung  die  Grenze 
erreicht  sei,  wird  man  darin  finden,  dafs  wenn  man  von  der  Po- 
tenz m  zu  der  Potenz  m*  übergeht,  also  aus  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  bildet 

die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  in  beiden  Gleichungen 
sich  verhalten  wie  die  m*«  Potenz  einer  Gröfse  zu  der  m'^"  der^ 
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selben,  oder  wenn  man  die  Logarithmen  eines  Coefficienten  von 
a?»-*"  in  beiden  Gleichungen  hat,  die  etwa  durch  lg  «„  in  der 
ersten,  lg  a«'  in  der  zweiten  bezeichnet  werden  mögen,  so  mufs 
fär  den  angenommenen  Grad  der  Näherung 

^?^*»  ==  -^  ^^^^'    oder  lga„»'  =  "ZT  J? *« 


sein,  und  zwar  bleibend,  da  in  speciellen  Fällen  es  wohl  sein 
kann,  dafs  die  Summe  sämmtlicher  kleinerer  Wurzeln  und  ihrer 
Combinationen  doch  noch  erheblich  genug  ist,  um  ein  ähnliches 
Verhältnifs  hervorzurufen.  Indessen  wird  die  Möglichkeit  dieser 
Ausnahme  immer  verringert  werden,  je  mehr  m  wächst,  und  wird 
zuletzt  ganz  aufhören. 

Wollte  man  die  Erhebung  zu  solchen  sehr  hohen  Potenzen 
auf  die  gewöhnliche  Art  durch  Bildung  der  symmetrischen  Funk- 
tionen bewirken,  so  würde  die  Rechnung  nicht  ausführbar  sein. 
Man  erreicht  aber  dasselbe,  wenn  man  stufenweise  erst  die  Wurzeln 
zur  Potenz  p  erhebt,  und  die  Gleichung  bildet,  welche  den  aP, 
h^  etc.  entspricht.  Leitet  man  aus  den  numerisch  berechneten 
Coefficienten  dieser  Gleichung  die  andere  ab,  welche  die  p^  Potenz 
der  Wurzeln  derselben  enthält,  so  hat  man  die  Gleichung,  deren 
Wurzeln  die  pp^  Potenz  der  Wurzeln  der  ursprünglich  gegebenen 
Gleichung  sind,  und  fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  nach  und 
nach  Gleichungen,  deren  Wurzeln 

ap  ap^  dP^  etc. 

sind,  wo  folglich  m  gleich  einer  Potenz  von  p  sehr  schnell  wächst. 
Schon  die  kleinsten  Zahlen  für  p  werden  hier  alle  Bequemlichkeit 
gewähren. 

Wäre  zuerst  p  =  2  und  die  vorgegebene  Gleichung: 

aj^  +  OiÄ^-^  +  Oa  aj^-^-l-aa  a;""^ -ha„  =  0, 

so  schreibe  man  für  x.. .  x^.  Die  linearen  Factoren  dieser  Glei- 
chung werden  dann  sein 

Encke'B  AbhandL  L  9 
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{x^  4-  ä)  {x^  -hb)  (x^-hc)...=0. 

Schafft  man  aus  ihr  alle  Wurzelgröfsen  weg,  so  werden  die  Fac- 
toren  der  neuen  Gleichung 

(x-a^)  ix-h^)  (a:-c2).,.=0, 

und  um  positive  Wurzeln  zu  erhalten  (in  dem  obigen  Sinne),  än- 
dere man  das  Zeichen  aller  Glieder,  die  der  zweiten,  vierten  etc., 
das  heifst  alsO;  überhaupt  einer  geraden  Ordnungszahl  angehören, 
wenn  man  von  der  höchsten  Potenz  von  x  anfängt  und  keine 
übergeht. 

Zur  Wegschaffung  der  Wurzelgröfsen  kann  man  davon  aus- 
gehen, dafs  für  2?  +  g  =  0  auch  p^  —  q^^  0.  Wenn  man  die  Glei- 
chung also  in  zwei  solche  Theile  abtheilt,  dafs  jeder  für  sich, 
wenn  man  ihn  in  das  Quadrat  erhebt,  von  aller  Irrationalität  frei 
ist,  so  ist  das  Verlangte  erreicht.  Diese  Theile  können  in  jedem 
Falle  sein 

n_  n—2  n— 4  n-H5 

x^  ^a^x  2    +a^x  2   -{-a^x  ^ 

n— 1  n— 3  n—h  n—1 

und  a^x  ^  +a^x  '^   ^a^x  ^   -¥a>jX   ^ 

Ihre  Quadrate  sind 

+  2aJ  +2afl      i  +2a2«6i 

+  2«, 
und 

+  2aia5J  +2aia7i  4-20307/ 

+  2oi  09) 

Nimmt  man   die   Differenz  dieser  Quadrate  und  ändert  die 
Zeichen,  wie  eben  bemerkt,  so  wird 

—202)  — 201O3I  —20^04!  —2a^a^i 

4-204     )  +201O5/  +20200 

—  2a0     1  — 2^  ^ 


2o, 


8 
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die  Gleichung  sein,  deren  "Wurzeln  a^,  b^,  c^  etc.  sind.  Diese 
Form  giebt  eine  höchst  einfache  und  übersichtliche  Rechnung. 
Der  Coefficient  einer  Potenz  von  x  in  der  neuen  Gleichung  wird 
gebildet  durch  die  Verbindung  des  Quadrats  des  Coefflcienten  der- 
selben Potenz  in  der  schon  berechneten  Gleichung,  mit  den  dop- 
pelten Producten  je  zweier  gleich  weit  zu  beiden  Seiten  von  ihm 
abstehender  Coefflcienten,  die  letzteren  regelmäfsig  mit  abwechseln- 
den Zeichen  genommen. 

Eine  ähnliche  Ableitung  kann  man  auch  fiir  p  =  3  machen. 
Da  jedesmal,  was  auch  j),  q  und  r  sein  mögen, 

(j?  -h  g  +  r)^  =  ^'  +  3^  +  r*  -f-  3(^  -f-  g  4-  r)  (jpq  +  qr  +pr)  —  Spqr, 
so  wird  auch  immer,  wenn  i?  +  g  +  r  =  0, 

|)8  _|_  j3  _|_  ^.8  _  Qpqf  =  0. 

Wenn  man  also  in  der  gegebenen  Gleichung  statt  x .. .  x^  schreibt, 

1  1 

wodurch    die   linearen   Factoren  werden  x^-^a,  x^-^b  und  hier 

die  Würzelgröfsen  wegschafft,  so  erhält  man  die  Factoren  x-ha^ 
o:  -h  6',  X  H-  c^  ohne  dafs  es  nöthig  wäre,  die  Zeichen  nachher  noch 
zu  ändern.  Zu  dieser  Wegschaffung  ist  es  nach  der  eben  ange- 
führten Gleichung  nur  erforderlich,  die  Gleichung  in  drei  solche 
Theile  zu  theilen,  dafs  der  Cubus  jedes  einzelnen  und  das  Product 
aller]  drei^frei  von  einer  Irrationalität  ist.  Solche  Theile  können 
immerilsein : 

_n_  n— 3  n— 6 

0?*  -hcc^x^-^-a^x^-h     =  Ä 

n— 1  n-4  ^—7 

a^x    *    -hCC^X    ^    -hCC^  X    *    =  B 

n—2  n—b  n-8 

a^x  ^  4-  «5  ä;  ^  H-  «8  a:  » =  G 

Denn  sie  werden 

n 

x^     I  1  +  «8  X"^  +  «e  x-'^  . . . .  J      ^A 
X  ^    {  «1  +  «4  ^^^  H-  «7  xr'^  • .  •  • }      =B 

n-2 
X    ^     {  «2  +  «6  ^^^  +  «8  ^"^  •  •  •  •  }        =  6\ 


9 


9 
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die  offenbar,  jeder  fSr  sieb  zam  Cabns  erboben,  und  mit  einancler 
luEltiplicirt,  frei  Ton  einer  ItratioDalität  sind.    Bildet  maa  also 

Ä'+B^  +  C^-SABC, 
BO  werden  die  ersten  Glieder 
a?"  4-  («,'  -  3«i «j  +  Sog)  af -^ 

+  («,'  +  3a,'«(  —  3ai«6  -  8a|Oa«j  -3a^a^  +  3«,'  +  Sa^)  Xf-^ 
(«,'— 3«|a8  +  3«i'«7— 3ai«2a«— Saiagas+Saitti'+Sai'aoia:»-' 
1      —  3aj03«4  — Sogo,  —  Sa^ttj  +  6aa«B  +  3aB  / 

Der  Tortbeil  der  EUrze  und  Einfftchbeit  ist  so  entschieden 
bei  dem  Falle  p  =  2,  dafs  weder  das  bedeutend  langsamere  Fort- 
schreiten der  Potenzen  2,  4,  8, 16  etc.,  verglichen  mit  3,  9,  27  etc.. 
ihm  Eintrag  tbat,  noch  selbst  der  Umstand,  dafs  für  p  gleich  einer 
geraden  Zahl,  der  Unterschied  zwischen  einer  positiven  and  einer 
negativen  Wnrzel  gleich  anfangs  verschwindet,  während  eine  ange- 
rade Potenz  ihn  bestehen  läTst.  Wenn  man  die  Wnrzel  ihrer  ab- 
solaten  Gröfse  nach  kennt,  und  nur  das  Zeichen  nngewirs  ist,  so 
reicht  eine  einfache  Substitution,  wobei  man  die  geraden  und  un- 
geraden Potenzen  von  x  von  einander  trennt,  sogleich  hin,  nm 
darüber  zu  entscheiden.  Sonst  könnte  man  anch  durch  Subsütutioa 
der  nächsten  positiven  und  negativen  Grenzen  in  runden  Zahlen 
um  so  unbedenklicher  darQber  sich  versichern,  als  man  alle  andern 
Wurzeln  gleichzeitig  kennen  lernt,  und  folglich  die  Grenzen  stets 
so  nehmen  kann,  dafs  nur  die  eine  Wurzel  innerhalb  derselben  vor- 
handen ist. 

Eine  solche  Snbstitntion  des  zaerst  gefundenen  Werthes  wird 
man  doch  nicht  vermeiden  können,  abgesehen  von  der  Prüfung  der 
Eichtigkeit,    die  sie  gewährt,  da   es   niemals  rathsam  sein   wird, 
gleich  Anfangs  die  Grenze  der  Genauigkeit,  bis  zu  welcher  man 
gehen   will,  mit  einem  Male  zu  umfassen.    Die  Rechnung  mnis 
mit  Tjocarithroen   ausgeführt  werden.    Aus  einem   später  zu  er- 
Grunde sind  Logarithmen  von  fünf  Decimalen,  in  jedem 
nan  eine  grofse  Genauigkeit  haben  will,  vorzuziehen, 
n  daher,  was  später  immer  vorausgesetzt  werden  soll. 
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es  werde  die  erste  Rechnung  mit  Logarithmen  von  fünf  Decimalen 
und  so  ausgeführt,  dafs  man  nach  Potenzen  von  2  fortschreitet,  so 
kann  man  sowohl  im  Voraus  übersehen,  wie  weit  man  gehen,  wie 
yiele  solcher  Rechnungen  man  machen  mufs,  als  auch  das  Ver- 
fahren, wie  der  gefundene  Werth  am  bequemsten  verbessert  wird* 
angeben. 

Die  Orenze  für  alle  Wurzeln  wird  erreicht  sein,  wenn  das 
Quadrat  jedes  Coefficienten,  so  gegen  das  doppelte  Product  der 
ihm  zur  Seite  stehenden  überwiegt,  dafs  das  letztere  auf  die  fünfte 
Decimale  keinen  Einflufs  mehr  hat,  oder  bei  Logarithmen  von  fünf 
Decimalen  kleiner  als  der  100,000*®  Theil  des  ersteren  ist.  Das 
gröfste  Product,  wenn  man  sich  der  Orenze  einmal  schon  genabelt 
hat,  werden  immer  die  beiden  nächsten  Coefficienten  geben.  Denn 
wenn  die  Reihefolge  der  Coefficienten  ist 

so  wird  für  den  mittelsten  der  Werth  in  der  neuen  Gleichung  werden 

wo  das  zweite  Glied  zum  dritten  sich  yerhftlt  wie  c^ :  /**",  dagegen 
das  erste  zum  zweiten  wie  d^\2e^.  Ueberhaupt  kommt  man  sehr 
bald  dahin,  dalis  die  folgenden  Glieder  nach  dem  zweiten  unbe- 
trächtlich werden.  Soll  aber  das  zweite  gegen  das  erste  ver- 
schwinden, so  dafs  es  nicht  mehr  in  Rechnung  gebracht  werden 
kann,  so  mufs 

100,000. e«<id«  oder  (-^)'"> 200,000 

A    V.  ^   ^30103 

d.  h.  w>— ^ — T — . 

Hieraus  ei^ebt  sich  fär  die  Werthe 

—  =  1,1  m  =  128     =  V 

—  =  1,01  m  =  1227    <2" 

- —  1,001  m  =  12212  <  2" 

e 


134  Allgemeine  Auflösung  der  numeriBchen  Gleichungen. 

und  bei  einem  gröfseren  —  natürlich  eine  um  so  viel  geringere 

Anzahl  von  Operationen.  Es  folgt  hieraus,  dafs  man  in  der  Regel 
mit  sieben  Umformungen  völlig  ausreicht.  In  dem  ungewöhnlichen 

Falle  von  so  äufserst  nahe  liegenden  Wurzeln,  wie  für  —  =  1,01 

oder  1,001,  würde  man  doch  nur  elf  und  vierzehn  Operationen  ge- 
brauchen. Allein  es  wird  später  gezeigt  werden,  dafs  Fälle  sol- 
cher sehr  nahe  liegenden  Wurzeln,  nach  der  Art  der  gleichen 
Wurzeln  behandelt  werden  können,  so  dafs  man  die  Operationen 
gar  nicht  nötbig  hat  so  weit  fortzusetzen,  bis  die  Wurzeln  selbst 
von  einander  getrennt  sind,  sondern  nur  so  weit,  bis  ihr  Product 
sich  von  den  Producten  der  übrigen  Wurzeln  mit  einander  unter- 
scheidet. Bei  häufigen  Anwendungen  ist  mir  kein  Beispiel  vorge- 
kommen, wo  auch  im  ungünstigsten  Falle  von  sieben  Wurzeln,  die 
sämmtlich  zwischen  1,1  und  1,6  lagen,  mehr  als  acht  Operationen 
nöthig  gewesen  wären. 

In  der  Regel  wird  man  bei  einer  Rechnung  mit  fünf  Deci- 
malen,  nach  Ausziehung  der  m*®°  Wurzel,  den  Werth  der  Wurzel 
sehr  genau  erhalten,  so  dafs  die  fünfte  Decimale  immer  sicher, 
und  meistentheils  selbst  die  sechste  es  ist.  Dieses  scheint  daher 
zu  kommen,  dafs  im  Anfange  bei  den  ersten  Operationen  die  Coef- 
flcienten  sich  aus  mehreren  Theilen  zusammensetzen,  so  dafs  die  ün- 
gewifsheit  der  letzten  Stelle  verringert  wird,  weil  selten  alle  Fehler 
der  letzten  Decimale  auf  eine  Seite  fallen.  Bei  der  Ausziehung 
der  m^^  Wurzel  dividirt  man  aber  auf  einmal  mit  einer  grofsen 
Zahl,  und  vermindert  so  die  üngewifsheit  der  letzten  Decimale. 

Bei  dieser  sehr  grofsen  Annäherung  an  die  Wahrheit,  bis 
auf  den  IQOfiQO^^^  Theil  des  Ganzen,  kann  man  unbedenklich  den 
Taylor'schen  Lehrsatz  oder  die  Newton'sche  Approximationsme- 
thode anwenden;  denn  die  Unsicherheit  derselben  findet  nur  dann 
statt,  wenn  der  Werth,  von  dem  man  ausgeht,  nicht  blofs  einer, 
sondern  mehreren  Wurzeln  sehr  nahe  ist.  Nach  dem  Taylor'schen 
Satze  wird  für 
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*C  =  CCq  "T"  L\  OCq 

Hat  f{x)  die  Form,  in  der  die  Gleichungen  immer  als  gegeben  an- 
gesehen werden 

SO  wird  — Y-  -  ='wa:j-i  +  (n  — l)aiir»-2  +  (ii_2)a2icS""^H 


dXi 


0 


oder  Xq     '^  ^^  =  na^      4-  (n  —  1)  «j  ic» -^  +  (n  —  2)  «2  ^ ~^  -+-  •  •  •  • 

Hat  man  also  die  Substitution  von  Xq,  dem  gefundenen  genäherten 
Werthe,  in  die  Gleichung  gemacht,  wovon  das  Resultat  mit  [o(^] 
bezeichnet  werden  möge,  so  multiplicirt  man  jedes  Glied  mit  dem 
Exponenten  der  Potenz  von  x,  die  darin  vorkommt,  das  Resultat 
dieser  Operation  möge  mit  [nx^]  bezeichnet  werden,  dann  wird 

Xq  ^  ^  [nxi\ 

wo  M  der  Modulus  des  briggischen  Systems  ist,  dessen  logar. 
=  9,6377843.  Auf  diese  Weise  wird  man  ohne  eine  gröfsere  Mühe, 
als  die  Substitution  des  Werthes  von  Xq  in  die  Gleichung,  den 
Werth  von  Igo;  so  genau  erhalten,  als  Logarithmen  von  7  Deci- 
malen  ihn  zu  geben  vermögen,  da  die  Multiplication  mit  den  Ex- 
ponenten kaum  in  Betracht  kommt.  Eine  gröfsere  Genauigkeit 
vdrd  kaum  je  verlangt  werden,  und  kann,  wenn  sie  gewünscht  wird, 
auf  dieselbe  Weise  erhalten  werden. 

Betrachtet  man  zweitens  den  Fall,  in  welchem  alle  Wurzeln 
imaginär  sind,  und  unter  diesen  wiederum  keine  mit  der  andern 
zusammenfallend,  so  wird  es,  um  mit  imaginären  Gröfsen  nicht  in 
der  Rechnung  zu  thun  zu  haben,  am  gerathensten  sein,  von  den 
trinomischen  Factoren  auszugehen,  in  welche  sich  jede  solche  Glei- 
chung zerlegen  lassen  mufs.  Sei  die  allgemeine  Form  eines  solchen 
Factors 
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WO  g  bei  imaginären  Wurzeln  stets  reell  ist,  so  sind  die  beiden 
linearen  Factoren  dieser  Gröfse  bekanntlich  von  der  Form 

x-i-a-i-ßy  —  l       und       x  +  a  — /J|/  — 1 

oder  auch,  wenn 

x-^g (cosy  +  siny  1/  —  1)    und    x-hg  (cosy  -  siny  y  —  1), 
so  dafs  g=^[/{cfi-hß^)  und  f^2gcos% 

folglich  für  imaginäre  Wurzeln  oder  bei  reellem  q>  stets 

f<2g. 
Werden  aus  solchen  Factoren  die  Factoren  hergeleitet,  welche  die 
m^^  Potenzen  der  Wurzeln  enthalten,  so  werden  diese  letzteren, 

wegen 

(cosy  ±  siny  1/  —  1)*»  =  cos  tny  ±  sinwy  \/  —  1, 

vollständig  werden: 
x-hg^  (cosmy  +  sin  wy  (/  —  1),     x-^g^  (coswiy  —  sinniff  \/  —  1), 

woraus  der  trinomische  Factor  entsteht 

oder  wenn  man  ihn  bezeichnet  durch 

x^-^Ux  +  g"^, 

so  wird  wiederum  bei  imaginären  Wurzeln 

/m=2flf«cosm9)^25f«, 

d.  h.  fm  kann  nie  gröfser  als  2g^  werden,  abgesehen  vom  Zeichen. 
Es  kann  nämlich  fm  =  2ff^  werden,  wenn  mtp  ein  vielfaches  von  n 
ist,  und  wenn  es  dieses  einmal  geworden  ist,  so  wird  es  bei  der 
Erhebung  in  das  Quadrat  oder  die  höheren  Potenzen  stets  diesen 
Werth  behalten.  Imaginäre  Wurzeln  geben  in  diesem  speciellen 
Falle  dasselbe  Resultat,  wie  gleiche  reelle.  In  allen  andern  Fällen 
aber  wird  /"«,  je  nach  dem  verschiedenen  Werthe  von  cosnuf, 
bald  ab-,  bald  zunehmen,  im  Zeichen  wechseln,  stets  aber  der  ab- 
soluten Gröfse  nach  kleiner  als  2g^  bleiben. 

Hat  nun  eine  Gleichung  lauter  imaginäre  Wurzeln,  so  wird 
5ie  das  Product  lauter  solcher  trinomischer  Factoren  sein,  in  wel- 


i 


Allgemeine  Aoflösimg  der  numerischen  Gleichungen.  137 

chen  f<2g  ist.    Die  Form  dieses  Productes  wird,  wenn  die  ein- 
zelnen Factoren  sind 

x^-i-fx-hg^,    x^-^fx-hg'^,   x^'hf*x+g''^....etc. 

und  wenn  die  obige  Summen-Bezeichnung  beibehalten  wird 
a^^-hlf]  x2«-i  +  ([g^  4-  [ff])  aß^-^ 


Dafs  diese  Form  die  richtige  ist,  wird  man  aus  den  einfachen  Ge- 
setzen  der  Multiplication  ableiten  können,  und  dafs  namentlich  in 
den  letzten  Gliedern  die  f  einzeln,  oder  zu  zweien,  oder  zu  dreien 
mit  den  g  combinirt  vorkommen  müssen,  eben  so  wie  in  den  ersten 
Gliedern,  so  dafs  das  zweite  und  vorletzte,  das  dritte  und  dritt- 
letzte etc.  einander  in  Bezug  auf  den  Grad  der  /*,  die  mit  einander 
und  den  g  multiplicirt  sind,  entsprechen,  wird  man  sogleich  über- 
sehen, wenn  man  die  trinomischen  Factoren  so  schreibt 

und  sie  dann  miteinander  multiplicirt. 

Werden  nun  aus  einer  solchen  Gleichung  die  Gleichungen  her- 
geleitet, deren  Wurzeln  die  m^^  Potenzen  der  ursprünglichen 
Wurzeln  sind,   so  geht  f  über  in  f«,  Z'  in  /*«  etc.,  g^  in  g^j 

g*^  in  g^^  und  die  neue  Gleichung  wird  folglich  die  Form  haben: 

+  {[9^fnA  +  \fmff.rm\)  X^-'^ 
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Nimmt  man  hier  wiederum  zur  leichteren  Uebersicht  des  Ganges 
an,  dafs  g  der  gröfste  Modul  (nach  der  gewöhnlichen  Benennung), 
g*  der  nächstgröfste,  g^^  der  folgende  u.  s.  w.  oder  dafs 

g>g'^   g'>g",   g*'>g' 


tlH 


und  kein  Modul  dem  andern  gleich  ist,  und  betrachtet  man  zuerst 
die  Glieder,  in  welchen  die  Potenz  eine  gerade  Zahl  ist,  so  wird 
bei  ihren  Coefficienten  das  jedesmal  vorkommende,  von  allen  f^ 

ganz  freie  Glied  . . .  [g^"^  jr'^"*  g*'^^. . .],  ganz  ähnlich  wie  bei  den 
reellen  Wurzeln,  bei  vergröfsertem  m  zuletzt  übergehen  in 

SO  dafs  für  Q/^*"]  geschrieben  werden  kann  g'^^  für  [3'^g*^  . . .  g^'^g*^ 
u.  s.  w.  Neben  diesen  Summen  kommen  aber  noch  theils  solche 
Summen  vor,  in  denen  mehrere  g  mit  mehreren  f  verbunden  sind, 
oder  auch  solche,  wo  nur  f  darin  enthalten  sind.  In  allen  diesen 
Summen  müssen  die  f  immer  in  gerader  Zahl  vorhanden  sein. 
Substituirt  man  hier  für  jedes  fm  seine  äufserste  Grenze  2^,  so 
wird  das  Resultat  zuverlässig  immer  gröfser  oder  gleich  grofs  mit 
dem  eigentlichen  Werthe,  und  die  Grenze,  der  sich  mit  ver- 
gröfsertem m  diese  Summen  nähern,  wenn  man  in  ihnen  jedes  fm 
mit  2g^  vertauscht  hat,  kann  nie  überschritten  werden.  Hiemach 
wird  bei  dem  Coefficienten  von  a:^**-^  jj^  Summe  [fmfm]  niemals 
die  Summe  von  4:[g^g'^]  überschreiten  können,  folglich  wird  auch 
die  Grenze  dieser  letzten  Summe  bei  vergröfsertem   m^  nämlich 

die  Gröfse  4ig^g"^  selbst  der  äufserste  Grenzwerth  für  [fmfm]  sein. 
Von  den  beiden  Theilen  aber,  aus  denen  der  Coefficient  zuletzt 
allein  besteht 

g2m  +  4gm  g*^ 

wird  auch  der  zweite  zuletzt  verschwinden  müssen  gegen  den 
ersten,  sobald 

d.  h.  sobald  5^  >  ?'  1/  4, 
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denn  in  einem  solchen  Falle  wird  irgend  einmal,  wenn  m  erhöht 

worden  ist  zu  wp,  g^^  ganz  und  gar   überwiegen.     Die   Zahl  4 
unter  dem  Wurzelzeichen  ist  unabhängig  von  der  Potenz  m,  und 

bleibt  für  alle  Werthe  derselben  constant,  folglich  wird  sich  j/4 
der  Einheit  immer  mehr  und  mehr  nähern,   und  zuletzt  so  ganz 


m 


damit  zusammenfallen,  dafs  die  Bedingung  g  >  g'  1/4  übergeht  in 
g  >  g\    So  z.  B.  ist  für  7w  =  128 

1^4=1,0102. 
Es  geht  demnach,  sobald  g>  g'  der  Coefficient  von  a:2«-2, 

[9^]  +  [fmfm]  Über  in  g^^. 

Ganz  dieselben  Schlüsse  lassen  sich  bei  allen  Coefficienten  machen, 
welche  mit  geraden  Potenzen  verbunden  sind,  und  man  braucht 
bei  ihnen  immer  nur  die  Summen,  welche  lauter  g  enthalten,  zu 
vergleichen  mit  den  Summen,  in  welchen  zwei  f  mit  den  g  ver- 
bunden sind.  Kommen  nämlich  mehr  f  als  zwei  in  der  Summe 
vor,  so  gehören  sie  nothwendig  zu  kleineren  g  als  die  sind,  welche 
in  den  Summen  vorkommen  die  nur  g  enthalten.  Im  Allgemeinen 
werden  mit  vergröfsertem  m  die  Coefficienten  der  geraden  Potenzen 
von  X,  ganz  wie  bei  den  reellen  Wurzeln  übergehen  in 

Die  Coefficienten  der  ungeraden  Potenzen  von  x  enthalten  kein 
Glied,  in  welchem  nicht  wenigstens  ein  ffn  vorkäme,  und  da  jedes 
solche  fm  schwankende  Werthe  hat,  selbst  Null  werden  kann  oder 
doch  einen  sehr  kleinen  Werth  erhalten,  so  können  diese  Coeffi- 
cienten auch  bei  noch  so  grofsem  m  nie  einer  bestimmten  Grenze 
sich  nähern,  den  Ausnahmefall  ausgenommen,  wenn  mg)  ein  Viel- 
faches von  n  ist,  welcher,  da  er  mit  den  gleichen  reellen  Wurzeln 
zusammenfällt,  später  betrachtet  werden  soll.  Bei  lauter  imagi- 
nären Wurzeln  und  ungleichen  Moduln  wechselt  ein  unbestimmtes 
Glied  stets  ab  mit  einem  solchen,  welches  den  Werth  eines  neuen 
g^  zu   den  vorigen  hinzufügt.     Wenn  folglich   die   Grenze,    in 
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welcher  die  Endform  stattfindet,  erreicht  ist,  worüber  man  eben 
so  wie  bei  den  reellen  Wurzeln  durch  den  Gang  der  Rechnung 
unterrichtet  wird,  so  hat  die  Gleichung  die  Form: 

+  g^  g*^ g*'^"^  aß^-6  .  .  . .  =0, 

wo  durch  /o,  f'oj  fö  der  schwankende  Werth  der  Coefficienten  be- 
zeichnet wird. 

Man  findet  also  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  den  reellen 

Wurzeln,  durch  successive  Divisionen  erst  g'^^  dann      ^ — =5^ 

u.  s.  w.  So  dafs  jetzt  bei  bekannten  g  die  zu  jedem  Modul  ge- 
hörigen f  noch  zu  bestimmen  sind. 

Hiezu  bietet  die  gegebene  Gleichung  selbst  weit  mehr  Be- 
dingungsgleichungen dar,  als  nöthig  sind,  so  dafs  sich  a  priori 
fibersehen  läfst,  dafs  die  verschiedenen  f  jedesmal  linear  und  ohne 
Zweideutigkeit  sich  bestimmen  lassen  mfissen.  Eine  Gleichung 
vom  2n^^  Grade,  in  der  alle  g  bekannt  sind,  enthält  in  ihren 
2n  +  1  Gliedern  2n  Coefficienten,  in  denen  die  unbekannten 
Gröfsen  f  an  der  Zahl  n  enthalten  sind,  und  aus  welchen  sie  be- 
stimmt werden  können.  Von  diesen  Coefficienten  ist  einer,  der 
letzte,  frei  von  allen  /*,  von  den  noch  übrigen  2n  —  1  sind  zwei, 
der  zweite  und  vorletzte,  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf  die  f^ 
zwei,  der  dritte  und  drittletzte,  vom  zweiten  Grade  und  überhaupt 
sind  immer  zwei  gleich  weit  vom  Anfange  und  Ende  abstehende 
Coefficienten  von  gleichem  Grade  in  Bezug  auf  die  f  durch  alle 
Grade  durch  bis  zum(7)— l)^i^  inclusive,  der  mittelste  alleinstehende 
aber  vom  n^^  Grade.  Man  kann  deswegen  zur  Bestimmung  der  f 
so  verfahren,  dafs  man  aus 

ai  =  [/^]    und    cc2n-x  =  [9^g*\..g^^-'^^f^^-^n 

zwei  f  linear  als  Function  der  übrigen  und  bekannter  Gröfsen  be* 
stimmt  Es  mögen  dieses  etwa  f  und  f  sein.  Substitoirt  man 
diese  Werthe  in 
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SO  hat  man  zwei  Gleichungen  vom  zweiten  Grade,  aus  deren  Ver- 
bindung sich  ein  drittes  /*,  etwa  /*',  linear  als  Function  der  übrigen 
finden  läfst.    Dieses    geschieht   unmittelbar    durch    die    Division 
beider  Gleichungen  in  einander,   bis   ein  Ausdruck  übrig  bleibt, 
der  nur  noch  die  erste  Potenz  von  /"  enthalt.    Die  Substitution 
dieses  Werthes  in  eine  der  Gleichungen,  aus  der  er  hervorging, 
wird  eine  Gleichung  vom  4^^  Grade  geben,  aus  welcher  die  drei 
fff  verschwunden  sind,  und  wenn  man  die  Werthe  dieser  drei 
Gröfsen  in  die  Coefflcienten  von  aj2«-8  m^d  x^  substituirt,  so  hat 
man  zwei  neue  Gleichungen  vom  &^^  Grade,  die  in  Verbindung 
mit  der  vom  4*«»  Grade  wieder  linear  zwei  neue  f  als  Functionen 
der  übrigen  bestimmen  lassen  müssen.     Allein  auf  diesem  Wege 
wird  man  doch  höchstens  noch  ein  viertes  f,  etwa  /*'S  bestimmen 
können,   oder  also  nur  in  dem  Falle  von   8  imaginären  Wurzeln 
Gebrauch  davon  machen  können.    Denn  die  Elimination  von  f** 
aus  einer  Gleichung  vom  4*«»  und  vom  6^^  Grade  wird  mindestens 
zu  einer  Gleichung  vom  24»^**  Grade  führen,  die  sich  nicht  mehr 
behandeln  läfst.    In  der  Praxis  wird  der  Grad  noch  höher  steigen. 
Denn  wenn  man  sich  nicht  die  Mühe  geben  will,  die  symmetri- 
schen Functionen .  der  Wurzeln  zu  bilden,  sondern  den  Weg  der 
Division,  der  auch  der  einzige  wirklich  anwendbare  sein  möchte, 
wählt,   so   wird  man  bei   der  Verbindung  einer  Gleichung  vom 
m^^  Grade  mit  einer  vom  n^^  in  der  Regel  so  viele  überflüssige 
Factoren  einführen  müssen,  dafs  die  Endgleichung,  in  welcher  die 
zu  eliminirende  Gröfse  nur  noch  auf  der  ersten  Potenz  sich  be- 
findet, in  Bezug  auf  die  übrigen  darin  enthaltenen  unbekannten, 
vom  (w  H-  n  —  2)^^  Grade  ist,  also  durch  die  Substitution  des  aus 
ihr  erhaltenen  Werthes  nothwendig  einen  höheren  Grad  als  den 
mn^^  erreichen  läfst,  wenn  m  und  n   die  Potenz  2  übersteigen. 
Man  wird  deshalb  höchstens  bis  zur  Bestimmung  von  vier  f  diesen 
Weg  einschlagen  können. 
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In  der  That  scheint  es  aber  auch  in  der  Natur  der  Aufgabe 
zu  liegen,  dafs  eine  gewisse  Weitläufigkeit  nicht  zu  vermeiden  ist. 
Denn  wenn  auch  nur  n  Gröfsen  f  gesucht  werden,  so  würde  doch 
eine  Gleichung  vom  n^^  Grade  allein  nicht  dem  Probleme  genügen, 
wenn  man  sie  auch  aufstellen  könnte.  Man  verlangt  nämlich  nicht 
blofs  die  Werthe  der  verschiedenen  f  selbst,  sondern  man  verlangt 
den  Werth  eines  jeden  bestimmten  /*,  was  einem  bestimmten  g  an- 
gehört. Sonach  möchte  es  wohl  die  einfachste  Auflösung  sein, 
die  sich  erwarten  läfst,  wenn  man  eine  Gleichung  angiebt,  die  je 
nachdem  man  den  Werth  eines  bestimmten  g  in  sie  hinein  sub- 
stituirt,  auch  jedesmal  das  zugehörige  f  giebt.  Diese  Gleichung 
mufs  vom  w^°  Grade  sein,  da  in  dem  Falle,  das  sämmtliche  Mo- 
duln g  einander  gleich  wären,  während  die  Winkel  (p  und  folglich 
die  f  verschieden  sind,  die  n  Werthe  von  f  aus  den  Wurzeln  der 
Gleichung  sich  ergeben  müfsten.  Kann  man  damit  eine  ähnliche 
Gleichung  niederen  Grades  verbinden,  die  bei  gleicher  Substitution 
des  bestimmten  g  jedesmal  als  gemeinschaftliche  Wurzel  .mit  der 
ersten  Gleichung  den  verlangten  Werth  von  f  hat,  so  dafs  man 
durch  einfache  Division  den  Werth  von  f  linear  findet,  und  l&fst 
sich  diese  Division  mit  der  gröfsten  Bequemlichkeit  in  jedem 
Falle  ausführen,  so  scheint  die  Aufgabe  so  einfach  gelöst  zu  sein, 
als  die  Natur  des  Gegenstandes  es  erlaubt. 

Solche  zwei  Gleichungen  erlangt  man  auf  die  einfachste 
Weise,  wenn  man  die  allgemeine  Form  der  imaginären  Wurzeln  in 
die  gegebene  Gleichung  hinein  substituirt.    Ein  Werth 

X  =  r(cosy  -f-  siny  l/—  1) 
giebt,  wenn  man  ihn  in  die  Gleichung 

setzt,  durch  Trennung  des  imaginären  vom  reellen,  oder  indem 
man  den  zweiten  Werth  ic  =  r (cosy  —  siny  j/— 1)  ebenfalls  ein- 
führt, und  die  Resultate  beider  Substitutionen  verbindet,  zwei 
Gleichungen: 
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0  =  r^«  COS 2w  9  -f-  «1 7*2»-i  cos(2n  —  1)  9  -f-  «2  ^^»-2  cos (2n  —  2)  9 

-+-«2n-l^C0S9  +  a2fi 

0  =  r2»  sin  2w  9  4-  «i  r2»--i  sin  (2w  —  1)  y  4-  «2  »'^""^  sin  (2w  —  2)  y 

•+-«2»-i^'siny. 

Multiplicirt  man  die  erste  mit  cosn^  und  die  zweite  mit  sinn<y7 
nnd  addirt  beide  Prodacte,  und  multiplicirt  man  nachher  auch  die 
erste  mit  sinn^  und  die  zweite  mit  cosng)  und  subtrahirt  das  erste 
Product  vom  zweiten,  so  erhält  man  die  zwei  Gleichungen: 

0  =  r2»  cosn^  ■+-  a^  r^»-*  cos  {n—l)(p  H-  a^  r^«-^  cos(w— 2)y 

+  «2n-2  ^'^  cos(n— 2)y  -+-  a2n_ircos(w— l)y +  a2nC0SWg) 
0  =  r2«  sin  ny  -f-  a^  r2»-i  sin  (w—  1)  y  +  ag  r2„-2  sin  (w— 2)  (f 

—  «2n-2  ^^  sin  {n—2)(p  —  «2«-!  r  sin  (w—  1)  y — «änSinwy. 

In  diesen  enthalten  immer  die  gleich  weit  vom  Ende  und  vom  An- 
fange abstehenden  Olieder  einerlei  Sinus  und  Cosinus.  Vereinigt 
man  diese  und  setzt  man  also 

1    —  a2nr-2»  =y 

«1  —  «2n-l  r-  ^2»-2)  =  Y^ 
«2  -  «2»-2  r-  (2~-4)  =  y^^ 

m 
m 
9 
m 


1    +02«»'"^ 

-ß 

ai+a2n-i»'"^2«- 

-2) 

=  ßl 

«2-^-«2«-2^~^^"■ 

• 
• 

-4) 

-ßl 

• 

ßn-1 

«»      +cr„ 

^  ßm 

80  werden  die  beiden  Gleichungen,  wenn  man  sie  mit  r2«  dividirt 
0  =  /?  cosny  +  -^^  cos(n— l)y +— |cos(w— 2)9 +-;^zl  cosy  +  -, 


2r» 


0  =  y  sin wy  -h  —  sin(n— l)y+-~-sin(n— 2)y "^ ~^\  siny. 


»♦fi- 


Es  lassen  sich  aber  durch  die  bekannten  Reihen  die  Cosinus 
und  Sinus  des  vielfachen  Winkels  als  Function  der  Cosinus  und 
Sinus  des  einfachen  ausdrucken,  und  fiir  n  gleich  einer  ganzen 
positiven  Zahl  ist  allgemein,  wenn  man  alle  negativen  Potenzen 
der  Cosinus  und  Sinus  des  einfachen  Winkels  wegläfst: 
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cosny  =  2»'-i  cos  y* =-  2«-3  cosy^-^H — \ — ^  2»-*  cosy 

1  1  •  J 

siny  ^  1  ^  1-2  ^ 

— \    2  »3 ^2»-7c0S9»-^4- ^^ 1 ,  2  -3  ."4"  ^        ^^® y"-«— 

etc. 

Sabstitnirt  man  diese  Reihen  in  die  beiden  letzten  Gleichun- 
gen, so  erhält  man: 

0  =  2«~i  ^  cos  y» + — 2«-2  cos  y  *»"■*  -+■  ■%  2»-8  cos  y'*-^ 

--^2«-8i9cos9)«-2 

+  — |-  2*»-*  cos  y»«^^  4-  ^-  2«-5  cosy»»"^ 

« :??:^  A  2»*-4  cos  9«--3  -  ^  4  2»-5  cos  r-^ 

1      r  1     r^  ^ 

+    ^   2    /^2«-5  cosy*-^  4- etc- 

0-=2»-i;'COsy"-^H-~2»--2cosy»-2^  Zl  2«-8  cosy""' 

—  Y  2»~3  cos  y""® 

+  -|  2«-4  cos  y«-4  -h  -^  2«-5  cos  y«-5 

-.  !?Z^  Zl  2»-4  cos  9)»-4  -  ^^^  ^|-  2«"5  C0S9--5 

(n-3)(n-4)   „    ,  ^         ^ 

4-  ^^ — —^ — y  ^    ^^s  9«-5 + ...  etc. 

Man  wünscht  aber  eigentlich  nicht  cos  q>  zu  erhalten,  sondern  die 
Gröfse  f  des  trinomischen  Factors  der  beiden  imaginären  Worzelnv 
also  nach  der  angenommenen  Form  a;  =  r(cos5P±siny  |/— 1)  die 
Gröfse 
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*  — 2rcos5P  =  t 

Moltiplicirt  man  deshalb,  nm  t  als  Wurzel  zu  bekommen,  die  Glieder 
beider  Gleichungen  nacheinander  mit 

(-2r)o,    (~2r)S    (-2r)2,    (-2r)8... 

so  werden  sich  beide  Gleichungen  durch  2»-^  dividiren  lassen,  und 
die  Endform  wird  mit  Weglassung  aller  negativen  Potenzen  von  t 
sein: 

^^pn-.)(n^)(«-7),,,.:...}:,^ 

-  r»  {(«-2)  y  <"-8  —  (n-3)  y,  «»-*  +  («-4)  ya  <»-«••••  } 

l         l-2»3  1«2«3  J 

+  ^{(^=:5H^^|^(!^),^-s....}_  etc. 

Wenn  in  die  Werthe  der  ß  und  r»  nnd  in  diese  beiden  Glei- 
chungen, f&r  r  ein  bestimmtes  g  substituirt  ist,  so*  werden  beide 
Gleichungen  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  für  t  geben  müssen, 
wetehe  nichts  anderes  als  der  Werth  des  f  ist,  was  zu  dem  sub- 
stituirten  g  gehört.  Die  sämmtlichen  Ausdrücke  sind  höchst  ein- 
fach. Der  Grad  der  Gleichungen  ist  nicht  höher  als  unumgäng- 
lieh  nöthig,  und  die  Division  läfst  sich,  wie  sogleich  gezeigt  wer^ 
den  wird,  mit  der  gröfsten  Leichtigkeit  vermittelst  der  Logarithmen 
ansf&hren,  so  dafs  man  ohne  Mühe  aus  dem  gemeinschaftlichen 
linearen  Divisor  beider  Gleichungen  den  Werth  von  f  ohne  Zwei- 

Encke's  AbhandL  L  10 
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dentigkeit  erh&lt.  Gehören  mehrere  f  zu  demselben  Werthe  von  g^ 

wenn  nämlich  mehrere  Paare  imaginärer  Wurzeln  gleiche  Moduln 

haben,   so  wird  der  gemeinschaftliche  Divisior  ein  quadratischer 

oder  cubischer.    Die  Wurzeln  müssen  in  diesem  Falle  stets  reell 

sein  und  die  verschiedenen  Werthe  für  die  einzelnen  f  geben. 

Für  die   einfacheren  gewöhnlichen  Fälle   sind   die  Formehi 

folgende: 

Vier  imaginäre  Wnrzehi, 

1  +a^r-^=ß  1  —a^r-^^r 

«1  ■+•  «3  r-2  =  /Ji  «1  —  «3  ^"^  =  ri 

2a2  =ßft 

0  =  ßfi-ßit'hß2'-2ßr^ 

Hier  reicht  die  letzte  Gleichung  schon  allein  aus.  Die  erste  kann 
als  Prüfung  der  Rechnung  gebraucht  werden. 

Sechs  imaginäre  Wurzeln, 
1  4-  «e  ^""^  =  ß  1  —  «6  ^~®  ~  T 

«2  H-  «4  »""^  =  i^2  «2  —  «4  ^^  =  r2 

0  =  ßt^-ß,t^  +  {ß^-^ßr^)t^{ß^--2ß^r^) 

Acht  imaginäre  Wurzeln, 
.1  +a8r-8  =  /9  1  —a^r-^^r 

«i  +  «7  ^"^  =  A  «1  — o,  rr«  =  7^1 

«2  +  «6  ^""^  =  /*2  «2  —  «6  ^""*  =  ^2 

«8  +  «5  r-2  =  /?g  «3  -  ag  r-2  =  ;^3 

0  =  /J^^  A  t^+'(ß2-  4/?r2)  t^-(ßs-  3Ar2)  ^  +  ft  -  2/Jar2  +  2/Jf* 

Bs  würde  keine  Mühe  machen,  die  Division  in  Zeichen  wirk- 
Udi  auszufahren,  und  den  Ausdruck  von  t  als  Function  von  r'  ml 
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den  ß  und  /  hinzusetzen.  Allein  es  ist  weit  beqaemer,  die  Division 
nmneiisch  zu  machen.  Denn  vermittelst  der  Gaofs'ischen  Tafeln, 
welche  aus  den  Logarithmen  zweier  Zahlen  sogleich  durch  ein- 
maliges Eingehen  den  Logarithmen  der  Summe  und  Differenz  ganz 
strenge  finden  lassen,  und  die  besonders  für  Logarithmen  von 
5  Decimalen  hOchst  bequem  sind  (fBr  7  Decimalen  ist  mir  der  Ge- 
brauch dieser  Tafeln  nicht  so  bequem  vorgekommen,  doch  kann  es 
Msngel  an  Uebung  sein),  dividirt  man  solche  Gleichungen  mit 
einer  Leichtigkeit  in  einander,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  l&fst 
Bei  den  Gaufs'ischen  Tafeln  wird  der  Logarithme  von  a±^l 
gefunden  dadurch,  d«ifs  man  zu  dem  Logarithmen  der  gröfsten 
Zahl  eine  aus  den  Tafeln  genommene  hinzugelegt  oder  abzieht. 
Die  Form  ist  also  allgemein 

lg(a±&)  =  lgadb5, 

wo  B  mit  lg  a  —  lg  &  gefunden  wird.  Man  bestimme  nun  die  Lo- 
garithmen sämmtlicher  Coefficienten  beider  Gleichungen  und  bringe 
sie  durch  Abziehen  von  lg  ß  in  der  ersten,  und  lg  /  in  der  zweiten 
Gleichung  auf  die  Form 

0  =  ^»      _  cT  ^1  H-  d'  f«-3  —  (J' '  fn-8  _  . 
0  =  <»-l  —  6  *^2  ^.  g'  <»-8  _«''  ^»-4  .  ,  . 

Hier  bedeuten  die  d  und  «  die  Logarithmen  der  Ooefücienten, 
denen  die  Zeidien  ebenso  wie  den  Zahlen  vorgesetzt  werden. 
Geht  man  nnn  mit  d  —  e  oder  e  — d  in  die  Gaufs'ischen  Tafeln 
ein,  und  ebenso  mit  d'—s*  oder  s^  —  d*  etc.,  so  erh&lt  man  die 
Yerschiedenen  £,  die  gehörig  unter  bs'e**  gesetzt  werden,  und 
uach  den  Zeichen  mit  dam  gröfseren  Logarithmen  verbunden  geben 

0«  f^iH- t'^24.  fii^HJ. . . 

Diese  Gleichung  bringt  man  wieder  durch  Abziehen  von  l  auf  die 

Form 

0  =  ^*-i-Htf*t-«-|.^«»-«...  etc. 

und  verbindet  sie  auf  dieselbe  Weise  mit  der  Gleichung  vom 
<»  —  Vf^  Grade.    Auf  dieselbe  Weise  fSJirt  man  fort,  bis  man  an 

10* 
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dem  linearen  gemeinschaftlichen  Factor  kommt,  der  gleich  Null 
gesetzt,  den  Werth  von  f  giebt.    Das  Schema  ist  also  folgendes: 

Q^ßfn    — /jj<»-i  +  (/?2— n/Jr2)^-3 etc. 

0  =  rt^^—  Yi  t^^  +  (/2  ~(n-~2)yr«)  ^-». . .  etc. 

Hieraas  werden  zuerst  die  Logarithmen  statt  der  Zahlen  gesetzt, 
die  Zeichen  der  Zahlen  aber  beibehalten,  und  dann  wird  nach 
und  nach  gebildet  • 

B  B'  B'*... 


0  = 


^-14-  C<«-2  +  fi  ^-8  +  ^11  ^-4. 

B\  jB^  B-^  . . . 


0= 


X<»-2 


s; 


X>2  •  •  • 


X'  <»-8  4-  x"  <»^  . 


Die  einzige  Tafel,  die  man  gebraucht  bei  dieser  Division,  ist 
die  Gaufs'ische  fUr  Differenz  und  Summe  der  Logarithmen,  und 
die  {Hauptaufmerksamkeit  wird  auf  die  Zeichen  gerichtet  werden 
müssen,  um  gehörig  zu  addiren  oder  zu  subtrahiren,  und  dem 
Resultate  sein  ihm  zukommendes  Zeichen  zu  geben. 

Die  beiden  Oleichungen  zwischen  t  und  r  haben  aber  noch 
eine  weitere  Bedeutung,  die  für  die  Auflösung  der  Gleichungen 
im  Allgemeinen  von  Wichtigkeit  ist.  Denn  wenngleich  sie  aus  der 
Form  der  imaginären  Wurzeln  abgeleitet  sind,  so  gelten  sie  doch 
für  alle  trinomische  Factoren,  auch  für  die,  deren  Wurzeln  reell 
sind.    Wenn  für  irgend  welchen  trinomischen  Factor 


der  Werth  von  v  bekannt  geworden  ist,  und  man  substituirt  ihn 
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an  die  Stelle  der  r^  ia  ß^  r  tuid  in  die  beiden  Gleichungen,  so 
giebt  die  Division  beider  in  einander  den  Wertb  von  ^  der  zn  v 
gehört.  Man  kann  nämlich  die  beiden  linearen  Factoren  von 
x^-htx  +  v  jedesmal  darstellen  unter  der  Form 

Denn  für  ein  positives  v^  oder  l/v  =  einer  reellen  Gröfse  g^  wird 

und  da  ^  in  diesem  Falle  die  Summe  beider  Wurzeln  ist,  so  wer- 
den  die  Wurzeln  selbst  gy  und  g  — ,  oder  wenn  man  sie  mit  a  und  b 
bezeichnet,  so  wird 

Diese  Form  gilt  fOr  reelle  Wurzeln,  welche,  wegen  v  positiv, 
gleiches  Zeichen  haben  mftssen,  so  wie  ffir  imaginäre,  bei  welchen 
letzteren: 

Wenn  aber  v  negativ,  der  Fall,  wo  die  Wurzeln  stets  reell 
sein  mflssen,  aber  verschiedenes  Zeichen  haben,  so  wird 

y  =  - 1/-1  ]/y,        ^  =  i/-l  |/-|,       g  =  I/-1  |/ai, 

und  folglich  t^a  —  h^ 

wie  es  hier  sein  mufs.    Substituirt  man  nun  in  die  Gleichung 

a:*»  +  «1  a?^»-!  -+-  «2  a;2»^2 +  c^  =  0 

*äie  beiden  Werthe  von  x 

x^  —  gy       und        a;  =  — -^, 

y 

so  erhält  man  zwei  Gleichungen 
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4-  a2„-2  g^  y-3  -  a2n-i  fl^y-^  +  «a»  =  0. 

Man  moltiplicire  die  erste  mit  g~'^y^y  die  zweite  mit  g^^l/^,  so 
werden  sie 

jr    — Oiflriy«-!      +a25r-2y»-2      — 

4-  a2„-2  flr 0»-2)  y-(«-a)  _ß2^j^-c2„-i)  y-(«-i)  +  a^^g-^y-^^-O 

y^^—^g-^  y-o»-i)  +  «2  5^^  jr^»"^  - 

+  «««-2  (/-C2I.-2)  y»-2     _  „2^^^  ^-(2ii-i)  y«-i     +  a^g-^y^  =0. 

Legt  man  diese  beiden  letzten  zusammen,  und  subtrahirt  sie  von 
einander,  so  erhält  man  die  zwei  folgenden  Gleichnngen: 

und 

,        -«2»-2ir®"-2>(!r-2--y-(*-2))+  «3^_^^  (2,^1)  (y«r-l_y-(|,-l)) 

— «2»  y*^  (y* — jr  *)  =  0. 

Um  hier  die  Glieder,  welche  gleich  weit  ab  vom  Anfang  und 
Ende  stehen,  und  die  einerlei  Potenz  von  y  angehören,  zu  ver- 
einigen, setze  man  wie  oben: 


1  +«i„    jf-a»       =/J 
a2  +  a2»-2^-®»-*^  =  /?2 


1  —^n    r^      =r 

«2  — «2n-2Sr~^"^  =  r2 


f-2         = 


• 

80  erhält  man  die  Form 


«»-1  —  «n+i  sr^      =  r»-i 
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^(y.-l  +  y-(«-l))+^ 


/»(jr. + jr»)  -  -^  (y-* + sr  ("-«)  +  -^  (y-» + y-<^«)  - 


±^^(y-Jrl)        =0. 

Es  haben  nun  aber  die  hier  vorkommenden  Functionen  die 
Eigenschaft,  wovon  man  sich  durch  unmittelbare  Rechnung  über- 
zeugen kann,  dafs 

y»  _  y-n  =  (y  +  y-1)  (y«-l  _  y-  («-!))  _  (y«-2  _  y-  C«-»)^ 

für  welche  letztere  Gleichung  man  auch  schreiben  kann 

f&ngt  man  also  von  den  einfachsten  Functionen  dieser  Art  an,  so  ist 

y^  +  y-o-2 

y  H-  y*^  =  —  nach  dem  Obigen 


r       9 
y*       y^ 

und  allgemein,  was  sich  ebenfalls  durch  Prüfung  bei  dem  üeber- 
gange  von  n  auf  n  + 1  zeigen  l&fst,  mit  Weglassung  aller  nega- 
tiven Potenzen  von  t: 

t^  fr-g       n(n-3)    P^      n(nr-4Xnr-b)  t^-^ 

y^'^y   ""^   gn        ^  gn-2   "^"       1.2        y»-4  1.2.3         y»"« 

eine  Reihe,  die  ganz  der  obigen  CosinuS'Reihe  entspricht,  da  ihre 
Ableitung  auch  völlig  identisch  mit  der  von  der  Reihe  für  cos  n  9  ist 
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Ebenso  ist 

y-y'\^  1 


y—'jn 

y—y-^     9 

y^-y-^ ^_j 

y-y-^      g* 

y*-y-*  ^  t*     ^  t 

y-y~^     9^        9 

y-y-i      ^         9^ 


und  allgemein  mit  Weglassang  aller  negativen  Potenzen  yon  t: 

y*-y-*  ft-^  ,  „^«  («-3)(n-4)  fr-s  («-4)(n-5)(n-6)  f-^ 
y_y-i     p«-i    ^*»-^-'^8+      1,2      5i»-5  1.2.3        g^f 

Eine  Reihe,  die  wiederum  mit  der  obigen  Reihe  fllr  5?-^  der 

^  suiy 

Form  nnd  Ableitung  nach  identisch  ist. 

Substituirt  man  nun  diese  Werthe  in  die  obigen  Gleichungen, 

und  multiplicirt  sie  nachher  mit  ^,  so  erh&lt  man 

-9^  { /Jnf»-3-/J,  («-1) «»-8 4- /»a  (n-2) ^-4 . .  •  } 

.,.{iLi=s)^_fi!=aiti)^,...),^._o. 

—  g^\r  (Wr-2)  ^-8  -  7^1  (n-3)  ^-*  +  ra  (n-4)  f»-ö  . . .  } 

^^1     (w-3) (n--4)  .    ,           (w-4)(w^),.^       1     ^        n 
■*"^j^^ — 1:2 — -^'^-n  - — i72 *^'"  \  etc.=0, 

das  heifst  ganz  die  obigen  Gleichungen.  Es  ist  klar,  daCs  hier  g^ 
nur  statt  v  eingefElhrt  ist,  um  )/v  =  9  bequemer  zu  schreiben. 
Auch  kommen  in  den  sämmtlichen  Formeln  nur  Potenzen  von  g^ 
vor.  Hiemach  l&Cst  sich  ganz  allgemein  folgender  Satz  aussprechen: 
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Wenn  in  einem  trinomischen  Factor  einer  Gleichung 

der  von  der  Form  ist  x'^-htx-i- 1?,  die  Gröfse  v  auf  irgend  welche 
Art  bekannt  geworden  ist;  so  findet  man  das  zugehörige  t,  wenn 
man  setzt: 

^  ^    «^  1 ^ r 


«8 

• 

• 

«4n-2 
«»-2 

=  /»2 

• 
«»-1+- 

=  /»»- 

-1 

2«, 

=  /». 

nnd  dann  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  folgenden  beiden  Glei- 
chnngen,  in  welchen  alle  negativen  Potenzen  von  t  weggelassen 
werden  müssen,  auf  bekannte  Weise  bestimmt: 

ßt^    —ßi  <»-i  +  j»a  ^*  —  ßs  ^""^ ±1** 

-- V  [  ßnt^"^  —  ßi  {n—l)  P^^ -h  ß2  {n-2)  P^ } 

_^{(,ü(!tfii^^._....},„._o, 

Sobald  V  und  ^  gefunden  sind,  so  werden  die  einfachen  Fac- 
toren  des  trinomischen  Factors  am  leichtesten  auf  folgende  Art 
bestimmt,  wobei  drei  Fälle  zu  unterscheiden  sind: 
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1)  V  positiv  t<  21/ 1? 

^       =cosy;    x^^tx-hv^ix^-  {cosy -i-siny  |/— 1}  I/v) 

{x+ {cosy  — sinyi/— 1}  l/t?) 

2)  V  positiv  t>2l/v 

•  *f  ^  =  siny ;     a?*^  +  ^a;  + 1;  =  (a:  +  cotg^y  l/v)  (x  +  tgiy  l/v), 

3)  t;  negativ 

—7—  =  tgy;      a;2  +  ^a:  —  i?  =  (a?  4-  cotg^^)  |/ v)  (a;  —  tgiy  |/^)- 

Es  wird  hier  bei  l/v  überall  abgesehen  von  dem  Zeichen,  was  v 
vor  sich  hat,  and  nur  seine  absolute  Gröfse  in  Betracht  gezogen. 

Bei  der  Anwendung  dieses  allgemeinen  Satzes  macht  man  den 
Grad  der  Gleichung  immer  zu  einer  geraden  Zahl;  wenn  es  nöthig 
sein  sollte,  durch  Hinzufugung  eines  Factors  (ä  +  O)  oder  durch 
Miütiplication  der  Gleichung  mit  x,  wobei  a2n  dann  =Null  wird. 

Aufserdem  kann  bei  der  Benutzung  der  oben  entwickelten 
Art,  die  v  durch  lauter  gerade  Potenzen  der  Wurzeln  zu  bestimmen, 
der  Zweifel  entstehen,  ob  in  den  trinomischen  Factoren  v  positiv 
oder  negativ  zu  nehmen  ist.  Will  man  diesem  Zweifel  ganz  aas- 
weichen,, so  bestimme  man  nicht  die  trinomischen  Factoren  der 
gegebenen  Gleichung  selbst,  sondern  die  trinomischen  Factoren 
der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Quadrate  der  urspränglichen 
Wurzeln  sind,  oder  der  ersten  unter  den  abgeleiteten.  .  Diese 
Gleichung  wird  n&mlich  zu  Wurzeln  haben  1)  die  Quadrate  der 
reellen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  die  als  Quadrate  ihrer 
Natur  nach  positiv  sind,  und  stets  ein  positives  v  geben  müssen; 
2)  die  Quadrate  der  vollständigen  imaginären  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung,  die  den  trinomischen  Factor  x^-t- 2  j^^  cos2ya;+^ 
geben,  und  also  ebenfalls  ein  positives  v;  3)  die  Quadrate  der  an- 
vollständigen imaginären  Wurzeln  unter  den  gegebenen,  a;  +  ^|/— 1, 
^  —  gV—h  wenn  solche  vorhanden  sind,  in  denen  ijp  =  9(f  oder 
überhaupt  von  der  Form  (n  +  ^)  tt,  diese  werden  den  trinomischeB 
Factor  x^  —  2g^x-{'g^  also  ebenfalls  ein  positives  v  geben;  auch 
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kann  nie  der  Fall  eintreten,  dafs  die  beiden  einzelnen  Factoren 
{x  —  g^ix  —  g^)  getrennt  wfirden,  und  sich  so  mit  anderen  zu  einem 
negativen  v  verbinden,  da  die  v  stets  ihrer  Gröfse  nach  geordnet 
erscheinen,  und  folglich  zwei  gleich  grofse  lineare  Factoren  sich 
nothwendig  zu  einem  trinomischen  Factor  vereinigen  m&ssen. 
Wenn  man  auf  diese  Weise  die  trinomischen  Factoren  der  ersten 
abgeleiteten  Gleichung,  welche  etwa  durch 

bezeichnet  werden  mögen,  gefunden  hat,  wo  v^  nothwendig  stets 
positiv  sein  mufs,  so  hat  man  fär  die  Factoren  der  gegebenen 
Gleichung 

t;  =  =fc  l/t?2,      t  =  i/(f,'  ±2\/v^\ 

wo  die  Vorzeichen  zusammengehören,  und  wobei  man  auch  noch 
den  Fall,  dafs  t  positiv  oder  negativ  sein  kann,  in  Betracht  ziehen 
mufs.  Bei  reellen  Wurzeln  wird  sich  dieses  leicht  entscheiden, 
nnd  bei  imaginären  kann  man  auch  immer  direct  die  Factoren  der 
gegebenen  Gleichung  selbst  bestimmen,  da  v  bei  diesen  immer 
positiv  ist. 

üeberhaupt  ist  diese  üngewifsheit  Aber  das  Zeichen  von  v  von 
keinem  praktischen  Nachtheil.  Denn  der  Fall,  wo  man  bei  reellen 
Wurzeln  es  vorziehen  mufs,  die  trinomischen  Factoren  statt  der 
einzelnen  Wurzeln  selbst  zu  bestimmen,  tritt  nur  ein,  wenn  zwei 
Wurzeln  gleich  oder  so  nahe  einander  gleich  sind,  dafs  sie  erst 
sehi*  spät  sich  von  einander  trennen  lassen  würden,  unter  gleichen 
Wurzeln  werden  alle  die  verstanden,  welche  der  absoluten  Gröfse 
napCh  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  einander  gleich  sind  oder 
nahe  kommen.  Ein  solcher  Fall  ist  an  sich  schon  sehr  selten, 
wenn  er  aber  eintritt,  so  giebt  es  ein  fast  immer  unfehlbares 
Kennzeichen,  das  oder  die  t;,  die  zu  reellen  Wurzeln  gehören, 
von  denen  zu  unterscheiden,  die  von  imaginären  gebildet  werden. 
Denn  da  alle  reellen  Wurzeln  gleich  in  der  ersten  abgeleiteten 
Gleichung  nur  positive  Wurzeln  geben,  so  kann  irgend  ein  nega- 
tives Zeichen  überhaupt  nur  dann  in  irgend  einer  der  abgeleiteten 
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Gleichungen  Yorkommen,  wenn  die  erste  Gleichung  imagin&re 
Wurzeln  hat,  und  bei  den  verschiedenen  Stufen,  die  m  und  mit 
ihm  cosm9>  durchgeht,  wird  auch  fast  immer  in  einer  der  abge- 
leiteten Gleichungen  in  diesem  Falle  einmal  ein  Minuszeichen  er- 
scheinen. IMeser  Zeichenwechsel  wird  einem  oder  mehreren  Coef- 
flcienten,  in  denen  er  zuerst  sich  gezeigt  hat,  wiederum  in  den 
meisten  Fällen  eigen  bleiben,  und  kann  besonders  bei  den  höheren 
Potenzen  der  Wurzeln  als  ein  sicheres  Kennzeichen  angesehen 
werden,  dafs  der  Coefflcient,  welcher  zuerst  nach  einem  solchen 
Minuszeichen  eine  bestimmte  Grenze  erreicht,  den  Modul  einer 
imagln&ren  Wurzel  enthält.  Man  kann  daher  mit  Yölliger  Sicher- 
heit schliefsen,  dals  wenn  vor  einem  Gliede,  wodurch  ein  v  be- 
stimmt wird,  ein  anderes  vorhergeht,  welches  bei  den  höheren 
Potenzen*  irgend  einmal  einen  Zeichen  Wechsel  dargeboten  hat,  das 
aus  diesem  Gliede  erhaltene  v  nothwendig  positiv  ist,  und  wird  nur 
bei  den  v^  denen  nie  ein  Zeichenwechsel  vorangegangen  ist,  über 
das  Reichen  ungewifs  sein  können,  und  also  auch  nur  in  diesem 
seltenen  Falle  zu  dem  vorgeschlagenen  Mittel  zu  greifen 
brauchen.  - 

Endlich  wird  es  in  jedem  Falle  zweckmäfsig  sein,  die  beiden 
linearen  Gleichungen  in  Bezug  auf  /*,  die  aus  den  Ooefficienten  th 
und  a2n-t  hervorgehen,  mit  zu  benutzen,  so  dafs  man,  vermittelst 
der  zuletzt  abgeleiteten  Gleichungen,  immer  zwei  f  weniger  als 
überhaupt  erforderlich  sind,  bestimmt. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  erste  Näherung  fAr  die  Wertbe 
von  t  und  v,  ebenfalls  vermittelst  der  Logarithmen  von  5  Deci- 
malen  erhalten,  so  ist  es  eben  so  leicht  wie  bei  den  reellen  Wur- 
zeln die  genaueren  Werthe  zu  finden.    Die  Gleichung 

findet  auch  hier  statt.  Hat  der  trinomische  Factor  imaginäre 
Wurzeln,  wo  folglich 

^0  =  —  9o(fiOS9o  H-  sin<jPo  1/— 1)/    ^i  =*  —  9o(ßo^9o  —  sinyo  l^'— l)i 
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SO  erhält  man  darch  Sabstitution  von  (— ^o)"  cosn^pQ  für  jedes  x^j 
nnd  (—  fl^o)"  smnyo  f&r  jedes  Xq*  den  Werth  von 

^^0)=  [(-  90^  cosw^o]  +  [(-  90^  sinnyo]  1/-1 
nnd  fix'o)  =  [(—  sto)»  cosw^o]  —  [(—  S'o)"  sinnyo]  |/— 1. 

Anf  gleiche  Weise  wird 

[nx^']   =  [n(—  sr^,)»  cos n  ^o]  +  [w (—  90)^  sinn ^o]  I/— 1 
und        [wüj;,*]  =  [w(—  ^To)**  coswyo]  -  [n(—  ^0)"  sin w^o]  |/— 1. 

Endlich  wird  wegen 

•    lg  ^0  =  lg  (—  fl'o)  -+•  lg  (cos  9o  +  sin  ^o  1/-1) 

und  Iga?  =lg(— gf)  -hyi/— 1 

AlgXo  =  Algsro     +Ayol/-l 
und  ebenso  A  lg  rr^  =  A  Igj^o    —^9o  V—^* 
Setzt  man  also,  was  immer  erlaubt  ist 

[(—  9Qf  cosw^o]  =  P  cos  Ö       [n(—  g^Y  cosn^o]  =  e  cos  V' 
[(—  ?o)*  sinw^o]  =  P  sin  Q       [w(—  g^Y  sinn^o]  =  p  sin  tff, 
so  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

0=Pcos^+PsinÖI/— l+fecosV+esinV'l/— 1}  {Alggfo+Ayol/— 1} 
0==PcosQ— PsinQl/— l-hjpcosV'-esinV'l/— 1}  {Alg^ro— A^ol/— 1}, 

aus  welchen  man  durch  Verbindung  vermittelst  Addition  und  Sub- 
traction  erhält 

0  =  Pcos  Ö  +  c  cos  V'  A  Iggfo  —  e  sin^  A^o 
0  =  P  sin  0  +  p  sinV'  A  Ig^^o  +  q  co^xjj  A  y© 

oder  nach  gehdriger  Elimination 

.,  Pcoa{Q-ip)    ,,  .  Psin((2-V) 

WO  der  Factor  if  wie  oben  den  Modulus  des  briggischen  Systems 
bezeichnet.  Aus  beiden  kann  man,  wenn  man  es  vorzieht,  ableiten 

^f      _    ^2PgoCOs(Q-ip+9o). 
/o  .  ^ 

oder  Alg^  =  -  -Pcosffl-V^+yo)  ^^ 

*'**  ^COS^o 
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Die  Rechnang  kommt  sonach  im  Wesentlichen  auf  die  Sab« 
stitution  von  den  beiden  Werthen  von  o:«  =  ( —  j)»  cos  n  y  imd 
a:n  =  (— ^)»  sinwy  hinaus,  da  die  Ermittelung  von  n(r- g^  cosnfp 
und  n(— ^)»  sinn^),  oder  die  Multiplication  jedes  Gliedes  mit  dem 
Exponenten  der  Potenz  von  x,  welche  in  ihm  vorkommt,  kaum  in 
Anschlag  zu  bringen  ist. 

Sind  beide  Wurzeln  reell,  so  substituirt  man  jede  einzelne  in 
die  Gleichung,  und  bestimmt  ihre  Gorrection,  wie  oben  gezeigt 
ward,  oder  wenn  man  es  vorzieht,  so  kann  man  die  Gorrection  von  v 
und  t  suchen.    Die  Substitution  der  Wurzeln  giebt,  wenn  l/v  =  g 

weil  die  beiden  Werthe  von  x  sind  —goVo  und — —^  und  daraas 

folgen  die  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  den  Logarithmen 
der  Wurzeln 

M-  5^02/0)"]  =Pi      M-  s^eyo  ^)"]  =  3. 

Man  hat  folglich 

0  =  ^+jp{Alg5ro  +  Algyo} 

0  =  £  +  g{Algsfo-Algyo}i 


woraus 


1    AI  I  M       B] 


.  /\  Inp  4/.  =. ±  l 

M 


^Algyo  =  -i(^- 


und  dann  wegen  A  lg  <o  =  Alg  5^0  +  A lg  (vq  +  —  j  für  Wurzeln,  die 


gleiche  Zeichen  haben,  folgen  wird: 

B 

A  !»«>.  =  —  <   -4-  - 

M 


l-Alg.o  =  -{-f  + 
-i-Alg*o=-i(A  +  -|-)-icos9.{A_A} 

=  —  I  -^;;;-cos  i  y*  +  -77-  sin  i  yM 


p  a 
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und  für  A  lg f«  =  A  lg  jr^  +  A  lg  (^o ),  für  Wurzeln,   die   un- 

gleiche  Zeichen  haben 


i.„.=-{A.A) 


= 1  —  cosi  9^ "  sini  w^  \. 

.cosy  {  p        *^        q        ^  ^  j 

'  In  diesem  letzten  Satze  ist  durch  die  Ermittelung  der  trino- 
mischen  Factoren  die  Auflösung  der  Aufgabe  vollständig  enthalten, 
und  es  wird  oun  keine  Schwierigkeit  haben,  in  dem  allgemeinen 
Falle,  wo  imaginäre  und  reelle  Wurzeln  zugleich  vorkommen,  den 
Gang  der  Operationen  und  die  Form  des  Endresultats  zu  über- 
sehen. Hau  kann  dazu  entweder  die  beiden  oben  gegebenen 
Formen  für  reelle  Wurzeln  und  far  imaginäre  mit  einander  mul« 
tipliciren,  wodurch  man  erhalten  wird 

4-  [Sf2m^2«jj  ^2«-4 etc.  =  0. 

Oder  noch  einfacher  betrachtet  man  jede  Gleichung,  nachdem  man 
ndtlugenfalls  ihren  Grad  durch  Multiplication  mit  x  zu  einer  ge- 
raden Zahl  gemacht  hat,  als  ein  Product  der  trinomischen  Factoren 

(x^-^tx-hv)  (a?2  4-  t*x  -h  v')  {x^  +  f'x-^v")...=0. 

Wenn  dann  durch  Erhebung  der  Wurzeln  zur  m^^  Potenz  die  Form 
erhalten  ist: 

so  findet  im  Allgemeinen,  unter  der  Annahme,  dafs  v>v\  v*>v*\ 
V*'  >  &** . . .  iK*^!^  >  v^>,  und  jede  reelle  Wurzel,  welche  zu  einem  v 
g^diört,  gr&lj9er  ist  als  jede  zu  einem  kleineren  v  gehörige  Wurzel, 
oder  die  Quadratwurzel  aus  einem  kleineren  v,  das  Verhalten  statt, 
dalB  nach  der  Grfifee  der  v  geordnet: 
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0^ 

SB  t;« 

0, 

=  t;»t;'** 

Ct 

=  t;»  !?'*•  v""* 

Die  Coefflcienten  Ci,  C3,  C5,  überhaupt  die  von  der  Form  C2r+i 
sind  dagegen  Functionen  der  verschiedenen  t;  wenn  irgend  ein  f/^^ 
zu  einem  trinomischen  Factor  gehört,  dessen  Wurzeln  reell  sind, 
so  wird  C2r+i  die  Form  haben 

(72i*+i  =  t?«t;'"* t;(r-D«  a^^ 

wo  ar  die  gröfste  reelle  Wurzel  ist,  die  zu  Vr  gehört;  das  letztere 
hat  dann  den  Werth  a,.  b^  und  man  findet  durch  Division 


+1 


02r  ^2r- 


Wenn  dagegen  t;^*'^  zu  einem  trinomischen  Factor  gehört,  dessen 
Wurzeln  imaginär  sind,  so  nähert  sich  C2r+i  nicht  contmuirlich 
einer  bestimmten  Grenze,  sondern  hat  stets  Werthe,  die  niemals 
den  Wertt  von 

Überschreiten  können.  Der  Coefficient  C2r+i  behält  folglich  immer 
schwankende,  häufig  mit  dem  Minuszeichen  behaftete,  Werthe, 
welches  letztere,  wenn  es  sich  in  irgend  einer  der  abgeleiteten 
Gleichungen  zeigt,  ein  unfehlbares  Kennzeichen  ist,  dafs  die  ge- 
gebene Gleichung  imaginäre  Wurzeln  hat.  Hat  man  durch  Di- 
vision von 

die  V^  gefunden,  sie  mögen  zu  imaginären  Wurzeln  gehören  oder 
zu  reellen,  so  benutzt  man  zur  Bestimmung  der  ^  wenn  nicht  mehr 
als  4  imaginäre  Wurzeln  vorhanden  sind  oder  zwei  t  gesucht 
werden,  die  linearen  Gleichungen,  die  sich  für  die  t  aus  den  Coef- 
ficienten  «i  und  «2n-i  der  gegebenen  Gleichung  finden.  Werden, 
mehrere  t  verlangt,  so  substituirt  man  die  Werthe  der  verschie- 
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denen  t?  in  die  oben  entwickelten  Gleichongen  vom  n^  nnd  (n—1)^^ 
Grade,  and  erhält  dnrch  die  Anfsnchnng  ihres  gemeinschaftlichen 
Divisors  den  Werth  des  zn  jedem  v  gehörigen  t. 

Im  Falle  endlich,  dafs  ein  v^^^  zn  yöllig  gleichen  Wurzeln  ge- 
hört, so  hat  der  Coefficient  Car+i  den  Werth 

denselben,  welcher  bei  imaginären  Wurzeln  die  äufserste  Grenze 
bildet. 

Ausnahmen  von  dieser  allgemeinen  Regel  treten  nur  ein,  wenn 
die  obigen  Bedingungen  nicht  alle  erfUlt  sind,  wenn  also  z.  B. 
gleiche  reelle  Wurzeln  oder  der  Modul  eines  imaginären  Wurzel- 
paares zwischen  zwei  oder  mehreren  reellen  Wurzeln  liegt,  die 
der  GröHse  der  v  nach  zu  einem  und  demselben  v  gehören.  In 
diesem  Falle  ordnen  sich  die  Glieder,  die  zu  solchen  Ausnahmen 
gehören,  immer  so,  wie  die  Reihefolge  der  Coefftcienten  in  den 
einfachen  Factoren,  welche  diese  Ausnahme  bilden,  sich  darstellt. 
Wenn  also  3  gleiche  reelle  Wurzeln  vorhanden  wären,  die  mit  der 
nächststehenden  ungleichen  reellen  Wurzel  ein  Product  zweier  tri- 
nomischer  Factoren  bilden  werden,  so  ist  wegen 

(x-hä)^  (x-hb)  =  ic*  4-  (3a4- J)  a?»  -+-  (3a2+3a6)  x^  4-  {3aH+a^)  x+aH, 
f&r  ^  <  a  die  Aufeinanderfolge  der  C 

C2r^i  =  3t;»t;'" . . .  f;(r-D«»  a« 

Cbr+3  =  t;«  t;'^  . . . .  t?<*^^"  q!^ 

Und  ganz  ähnlich  werden  die  übrigen  Coefficienten  der  verschie- 
denen Potenzen  eines  Binoms  sich  in  Fällen  von  mehreren  gleichen 
Wurzeln  zeigen.  Ebenso  übersieht  man  leicht  die  Reihefolge, 
wenn  h>a  wäre. 

Wenn  eine  reelle  Wurzel  gleich  dem  Modul  einer  imaginären 
w^äre,   und  also  wiederum  mit   der   nächstangrenzenden  reellen 

Encke'ft  AbhaiidL  L  w 
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Wurzel  verbunden,  ein  doppelter  trinomischer  Factor  sich  bildete, 
so  geht  die  Form 

(x^  4-  fx  +  g^)  {x  ■^g){x  +  a) 

=  a;*  +  (a  +  f+g)  x^-h  {ag  +  af-\-fgr{-g^)x^  +  {afg'^ag^'hg^)X'hag^, 

im  Falle  a<g  wäre,  weil  fm  sich  dem  2g^  möglicherweise  n&henu 
und  auf  keinen  Fall  für  immer  dagegen  als  verschwindend  be- 
trachtet werden  kann,  Ober  in: 

x^-h^x^-h^x^-h^x-h  a^^ 
und  folglich  wird  die  Eeihefolge  der  Coefftcienten  werden 

C2r+i  =  iinbestimmt  und  schwankend 
^2^2  ==  unbestimmt  und  schwankend 

C2r+3  =  1^  V'"*  .  .  .  V<*-1>*"  S^^)^"' 

und  ganz  ähnlich  in  allen  andern  Fällen.  Gleiche  Moduln  bei 
mehreren  Paaren  imaginärer  Wurzeln  werden  drei  aufeinander  fol- 
gende unbestimmte  Glieder  geben,  wenn  zwei  Moduln  einander 
gleich  sind,  5  aufeinander  folgende  unbestimmte  Glieder,  wenn 
drei  Moduln  gleich  sind  u.  s.  w.  Es  wird  hiernach  keine  Schwierig- 
keit haben,  sich  in  allen  Fällen  den  Gang  erklären  zu  können,  und 
die  Resultate  daraus  herzuleiten. 

Es  mufs  hiebei  beachtet  werden,  dafs  wenn  man  immer  zu 
geraden  Poteiizen  erhebt,  die  Gleichheit  der  Wurzeln  von  der  ab* 
soluten  Gröfse  ohne  Rficksicht  auf  das  Zeichen  zu  verstehen  ist, 
und  dafs  eben  deswegen  das  Zeichen  der  t;,  welche  nicht  zu  ima- 
ginären Wurzeln  gehören,  zweideutig  ist,  wenn  man  auf  die  ur- 
sprüngliche Gleichung  zurückgeht  Die  Zweideutigkeit  hört  auf, 
wenn  man  die  Gleichung  auflöst,  welche  den  Quadraten  der  Wurzeln 
entspricht.  In  ihr  sind  alle  v  positiv.  Dasselbe  gilt  von  den 
Zeichen  der  einfachen  reellen  Wurzeln,  über  welche  durch  un- 
mittelbare Substitution  oder  auf  anderm  Wege  stets  zu  entschei- 
den ist. 
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Diese  Ausnahmefälle  von  gleichen  Wurzeln  und  Moduln  er- 
fordern aber  aufserdem  noch,  bei  der  Verbesserung  der  zuerstge- 
fundenen Näherungswerthe,  eine  besondere  Berücksichtigung.  Denn 
wenn  man  nicht  aus  der  Natur  der  Au%abe,  welche  durch  eine 
Gleichung  ausgedrückt  wird,  weifs,  dafs  in  aller  Strenge  gleiche 
Wurzeln  vorhanden  sein  müssen,  so  giebt  die  erste  Näherung,  wenn 
sie  auf  gleiche  Wurzeln  und  Moduln  fuhrt,  doch  nichts  anderes 
zu  erkennen,  als  dafs  diese  Gleichheit  innerhalb  der  Grenzen  dieser 
ersten  Näherung  stattfindet.  Sie  kann  aber  nicht  berechtigen,  bei 
der  Verbesserung  der  gefundenen  Werthe  diese  Gleichheit  beizu- 
behalten und  vorauszusetzen.  Es  müssen  daher  die  verbesserten 
Werthe  durch  eine  Methode  gefunden  werden,  welche  über  diesen 
Punkt  entscheidet,  abgesehen  davon,  dals  die  oben  angefahrten 
Pormeln  für  die  Verbesserung  der  ersten  Werthe  die  Ungleichheit 
sämmtlicher  Wurzeln  und  selbst  eine  merkliche  Ungleichheit  vor- 
aussetzen, welche  mindestens  das  Doppelte  der  etwaigen  Ver- 
besserung beträgt,  und  für  die  praktische  Brauchbai*keit  noch 
stärker  sein  mufs. 

Zur  Erhaltung  einer  solchen  Verbesserungsmethode  setze  man 
wie  oben 

f{x)  ^  {x  -^  a)  {x  -{-b){x  +  c){x  -{-  ä) 

und  bezeichne  aufserdem  das  Product 

durch  die  Form 

1  +  «ly  4-  B^y^  4-  s^f  H-  ff^y* 

so  dafs 

1  1  11 


*i  =-:r77r  + -XTTT- +  ^rrr- + 


oH-a       x+b       x-hc       x-hI 


*2  = 


*8  = 


1  1  1         r      1      1 

1        , i_ _r___L___i 

(x-haXx-hbXx-hc)    (X'Hi){X'hb){X'hd)        \j,X'Hi)(X'\-b){X'{-c)j 


11 


* 
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oder  Sm  die   Summe  der  Oombinationen  der  m^  Orömang  ohne 
Wiederholung  von  den  n  Elementen  ,     ^,  etc.  bezeichnet 

Man  wird  nnn  ohne  Mühe  finden,  dab  jedesmal 

1.2.3     da»    -«sfW 

1.2.3...m     dx«        *«'^^^ 

Bern  wird.  Es  enthält  nämlich  fmf(ß>)  die  Oombinationen  der  (n—my^ 
Ordnung  von  n  Elementen  (x  +  a),  (x  +  J),  deren  es 

n(n--l)  (w— 2) (fir'-m+'l) 

12.3 m 

verschiedene  giebt.  Jedes  einzelne  dieser  Glieder  differentiirt, 
giebt  (rir-m)  Werthe,  in  welchen,  immer  (nr-w— 1)  solcher  Eüemente 

verbunden  sind,  zusammen  sind  also  in    ^  "^ 

n(n— 1)  (n— 2) (n— w) 

1-2.3 m 

Glieder,  deren  jedes  (n—m—1)  Factoren  enthält,  und  da  in  dieser 
Summe  nur  Oombinationen  von  der  {n-^np-l)^^  Ordnung  enthaltea 
sein  können,  und  auch  alle  symmetrish  darin  enthalten  sein  mfisses, 
solcher  Oombinationen  aber  nur 

n{nr-l)  (wr— 2) (n—m) 

1-2.3 (m+l) 

möglich  sind,  so  mufs  sich  jede  Oombination  (m  + 1)  mal  wieder- 
holen.   Oder  es  ist 
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woraus  der  allgemeine  Ansdrack  folgt  Wendet  man  a»n  auf  f{x) 
den  Taylor'schen  Lehrsatz  an  nnd  setzt  man 

so  wird 

dofi  1  •  2    dxy 

Bezeichnet  man  also  durch  c»  die  ««,  welche  den  Factoren  ipfi-^-a)^ 
{afi  +  b\  (pfi-i-c)  etc.  entsprechen,  und  substituirt,  so  wird 

f(x)^f{ofi)  { 1  +  «1«  Aa;0  -4-  «,^  Aa^'  +  ^a'  Aa;0*. . . . }, 

welche  Reihe  Glied  Ar  Glied  der  Taylor'schen  Seihe  entspricht, 
so  dafis  das  Resultat  aus  den  m  ersten  Gliedern  dieser  Reihe  voll- 
kommen identisch  ist  mit  dem  Resultat  aus  den  m  ersten  Gliedern 
der  Taylor'schen  Reihe.  Es  soll  nun  f{x)  Null  werden  fftr  gewisse 
Werthe  von  x^  also  muls,  was  auch  (xfi  fOr  ein  Werth  sein  mag, 
da  nach  der  Form  von  f{x)  die  Taylor'sche  Reihe,  wenn  sie  ganz 
zu  Ende  geführt  wird,  stets  den  strengen  Werth  giebt,  ein  Werth 
von  £^afi  gefunden  werden,  der  der  Gleichung 

0  =  1  4-  «i*^  A  a:«  +  €,'^  A  a:^  ^  4-  «,^  A  a:0  * . . . . 

entspricht,  und  jedes  Resultat,  was  aus  dieser  Form  bei  einer  ge- 
wissen Anzahl  Glieder  gefunden  wird,  mufs  eben  so  aus  der 
gleichen  Anzahl  Glieder  der  Taylor'schen  Reihe  hervorgehen. 

Sei  jetzt  afi  ein  Werth,  der  einer  negativen  Wurzel  sehr  nahe 
kommt,  etwa  x^  =  — a^  so  wird  /Sx9^a^^a  eine  kleine  Gröfse 
der  ersten  Ordnung,  deren  verschiedene  Potenzen  nur  dann  in  der 
Gleichung 

0=1  +  «1«  Aa:^  +«,"  Aajo^  4-  e^^^^afi^ 

das  erste  Glied  . . .  1 . . .  aufheben  können,  wenn  sie  mit  Factoren 
multiplicirt  werden,  deren  Nenner  ebenfalls  kleine  Grofsen  der 
ersten  Ordnung  zu  den  verschiedenen  Potenzen  von  Aa;^  erhoben 
enthalten,  w&hrend  die  Z&hler  Gröfsen  der  0^  Ordnung  sind.  Ein 
solcher  Factor  wird  in 

0         1  1  _      1     .        1 
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nur  das  erste  Glied  sein,  wenn  die  übrigen  Wurzeln  so  unter- 
schieden von  a  sind,  daCs  b  —  a^^  c  —  a^  nicht  als  kleine  Gröüsea 
der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden  können.  In  diesem  Falle 
werden  auch  die  folgenden  «,S  €^...  keine  Nenner  enthalten,  welche 
als  Oröäen  der  zweiten  und  dritten  etc.  Ordnung  die  Kleinheit 

von  Lafi^^  Lafi^ .,.  etc.  aufheben,  und  eine  merkliche  Gröfse  he^ 
vorbringen  könnten,  weil  die  stattfindenden  Combinationen  ohne 
Wiederholung  sind.  Man  findet  folglich  ohne  merklichen  Fehler 
Lafi  aus 

0=1-4- €j°Aa;^=lH k  ^^ 

oder  l\afi  =  a^  —  a. 

Vermittelst  des  ersten  Differentials  von  f{x)  wird  man  daher  bd 
lauter  ungleichen  Wurzeln  und  hinl&nglicher  Näherung  an  eine 
derselben,  einen  genaueren  Werth  finden,  worin  die  Anwendbar- 
keit und  Beschränkung  der  Newton'schen  Approximationsmethode 
ausgesprochen  ist. 

Wenn  aber  aufser  a  noch  eine  zweite  Wurzel  h  dem  (Jfi  so 
nahe  liegt,  dafs  b  —  cfi  ebenfalls  eine  kleine  Gröfse  erster  Ordnung 
ist,  so  wird  nicht  allein 

1  1 


sondern  es  kommt  nun  auch  in  e^^  ein  Glied  vor,  welches  mit  Aa^ 
verbunden  ebenfalls  eine  Gröfse  0^  Ordnung  giebt,  und  nicht  ube^ 
gangen  werden  darf.    Nämlich  ohne  merklichen  Fehler  wird 

, 1 

*•  ""  (a-aO)(&-60)- 

Die  Gleichung  0=^l  +  €,' /Sx9 -he,' Aafi^ 

^  "^"  a  —  a^J  v'  "^  b  —  aV' 
Oder:  Wenn  zwei  Wurzeln  vorhanden  sind,  die  einander  sehr 
nahe  sind,  so  berechnet  man  -^^  und  -:-— -    /  ,0  *  ™d  ^^^det  ans 
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der  Aoflösiuig  der  quadratischen  Gleichung  zwei  Wurzeln,  welche, 
zu  dem  Näherungswerthe  —a^  hinzugefflgt,  die  wahren  Werthe 
geben,  die  man  sucht.  Die  folgenden  «8^  ^^  etc.  haben  hier  weiter 
keinen  Einflufs.  In  der  Regel  werden,  wenn  a^  und  h^  reell  sind, 
beide  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  reell  sein;  sind  sie 
gleich,  so  sind  die|Hanptwurzeln  innerhalb  der  Grenzen  der  neuen 
Näherung  wiederum]  als  gleich  anzunehmen.  Sind  sie  aber  ima- 
ginär, so  hatte  die  Hauptgleichung  zwei  imafzfinäre  Wurzeln  von 
der  Form  a-^ßy—l  und  a  —  ßy—l.  Indessen  mufs  in  diesem 
Falle  ß  eine  kleine  Gröfse  der  ersten  Ordnung  sein,  weil  in  «i  die 
beiden  Glieder  für  imaginäre  Wurzeln 

1  1 


x-ha-hß  |/— 1        x-^-a  —  ß  i/— 1 

sich  vereinigen  in 

2{x  +  a)      ^        *     2 

(x  +  a)2-+-/P  "■  ß^ 

^         ^      ^        x-{-a-\ -  — 

a;+  a 

und  also  nur  dann  eine  kleine  Gröfse  der  ersten  Ordnung  im  Nenner 
geben  können,  wenn  ß  von  derselben  Ordnung  wie  a  —  a^  ist.  Auf 

die  absolute  Gröfse  von    '       und  — '-^^  kommt  es  dabei  nicht  an. 

dx^  docf^^ 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs    ^\   =  Null  wird,  sowohl  bei 

reellen  als  imaginären  Wurzeln.  Es  ist  aber  unmöglich,  dafs  alle 
Differentialquotienten,  welche  nöthig  sind,  zugleich  Null  werden, 
weil  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  eine  unbestimmte  würde. 

Hiemit  ist  der  Weg  fflr  alle  ferneren  Fälle  angezeigt.  Wenn 
bei  der  ersten  Näherung  tn  nahe  gleiche  Wurzeln  gefunden  sind, 

so  geht  man  bis  zu  ««  fort  oder  bis  zu    --\r-,  und  löst  die  Glei- 

düif^ 

chung  vom  m^  Grade  auf.  Diese  Auflösung,  die  niemals  in  solchen 

Ausnahmefällen  zu  vermeiden  sein  wird,  muis  immer  zum  Ziele 

ffihren,  und  wird  es  um  so  leichter,  als  durch  den  eingeführten 

Näherungswerth  x^  die  Aa;<>,  wenn  sie  verschieden  sind,  ein  sehr 
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merkliebes  Verhältnüä  zu  einander  haben  müssen,  und  die  Schnellig- 
keit der  Anflösong  von  diesem  YerhSltnifs  der  Wurzeln  zu  einand^ 
abhängt,  wie  schon  oben  bemerkt  ward.  Aach  ist  es  ein  Vorzug 
dieser  Anflösnngsmethode,  dafs  man  von  allen  Wurzeln  sehr  ge- 
näherte Werthe  findet,  und  folglich  aber  die  mögliche  Anzahl 
einander  sehr  nahe  liegender  gar  nicht  in  Zweifel  sein  kann. 
Fflr  die  numerische  Rechnung  ist  es  bequemer,  zu  setzen 


x^afi  +  afi 


a;0 


und  die  Taylor'sche  Reihe  zu  schreiben 

Es  werden  n&mlich  die  Werthe 

K^)  =  [^"],      ^  ^-^  =  [n^-],      0^02  ^J^  ^  \y^n^\)7f^%  etc. 

aar'  aar' 

aus  dem  ersten  fi^fi)  durch  einfache  Multiplication  jedes  Gliedes 
mit  n  (der  Potenz  von  jfi^  die  darin  vorkommt),  mit  (n— 1)  u.  s.  w. 

gefanden.     Der  Werth     ^   ,   den  man  findet,  wird  dann  fast 

immer  gleich  Alga^  gesetzt  werden  können,  mit  Rücksicht  auf 
den  Modulus  des  briggischen  Systems. 

Dieses  Verfahren  gilt  allgemein  f&r  reelle  und  imaginäre 
Wurzeln.  Indessen  ist  es  vielleicht  nicht  flberfltLssig,  in  Bezug 
auf  die  letzteren  eine  nähere  Bntwickelung  hinzuzufügen.  Wenn 
zwei  Paare  imaginärer  Wurzeln  von  der  Form  «i/Jp'— 1  und 
und  a^ ±.^  |/— 1  einander  so  nahe  liegen,  dafs  die  erste  Näherung 
gleiche  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form  cfi±ß^  \/—l  gegeben  hat, 
so  braucht  hier  nur  der  Fall  betrachtet  zu  werden,  wo  ß^  eine 
merkliche  Gröfse  hat,  weil  der  andere,  wenn  /^  sehr  klein  ist, 
sich  aus  der  Substitution  der  reellen  Wurzel  afi  =  ^cfi  ergeben 
wfirde,  wie  oben  bei  zwei  gleichen  reellen  Wurzeln  angeführt  ist. 
In  diesem  Falle  wird  Ci  den  Werth  haben,  wenn  afi^  —  cfi—ß^  j/— 1 
sobstituirt  ist: 
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denn  die  Yerbindong  von  —cfi—ß^  i/— 1  mit  a-ß  |/— 1  und  a*--ß'  i/— 1 
wird  in  dem  Nenner  die  sehr  merklichen  Gröfsen  —(ß'hß^)l'—l 
und  —  (ß'-^-ß^)  y—l  einführen,  die  sich  nicht  gegenseitig  yeniichten. 
Dasselbe  wird  in  ««^  stattfinden,  welches  den  Werth  erhUt 
1 

Die  späteren  Werthe  von  «8^  ^a  haben  keinen  Einflnfs.  Man  wird 
also  ans  der  Gleichung 

dxf>       «0         1-2       dsfi^    \   afi   /' 

wenn  tir  afi  der  Werth —«•—/?' |/—1  gesetzt  ist,  die  beiden 
Wurzeln  fOr  Aieo  erhalten  ans  der  Gleichung 

{Aa^  +  a-oOH-OJ-/»«)|/-l}{Aa^  +  a'-a»  +  OJ'-/J»)l/-l}-0 
und  auf  dieselbe  Weise,  wenn  —  «<>  +  /}<>  1/—I  sabstitnirt  ist,  aas 

und  die  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  vom  zweiten  Grade 
in  Bezug  auf  Ax^,  die  man  so  erhUt,  wird  eine  Gleichung  vom 
-vierten  Grade  geben,  nämlich: 

Sind  deshalb  die  Wurzeln  wirklich  ungleich,  so  mufs  man  durch 
unmittelbare  Substitution  entscheiden,  welches  Wurzel-Paar  zu 
€ft-hß^i/—l,  und  welches  zu  a9  —  ß^\/—l  gehört.  Ebenso  wird 
man  bei  drei  nahe  gleichen  Paaren  imaginärer  Wurzeln  auf  eine  Glei- 
chung vom  6^°  Grade  gef&hrt,  bei  vieren  auf  eine  vom  achten  tu  s.  w. 
Die  Form  dieser  Gleichungen  wird  sich  am  leichtesten  über- 
sehen lassen,  wenn  man  setzt 

a^^f^C(mq>^       /Jö^r^siny® 
und  damit 


1 
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[(-rO)«  COS  w  y  0]  =  p  cos  Q    [(-r^)»  sin  n  y  <>]  =  P  sin  C 

[w(— r^)«cosny^]  =?  cos^    [(n(--r^)*sinng)^]  =^  sin^ 

[n(iir-l)  (— r<^)»  cosny^]  =  q*  cos V''    [w  (w— 1)  (— r®)»  sinwy^]  =  g'  sinV'' 

[n{n—l)  (nr-2)  (— r^)»  cosny^^]  =  q'*  cosV" 
[n(nr-l)  (w-2)  (-rO)»  sinwy^]  =  p"  sin^^''  etc. 

Es  wird  dann  die  Gleichung  ans  der  Substitution  von 

x^^  —  cfi  —  ßf^y—l 

0=   Pcos^?cosV-^+i?'cosV'(^-^-j  +i?"cos^"^-^j  "• 

oder  wenn  man  die  ]/—l  wegschafft 

Pcose+?cosV'-o-+i?'cosi//'(^-^-j  +t?"cosV'"^-^j .... 

4-jPsinQ  +  e8mV'^ö-+ie  8iii^(-^-)-^"i?  SM^V'''^-^)--" 

welche  letztere  Gleichung  ebenfalls  für  die  Substitution  von 
a;^  =  —  a®  H-  /J^  |/— 1  gilt,  so  dafs  man  immer  nur  auf  eine  Gleichung 
von  demselben  .Grade  mit  der  Anzahl  der  imaginären  Wurzeb 
geführt  wird. 

In  den  einfacheren  F&llen,  wo  zwei  Paare  oder  drei  Paare 
imaginärer  Wurzeln  gleich  sind,  kommt  man  indessen  noch  ein- 
facher zum  Ziel,  und  ohne  alle  Zweideutigkeit,  wenn  man  bei  der 
ersten  aus  der  Substitution  von  ofi=—cfi  —  ß^\/—l  allein  hervor- 
gehenden Gleichung  stehen  bleibt,  und  diese  Gleichung  auflöst. 
Man  bekommt  dann  unmittelbar  die  Werthe  von  a—cfi+(ß—ß^)  jz-l 
und  von  «'  —  «^  +  (ß*  —  ß^)  y—l.  Diese  Gleichungen  unterscheiden 
sich  freilich  von  den  gewöhnlichen  dadurch,  dafs  ihre  Coef&cienten 
imaginäre  Gröfsen  sind,  aber  für  die  Fälle,  f&r  welche  man  Glei- 
chungen direct  auflösen  kann,  also  bis  zum  4^°  Grade,  oder  bis 
zu  vier  Paaren  nahe  gleicher  imaginärer  Wurzeln,  wird  man  diese 
Auflösung  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  wie  bei  reellen  Goef- 
flcienten  machen.    Es  mögen  hier  noch  die  einfachen  Formehi  für 
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die  Auflösung  einer  solchen  quadratischen  Gleichung  mit  imagin&ren 
Coefficienten  folgen. 

Die  imagin&ren  Coefftcienten  lassen  sich  leicht  diyidiren  und 
multipliciren,  wenn  sie  auf  die  Form  ^  cosf^  +  A  sin/t*  /~1  gebracht 
sind,  weil 

A  cosji*  it  A  sin/i*  y— 1         X  f       f         A  .    .    /         i\   I    ^\ 
-TT —  ,  .  .,  .     \    ,    =  -T7-(  cos  (/*  —  f*')  ±  sin  (|i*  —  f*')  y  —1}. 

a'cos/»  ±A'sin/t*'y— 1  V^        m-      r-/  w      v  j  i       / 

Man  bringt  also  die  gegebene  Gleichung 

0  =  P(cos Q -¥  sin^  ]/— 1)  +  q (cos^  +  sin^  y — 1)  — 5— 

/Aa:ö\2 


zuerst  auf  die  Form 

(^)'  +  ^  (cos  (^  -  VO  +  sin  (V*-  VO  y-1)  ^ 

2  P 

+  ^  (cos  (g  -  V'O  H-  sin  (g  -  V'O  /-l)  =-  0, 


woraus 


Ax<>  ^       g  (cos  (!ft  -  y/Q  +  sin  (tfr  -  y/Q  y -1) 
1  Mcos2(V/-^0+sin2(V/-^0y-l)-2Pg^  (cos((?-V;)+sin(g-V;Oy-l) 

Setzt  man  jetzt,  was  immer  erlaubt  ist 

rf2  cos2r  =  g«  cos2  (v/ -  V'O  -  2Pg' cosCe  -  V'O 
cPsin2y  =  g2gi,i2[(^_^i)_2Pe'sin(e-V'0i 
80  wird 

l\Qfi  _      g(cos(V^— y/Q+sinCy/— y/Qy— 1)      cf  (cos  r  +  sin y  y— 1) 
Kun  ist 

Aa;0  ^  a^go  +  fß^ßo)  y-l 

Setzt  man  also 

a-.aO  =  Z   cosL  ß-^ßo^l   sinL 

«0        =^cosy^  /J^       =r<>siny^ 
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80  wird 

folglich  wird  man  erhalten 

-^ cos  (i  -  y®)  =  -  -|r cosCV'  -  V'Oi  -r  cosr 
l 


in  (L  —  yO)  =  — ^  sin(V  —  V'O  =t  -r  sinr. 


sin 


Wenn  man  den  wahren  Werth  yon  x  durch 

—  r  cosy  —  r  siny  y'  —1 

ausdrückt,  so  wird 

r^  cosy^  H- 1  cos  L  =  r  cosy 
r<>  siny^  +  i  sin  L  =  r  siny 

oder  r^  +  ?C08  (L  —  y^)  =  r  cos  (y  —  y^) 

isin(L  — yO)^^  sin(y  —  y®) 

so  dafs 

-^  COS  (9  —  y®) =1  -  -^  cosCV'  -  VO  ±  -TT  cosy 


Q  Q 

Sin  ' 


7*  Q  i 


wobei  die  doppelten  Vorzeichen  so  zu  nehmen  sind,  dafs  die  obern 
zusammengehören  und  auch  die  untern. 

Die  s&mmüichen  formein  ffir  zwei  Paare  gleicher  imaginftrer 
Wurzeln  sind  also  folgende: 

Man  bestimmt  aus  den  Substitutionen  von  (— t^)"  cos  n  9)  für  x^ 
und  (-r«)«  sin  9  fttr  a^"  die  Werthe  P,  Q,  q,  tff,  ?',  tp*.  Dann 
setzt  man 

d^  co&2y  ^q^  cob2  {tp  -tp')  -'2P  q'  COS  {Q  -  y/) 
(J2  sin2r  =  ?*  8in2  (V/  -  VO  -  2Pß'  sin  (©  -  tp') 
und  hat  sofort: 

-^  cos  (y  -  y»)  =  1  - -^  cos  (V  -  VO  ± -^  cosr 
■^  sin  (9  -  y«)  =   - -J- sin  (V  -  V»')  ± -7  siny. 
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Für  den  ersten  Werth  kann  man  bei  der  Kleinheit  von  <9>  —  9)^ 

T  T 

meistentheils  --j^  setzen,  f&r  den  zweiten,  weil  —5-  nahe  eins,  den 

Werth  if  —  q^^.  Man  wird  dann  in  den  meisten  Fällen  schreiben 
können: 

-gr  Algr<>  =  — ^  cos(^  —  V'Odt:  -7-  coßl' 
A5P<>    =  — ^  sin (V'  —  V'O  =t:  — r  sin^- 

In  diesen  Ausdrücken  sind  sowohl  die  für  gleiche  Wurzeln  ent- 
halten, für  welche  Q  =  tp  =  tp*  =  0^  als  auch  l&fst  sich  ans  ihnen 
die  oben  gegebene  Bestimmung  der  verbesserten  Werthe  bei  un- 
gleichen Wurzeln  herleiten.  Es  ist  wegen  des  doppelten  Vor- 
zeichens ±  gleichgültig,  welchen  Werth  yon  r  man  aus  2/  w&hltt 
da  es  freisteht,  sowohl  r  ftls  180  +  /  zu  nehmen.  Für  drei  Paare 
gleicher  imagin&rer  Wurzeln  wird  die  Oardanische  Formel  sich 
ebenfalls  ganz  bequem  gebrauchen  lassen. 

In  dem  hier  Gegebenen  ist  die  Auflösung  der  Aufgabe  yoll- 
stäadig  enthalten.  Es  kann  kein  Fall  vorkommen,  der  sich  nicht 
in  aller  Strenge  durch  die  angegebenen  (Ausdrücke  lösen  liefse. 
Ungleiche  Wurzeln,  reell  oder  imaginär,  trennen  sich  von  selbst^ 
und  bei  gleichen  oder  nahe  gleichen  Wurzeln  sind  leichte  und 
Btrenge  Mittel  gegeben,  von  einem  gemeinschaftlichen  Näherungs- 
werthe  aus  entweder  der  völligen  Gleichheit  der  Wurzeln  sich  zu 
versichern,  oder  die  einzelnen  Wurzeln  selbst  zu  berechnen.  Bei 
einem  praktischen  Gegenstande  wird  es  jetzt  noch  ein  Interesse 
haben,  an  einigen  Beispielen  |den  Gang^der  Rechnung  kennen  zu 
lernen. 

Als  erstes  Beispiel  möge  die  Gleichung  siebenten  Grades 
dienen,  wodurch  nach  Gaufs  die  Punkte  auf  einer  gegebenen  Ab- 
scissenlinie  bestimmt  werden,  welche  fOr  die  mechanische  Quadratur 
das  möglichst  vortheilhafte  Resultat  geben,  wenn  man  überhaupt 
nicht  mehr  als  sieben  Ordinaten  anwenden  will.  Diese  Gleichung 
heifst 
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Sacht  man  hier  zuerst  die  Logarithmen  der  Coefflcienten  aof, 
welchen  die  Zeichen  ebenso  wie  den  Zahlen  vorgesetzt  werden,  so 
wird  die  Gleichung: 

x^  -  0,5440680  x^  +  0,6853971  x^  -  0,5270347  x^  -f-  0,0877020  x» 

-  9,3429745  x^  +  8,2126407  x  -  6,4644527  =  0. 

Es  ist  für  die  Rechnung  angenehmer,  keine  Logarithmen  von 
Brüchen  zu  haben,  weil  man  bei  der  Erhebung  zu  sehr  hohen  Po- 
tenzen immer  dann  beachten  mufs,  ob  —10  oder  —20,  oder  ein 
anderes  Vielfaches  von  10  von  der  Charakteristik  abgezogen  wer- 
den mufs.  Man  lege  deshalb  zu  dem  Logarithmen  aller  Coeffl- 
cienten ein  Vielfaches  einer  solchen  Zahl  hinzu,  welche  die  Brfiche 
wegschafft,  und  zwar  zu  dem  Coefflcienten  von  ^^^^  das  r  fache 
dieser  Zahl,  so  wird  man  alle  Wurzeln  mit  einem  bestimmten 
Factor  multiplicirt  erhalten.  Kann  man  dabei  bewirken,  dafis  o^  =  1 
wird,  so  wird  die  Rechnung  etwas  bequemer.  Hier  wird  der  Zweck 

10  —  6  4644527 
erreicht,  wenn  man  die  Vielfachen  von ^= =  0,5050782 

hinzulegt.    Die  Gleichung  wird  dann 

x''  - 1,0491462  x^  + 1,6955535  x^  -  2,0422693  x^  4-  2,1080148  x* 

-  1,8683655  x^  -f- 1,2431099  x  -  0,0000001  =  0. 

Bei  dem  Anfange  der  Rechnung  zeigt  sich  hier  sogleich,  dab 
man  mehr  als  fünf  Decimalen  bei  den  ersten  Erhebungen  zu  hohem 
Potenzen  anwenden  mufs.    Denn  es  wird  z.  B. 

Igo,"  «     3,39111 

lg -2«,  «8  =  -3,39245 
lg  +  2a4     =4-  2,40904. 

Wenn  aber  die  Differenz  zweier  Logarithmen  so  klein  wie  hier  ist, 
nur  0,00134,  so  bewirkt  nach  den  Gaufslschen  Tafeln  die  Unsicher- 
heit einer  einzigen  Einheit  in  der  letzten  f&nften  Stelle  schon 
einen  Fehler  von  330  Einheiten  in  dem  Logarithmen  der  Differenz, 
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SO  dafs  sich  das  Resultat  gar  nicht  verbürgen  ISXst.  Man  wird 
also  die  beiden  ersten  Erhebungen  hier  mit  7  Decimalstellen  aus- 
führen müssen,  so  wie  es  überhaupt  vortheilhaft  ist,  die  ersten 
Erhebungen  möglichst  genau  zu  machen.  Die  Fehler  in  denselben 
pflanzen  sich  zu  beiden  Seiten  in  yergröfsertem  Maafsstabe  fort, 
besonders  bei  Gleichungen  wie  diese  mit  lauter  reellen  Wurzeln, 
in  denen  immer  Subtractionen  vorkommen.    Man  findet  so: 

Potenz  der  Wurzeln    =2^ 

x'^  -H  1,4180048  afi  +  2,3959870  x^  +  3,0189949  ä*  -f-  3,2738401  afl 

4-  3,0739348  x^  +  2,2004297  x  +  0,0000002  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 

0?''  +  2,2735725  x^  +  4,0410890  x^  -+■  5,3386202  x*  4-  6,0534451  x^ 

+  5,9093643  x^  4-  4,3578860  x  +0,0000004  =  0. 

Yon  hier  an  kann  man  mit  fünf  Decimalen  rechnen,  weil  sich 
doch,  des  eben  bemerkten  ümstandes  wegen,  auch  bei  sieben  De- 
cimalen die  letzten  Stellen  nicht  verbürgen  lassen  werden.  Die 
kleinen  nöthigen  Hülfsmittel,  bei  den  grofsen  Charakteristiken 
eine  Anzahl  Einheiten  erst  wegzunehmen,  und  nach  gemachter 
Addition  und  Subtraction  wieder  zuzulegen,  wird  jeder  Rechner 
sich  selbst  machen.  Schon  von  jetzt  an  sind  die  Producte  der 
entfernter  stehenden  Coefficienten  wenig  merklich. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
x^-h  4,12268  a:«  4-   7,61495  x»  4- 10,36176  a:*  4- 11,96640  a;» 

4- 11,78333  x^  4-   8,71441  x  4-  0,00000  ==  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 

a;^  +   7,97094  a?»  4- 15,03723  afi  4-  20,65592  x^  4-  23,91840  a?« 

4-  23,56553  x^  4- 17,42882  x  4-   0,00000  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 

x^  4- 15,81746  afi  4-  30,04231  x^  4-  41,30800  a;*  4-  47,83679  x^ 

4- 47,13106  a;2  4- 34,85764  a;  4-  0,00000  =  0. 
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Potenz  der  Wurzeln    =2* 
«i  +  31,61214  «•  +  60,08366  «5+   82,61598«*+  95,67358«» 

+   94,26212  a^  + '.  69,71528  x  +     0,00000  -  0. 

Fotetu  der  Wuiredn    <=2' 
x'  +  63,22365  ««  + 120,16732  x»  4- 165,23196  x*  + 191,34716  a» 

+ 188,52424  «»  + 139,43056  «  +     0,00000  =  0. 

Hier  wird  die  Rechnving  geschlossen.  Bei  allen  andern  Coef- 
flcienten  sind  schon  die  nenen  Werthe  die  reinen  Qnadrate  der 
früheren,  und  auch  bei  <h  wird  ai'-2a,  nicht  mehr  von  «.'sick 
unterscheiden.  Es  sind  folgUch  aUe  Wurzeln  reell,  und  wenn  ma 
die  Logarithmen  nach  einander  subtrahirt,  so  hat  man 

lg  «128=  63,22365  lg  «  =  0,493935 

lgj«8=  56,94367  lg  6  =  0,444872 

lg  c«8  =  45,06464  lg  c  =  0,352067 

lgdi«8=  26,11520  lg  d  =  0,204025 

lg  eW9  =  125,17708  -  128,0  lg  e  =  9,977946 

lg  fii»  =   78,90632  - 128,0  lg  /" = 9,616456 

lg  gviü  =  116,56944  -  256,0  lg  Jf  =  8,910699 

Zieht  man  von  diesen  Wurzeln  den  oben  hinzugeffigten  Logaritiui» 
0,5050782  ab,  so  hat  man  die  wahren  Wurzeln  der  gegebenen  Gl* 

«'"^  lg  «  =  9,98886 

lg  6  =  9,93979 
lg  c  =  9,84699 
lg  d  =  9,69895 
lg  e  =  9,47287 
lg /^=  9,11138 
lg  ^  =  8,40562 

Werden  die  negativen  Werthe  dieser  Wurzeto,  um  ihre  Zei^ 
kennen  zu  lernen  und  sie  zu  verbessern,  in  die  Gleichung  ^ 
toirt,  BO  zeigt  sich,  dafs  sie  keinen  Fehler  geben,  der  auch  w« 
bei  einer  Rechnung  mit  sieben  Decimalen  bemerkt  werden  tm- 
flo  z.  B.  findet  man  für  lg6  =  9,9397900 


J 
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^ 


^ 


«•- 


»7  =  +  0,3789047 
«1  cc«  =  -  1,5233790 
«2  aH>  =  4-  2,4229648 
«8  0^  =  -  1,9328347 
«4  05«  =  +  0,8073689 
oj  «2  =  -  0,1669377 
«gic  =4-0,0142047 
a,   =  -  0,0002914 


705'  =  +  2,6523329 
6  «105«  =  -  9,1402740 
5«2a^  =  + 12,1148240 


4aja;*  =  — 
3a4a;«  =  + 
2aj  «2  =  - 


7,7313388 
2,4221067 
0,3338754 


«,«  =+  0,0142047 


f{gfi)      =  +  0,0000003. 
Es  würde  folglich 


««^^=-  0,0020199 


Lai    ^_  -0,0000003 
»^  ^^  -0,0020199' 


3f 


wenn  überhaupt  der  Werth  von  fiafi)  yerbürgt  werden  könnte,  was 
hier  keineswegs  der  Fall  ist,  da  3  die  achte  bedeutende  Ziffer  ist 
in  den  Zahlen,  ans  denen  f{afi)  gebildet  wird,  während  schon  die 
siebente  nngewlTs  sein  mofs.  Will  man  also  hier  die  Logarithmen 
der  Wurzeln  yerbessem,  so  mufs  man  bei  der  Substitution  Loga- 
rithmen von  10  Decimalen  anwenden  oder  unmittelbar  substituiren, 
eine  Mühe,  die  hier  nnnöthig  scheint,  da  Gaufs  die  Wurzeln  bis 
auf  16  Decimalen  gegeben  hat,  so  dafs  man  den  strengen  Werth 
mit  dem  gefundenen  genäherten  yergleichen  kann.  Die  Log8k 
rithmen  der  wahren  Wurzeln  und  die  unterschiede  von  der  eben 
gefundenen  ersten  Näherung  sind: 


Ig  a  =  9,98881 
h  =  9,93990 
e  =  9,84691 
d  =  9,69897 
e  =  9,47287 
/■=  9,11138 
g  =  8,40562 


» 


n 


Unterschied  0,00005 

0,00011 
0,00008 
0,00002 
0,00000 
0,00000 
0,00000 


Die  Wnrzeln  (nach  meiner  Benennung)  sind  alle  negativ. 
Obgleich  diese  unterschiede  für  die  erste  Näherung  sämmtlich 
höchst  unbedeutend  sind,  der  gröfste  =4^  des  Ganzen,  so  sieht 

EnckcTs  AbbaddL  I.  12 
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man  doch,  dafs  sie  im  Grande  blofs  von  dem  bemerkten  Umstände 
bei  «2  in  der  ersten  Potenzirung  herrühren.  Ich  habe  dieses  Bei- 
spiel als  das  ungünstigste  unter  den  mir  bekannten  bei  der  ersten 
Näherung  gewählt,  wie  überhaupt  die  Lage  von  siebdn  reellen 
Wurzeln,  sämmtlich  zwischen  0  und  1,  bei  jeder  Methode  wegen 
der  Nothwendigkeit,  mit  gröfserer  Genauigkeit,  als  man  sonst  bei 
den  ersten  Versuchen  zu  thun  pflegt,  zu  substituiren,  die  Lösung 
erschwert  haben  würde.  Die  Vergröfserung  der  Wurzeln  allein 
würde  bei  keiner  Methode  wesentlich  zur  Erleichterung  beigetragen 
haben.  Hätte  man  übrigens,  wozu  aber  kein  Grund  vorhanden 
war,  dem  oben  gefundenen  Werthe  von  f{ofi)  trauen  wollen,  so 
würde  man  erhalten  haben 

Alg  brigg.  a;0 « -H  0,000065, 

wodurch  man  der  Wahrheit  näher  gekommen  wäre.  Ein  Zeichen, 
dafs  die  üebereinstimmung  der  ersten  Näherung  nicht  bloDs  zu- 
fällig war. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  höchste  Gleichung  dienen, 
welche  Fourier  in  seinem  vortrefflichen  Werke  pag.  111  unter 
den  Beispielen  aufführt: 

x'  — 2a:*-3a:»-*-4Ä?2  — 5a:  +  6  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    «2* 
a.7  +  4a;6_2a:5~2a:*-H29a:8-14a:«~-23a:  +  36  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
a;' +  20  ÄJ« -h  78  ic«^  +  54  a?*-f- 589  ar'  + 1386  a;a+ 1537  ic-h  1296  =  0 

oder  um  von  jetzt  an  Logarithmen  zu  gebrauchen 
x^  + 1,30103  afi  -H  1,89209  x^  + 1,73239  a^  -h  2,77012  a^  +  3,14176  a?« 

+  3,18667  a:  +3,11261=0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
a;'  +  2,38739  a?«  -f-  3,70774  ofi  -  4,56350  a^  +  5,58665  a?»  -h  5,39859  a^ 

-  6,08996  a?  -♦- 6,22522  «0. 

Die  Minuszeichen  in  der  zweiten  Gleichung  zeigten  schon  an, 
daüs  imaginäre  Wurzeln  vorhanden  seien.  In  der  letzten  Gleichang 
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kann  man  ans  dem  Orte  der  Minnszeichen  mit  Sicherheit  schliefsen, 
dafs  der  Coefflcient  von  o(^  einen  Modul,  nnd  das  bekannte  Glied 
einen  zweiten  Modul  geben  wird. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
x'+   4,69313  a;«+     7,64995  a^-     9,39198  a^+   11,18557  a:» 

+   11,94810  a;2+   11,82750  a;  +   12,45044  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2' 
«^4-   9,37002  a«+   15,34998  a:«-    18,87658  a:*+   22,44623  a:» 

+   23,75387  a:«  -   24,65849  x  +   24,90088  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
a;' +  18,73971  a:«  +   30,70300  a^*-   37,83535  a:*+  44,89718  a:» 

+   47,76037  a:2  +   49,06887  x  +   49,80176  -=  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =  2' 
a;'' +  37,47942  a;« -f-   61,40601  ^r^^   75,51594  a;*  4-   89,79441a;« 

-+-   95,49582  x^  +   97,80854  x  -h   99,60362  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2® 
x''  -f-  74,95884  od^  +  122,81202  x^  - 151,32153  x^  -h  179,58882  afi 

+  190,99129  x^  +  195,21132  x  + 199,20704  =  0. 

Hier  schliefst  die  Rechnung,  da  alle  Coefficienten,  mit  Aus- 
nahme zweier,  zu  imaginären  Wurzeln  gehöriger,  welche  durch 
die  Minuszeichen  angedeutet  waren,  reine  Quadrate  sind  und  im 
Fortgange  der  Rechnung  keine  Veränderung  würden  erleiden 
können.  Zieht  man  jeden  vorhergehenden  Coefficienten  von  dem 
folgenden  ab,  so  geben  die  Verbindungen  der  Coefficienten  von 

x'^  nnd  afi         lg  a^w  =  74,95884         lg  a   -  0,292808 


x^  nnd  afi 

lg  6256^47^85318 

lg  6    -0,186927 

ofi  und  X* 

unbestimmt 

ofi  und  ofi 

lg  flr"^  -  56,77680 

Ig^r«  =0,221785 

ofi  und  x^ 

lg  c^^^  =  11,40247 

Ige    -0,044541 

Ol?  und  X 

unbestimmt 

0?  und  ofi 

Ig^'^?««  8,21575 

lg  g^^  =  0,032093 
12* 
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Da  hier  nur  zwei  Paare  imaginärer  Wurzeln  sind,  so  kann 
man  die  beiden  in  Bezug  auf  f  linearen  Gleichungen,  die  sich 
aus  ^1  und  a^  ergeben,  anwenden.  Hiezu  ist  es  aber  erforderlich, 
erst  des  Zeichens  von  a,  i,  c  sich  zu  versichern.  Eine  beiläufige 
Substitution  zeigt,  dafs  a  positiv  ist,  h  negativ  und  c  negativ. 
Denn  es  geben  z.  B.  bei  c,  wenn  man  lg  a:  =  0,044541  n  (oder 
negativ)  substituirt,  die  ungeraden  Potenzen  a;',  ofi^  ofi^  x  den 
Werth  der  aus  ihnen  erhaltenen  Summe 

=  4- 10,9106 

und  die  geraden  Potenzen  a:*,  x^  und  ofi  den  Werth  der  aus  ihnen 

erhaltenen  Summe 

-  + 10,9106 

Es  muis  folglich  ein  positiver  Werth  von  x  substituirt  werden, 
oder  c  negativ  genommen.    Die  beiden  linearen  Gleichungen  sind 

a'{-b-\'C'{'  f-h  /*  =  «1  =  0 
g^  g*^  (ab  +  ac-hbcj  +  abcg^f-h  abcg*^f=  a^  =  —  5, 

welche  in  Zahlen  ausgedruckt  werden 

/^+f  =  +  0,68341 
3,60055  /^-f-  5,57264  /^  =  -h  1,25927 

woraus  man  erhält 

/^=  +  1,29258  f^-  0,60917. 

Die  erste  Näherung  giebt  daher  die  linke  Seite  der  Gleichung  als 
das  Product  der  Pactoren 

{x  +  1,96249)  {X  -  1,53790)  {x  - 1,10800)  {x^  + 1,29258  a;+ 1,66642)  x 

(a;2  -0,60917  a;+ 1,07669). 

Will  man  diese  Werthe  verbessern,  z.  B.  den  ersten  der  beiden 
trinomischen  Pactoren,  so  findet  s^ch  für  ihn 

lg  ro  =  0,11089  yo  =  59^  57'  25;'3^ 

Der  leichteren  Rechnung  wegen  nehme  man  aber  q>^  in  runden 
Zehnem  von  Secunden,  etwa 

yo  =  59^  57'  20". 
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-  7rO '  COS  7  y<>=  -  21,1036245 

-  5  «2  r« "  cosö  y«  =  4- 17,8028440 

-  3  «4  r«'  cosS^)» 19,3602654 

+  2a5r<'*co82y0  =  -  6,6476920 

-  «er«  cos   g)0  =  +  3,2315655 

[n{—r^)»  cosn^)«]  =  —  26,0771724 


Man  erh&lt  damit 

-  r« '  cos  7  y«  ^ 3,0148035 

—  «2  r«'  cosöy»  =  +  3,5605688 

—  «4  r«*  cos 3y0  =  —  6,4534218 
+  oj  r«^  cos  2y0  =  —  3,3238460 

—  «e»*  cos   9)0  =  4-3,2315655 

bek.  GHed . . .  =  +  6,0 
[(—>*)•  cosnyO]  =  +  0,0000630 
ferner 

-  r« '  sin  7  9«  =  -  5,1 569226 

—  «2  »•"'^  sin  5  9"  =  —  6,2226992 

—  «4  r»'  sin  3  9)0  =  +  0,0150177 
-h  oj  r«*  sin2y<>  =  +  5,7777520 

—  «,  **   sin  y»  =  + 5,5872230 

[(— r«)"  sinny«]  =  +  0,0003709 

Hieraus  folgt  dann  weiter: 

lg  P=  6,575433 
Q  =  80°  21'  35;'7 

und  damit 

A  Igr«  =  + 0,0000027  .  56  Ay  =  +  0;'42 
so  dafs  Ig^f  =     0,1108927  -56      y  =  59°  57'  20;'42. 

Anf  ähnliche  Art  wird  g'  und  gi'  genauer  gefunden  und  fOr 
die  reellen  Wurzeln  hat  man  z.  B.  ffir  a 

lg  «0  ^  0,292808 


-  7rO '  sin  7  9« 36,0984582 

- 502  r«"*  sinöyo  =  - 31,1134960 
-3a4r<>*sin39«  =  +  0,0450531 
+  2a5 r»"  sin29«  =  + 11,5555040 
—   «6»-«    sin  yO  =  +  5,5872230 

[n(-r^)n  sinnyo]  =  -50,0241741. 

lg  ?  =  1,751380 
tf,  =  242°  28'  2;'5 


_o<>'  =  - 112,112997 

-a,ao'^  =  +  58,219704 

-«4  00»  =  +  22,674894 

+  «5a»^  =  +  15,405508 

—  cctuo   =+  9,812460 

bek.  Glied  =  +  6,0 

[(-«*)•]  =  -  0,000431, 


-7««'^ 784,790979 

-  5aa  a»"  =  +  291,098520 
-3«4a«'^ — h  68,024682 
+  20^0,°^  =  +   30,811016 

-  «joo  =+  9,812460 

[«(-«)a«]  =  -  385,044301 
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woraus  A  lg  a»  =  -  0,0000005        lg  a  =  0,2928075. 

.Die  Yerbesserang  jedes  einzelnen  Werthes,  isolirt  far  sich,  giebt 
zuletzt  die  Factoren  der  Qleichung: 

{  x^  -  0,6092132  X  + 1 ,0766801  ){x^+ 1,2926302  x  +  1,6664238 } 
{ x  -h  1,9624901  ]x{x- 1,5378905  }  {x- 1,1080166 }, 

welche,  da  jeder  für  sich  gefunden  ist,  die  Prüfung  der  Bechnong 
gewähren,  dafs  sein  mufs 

a  +  J  +  c  +  /*-f-/'==ai«=0. 

Die  Werthe  der  ersten  Näherung  sind  in  diesem  Beispiel  so 
nahe  der  Wahrheit,  wie  man  es  für  fünfstellige  Logarithmen  kaum 
erwarten  durfte. 

Als  drittes  Beispiel  einer  Gleichung  mit  mehr  als  vier  imagi« 
n&ren  Wurzeln  kann  die  Gleichung  dienen 

a;'' 4- 3a;*  4- 6  =  0 

Potenz  der  Wurzeln    =2^ 
a?'  +  9x*-i-36x2  4-36=:0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2^ 
a:' +  81  o:*  -  648  a;3  +  1944  x«  -  2592  a;  +  1296  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 

x'^  - 1296  cfi  -h  11745  x^  +  104976  x«  +  629856  x^  +  1679616  x 

+ 1679616  -  0. 
Von  hier  an  Logarithmen: 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
a;'+   3,41364  a;«+   6,27636  a;5+   8,60926  x*-   9,91005  a:» 

+ 10,92186  a;»  +  11,84836  a;  -h  12,45042  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2^ 
a:'  +   6,46828  a;«  + 12,16012  x^  +  17,29346  x^  +  17,89851  ^ 

+  22,31679  x^  -h  22,41671  x  +  24,90084  =  0. 

Potenz  der  Wurzeln    =2* 
ä'  + 12,75961  a?«  +  23,97079  x^  +  34,58689  a;*  -  39,91125  a?^ 

4- 44,63668  a;« -47,51776  a:  +49,80168  =  0. 


J 
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Potenz  der  Wurzdn    =2'' 
a;'  + 25,49393  ic^-f-   47,63345x6+   69,17378  a;*  4-   79,51832  a:» 

89,26074  x^  +   94,72953  x  +   99,60336  =  0. 


Potenz  der-  Wurzeln    =2® 
x'^  +  50,98747  x^  +    94,96298  x^  -f- 138,34756  o;*  + 158,73567  sfi 

+ 178,52144  x^  +  189,15081  x  h-  199,20672  =  0. 

Hier  wird  die  Rechnung  geschlossen,  weil  die  Coefficienten  yon 
a;®,  ar*,  x^  un*  das  bekannte  Glied  reine  Quadrate  bleiben.  Die 
negativen  Coefficienten  von  ofi  und  x  in  der  6'««*  abgeleiteten  Glei- 
chung, zeigen,  dafs  die  Coefficienten,  die  auf  sie  folgen,  zwei  Mo- 
duln bestimmen  werden.  Auch  der  Coefficient  von  x^  ist  in  der 
dritten  abgeleiteten  Gleichung  negativ.  Es  ist  deshalb  sehr  wahr- 
scheinlich, dafs  auch  der  Coefficient  von  x^  einen  Modul  bestimmt. 
Die  erste  Wurzel  ist  reell.  Aus  der  successiven  Division  erhält  man 

Iga^^ö   =50,98747  Iga    =0,199170 

lg/12   «87,36009  lg(/2   ==0,341250 


Ig^r'S^«  =40,17388  Ig^'^  =0,156929 

lg  (jf'^^^2 «  20,68528  lg  (/"^  =  0,080802. 


Um  die  zu  den  verschiedenen  g  gehörigen  f  zu  finden,  wird 
die  Gleichung  zu  einer  vom  achten  Grade  gemacht.    Es  ist  dann 

oi—O,  02  =  0,  «8  =  3,  «4  =  0,  «ö'-O»  »a='0»  «7  =  6,  «e^-O, 
womit  die  ß  und  r  werden 

/j  =  l,    ß^^     6r-6,    /»a  =  0,    /?8«3,    ß^^O, 

r^h    ri  =  -6r-«,    ^2  =  0,     ^8  =  3. 

Die  beiden  Gleichungen  für  t  werden  also 

0  =  ^-6r-«f»-4r2<a4-(18r-^-3)^  +  2r* 
0«^8-h6r-6^a-2ra*  -(6r-^   +3). 

Wird  hier  zuerst  lg  r*  =  0,34125  substituirt,  und  die  Coefficienten 
logarithmisch  mit  vorgesetztem  Zeichen  geschrieben,  so  stellt  sich 
die  Division  beider  Gleichungen  in  einander  so: 
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0  =  <*  -  9,75440 1»  -  0,94331 1*  +  9,86872 1  +  0,98353 
0  =  e»  +  9,75440  <«  -  0,64228 1  -  0,62802 
lg  B 0,30103         0,30103         0,06969 

-  0,05543  <»  -  0,64228  <«  +  0,69771 1  +  0,98353 

0  =  ^  +  0,58685  ««  -  0,64228 1  -  0,92810 
IgB' 0,06909  oo  0,30198 

-  0,51776  «^ t  +0,62612 

0  =  <« t  -0,10836  • 

lg  5" 0,00000    0,15026 

+  0,58685 1^  -  0,49202 1  -  0,92810 

0  =  <«- 9,90517  <  -0,34125 
IgB'" 0,00000    0,38189 

+  9,90517«  +9,95936 
0  =  «  +0,05419. 

Die  üebereinstimmung  dieses  letzten  Werthes  von  t  mit  einer 
Wurzel  der  Gleichung  0  =  t'-  0,10836  zeigt,  dafs  die  Annahme 
eines  positiven  r^  richtig  ist.  Bei  der  Einfachheit  der  Ooefficienten 
in  den  beiden  Gleichungen,  welche  durch 

herbeigeführt  ist,  kann  man  auch  die  Gleichungen  unmittelbar  in 
einander  dividiren,  wodurch  man  erhält: 

3^12 

^  =  *-'-  r"  +  18r*-36 

Substituirt  man  hier  lg  <;'*  =  0,15693  und  lg  ^'*  =  0,08080,  so  er- 
hUt  man  die  logarithmischen  Werthe: 

0  =  /»  +  0,28435  0  =  f'-  0,16895. 

Es  sind  folglich  die  Factoren  aus  der  ersten  Näherung: 

0  =  (a;  + 1,58186)  (x^  - 1,13289  «+2,19405)  («« - 1,92464» +1,43527) 

(«2 + 1,47653  X + 1 ,20447). 
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Die  durch  eine  Kechnimg  mit  7  Decimalen  gefundenen  verbesserten 
Werthe  sind: 

0  =  (x  + 1,5818592)  {x^  -  1,1328854  x  -h  2,1940798) 

(x^  -  1,9246556  x  -h  1,4352554)  (x^  +  1,4756817  x  +  1,2044862). 

Als  letztes  Beispiel  endlich  einer  Trennung  gleicher,  oder  nahe 
gleicher,  reeller  oder  imaginärer  Wurzeln  möge  die  Gleichung 
dienen? 

0=^a^-h  4,002  ofi  + 14,01801  x^  +  20,03802  x  +  25,07005. 

Bei  jeder  ersten  Näherung  wird  man  geneigt  sein,  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  für  ein  vollständiges  Quadrat  zu  halten.  Denn  es  ist 

{  x^  +  2,001  X  +  5,007  }  2  =  Ä*  +  4,002  a^  + 14,018001  x^  -h  20,038014  x 

+  25,070049, 

welcher  Werth  sich  von  der  rechten  Seite  der  Gleichung  nur  in 
der  fünften  Decimalstelle  erst  unterscheidet.  Es  würde  sonach 
eine  sehr  weitläufige  Rechnung  werden,  wenn  man  durch  Potenzi- 
rung  der  Wurzeln  die  einzelnen  Wurzeln  oder  Moduln  trennen 
wollte.  Angenommen  daher,  man  habe  nach  6  oder  7  Operationen 
die  üeberzeugung  gewonnen,  dafs  hier  zwei  einander  sehr  nahe 
stehende  trinomische  Factoren  stattfinden,  so  würde*  man  als  erste 
Näherung  annehmen 

g2  _  g*^  =  5^007  f=f=-  2,001 

und  daraus 

lg  ro  =  0,3497888  y^  =  63"  26'  26;'4. 

Der  leichteren  Rechnung  wegen  nehme  man 

lg  ro  =  0,3498000  q>^  ==  63°  26'  20", 

so  giebt  die  Substitution  bei  Logarithmen  von  10  Decimalen,  die 
hier  nöthig  sind: 
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+  r«*C0849»--   7,0137170573  4r«*  cos49>«  -  -   28,0548682292 

-  «1  r«'  cos  3 y«  -  +  44,1162372122  —  3«!  r«'  cos3  y«  -  + 132,3487116366 
+  «2»^' cos  2^0  =  -42,1228012449  +  2«%  r»"  co82y«  =  -  84,24560248l)S 
-«jr»   cos    y»  =  - 20,0498010266  -    Ogr«    cos  y»-—  20,0498010266 

+  25,07005  [ni-r^)»  cos  n?)«]  =  -     0,0015601090 

[(-r<>)»  cos  ny«]  =  —  0,0000321 166 

+  r^  *  sin  4  yo  =  -  24,07 1 660%70  4»*  *  sin  4  y»  -  -   96,28664386») 

-  «1  ro'  sin  3  yo  -  +  8,0305364993  -  3«,  r«'  sin  3y0  =  +  24,0916094919 
+  «2  »•'''  sin  2y«  -  +  56,1476453709  +  203  r»*  sin2y«  =  4- 112,295290741< 
-«8»*    sin    9><> 40,1064968325  -    <^  r«    sin   90  =  -  40,1064968323 

[(-r«)«  sin  n  yO] -=  +  0,0000240707     [n(-  rO)»  sin  n  y»]  =  -     0,00624046» 

Wegen  der  Gleichheit  der  Wurzeln  mufs  hier  noch  hinzugefügt 
werden 

3.4r«*cos4y«  --  84,1646047 
-  2 . 3«i  ro'  cos3 y»  =  +  264,6974233 
+  1.2aar«*cos2y«        --  84,2456025 

[«(n- 1)  (-r«)«  cosnyo]  -  +  96,2872161 


3  .  4rO*  8in49«  =  -  288,8599316 
-2.3air«'8in3y«  -4-  48,1832190 
+  1 .  2aj  ro'  sin2g)»        =  + 112,2952907 


[n(n- 1)  (-r»)«  sinnj»«]  -  - 128,3814219 

Ans  diesen  Werthen  ergiebt  sich 

lg  P=  5,603531  ^  - 143°  8' 57,"0 

IgQ  =  7,808380  V  -  255  57  49,7 

lg  q'  =.  2,205414  V'  -  306  52  13,0, 

woraus  weiter  folgt 

lg  rf  =  9,054660  y  -  8^  3'  29;35 

und  dann 
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r 


r» 


- 1  -  0,000025276  ±  0,000699739 


y  _  yo  ^  +  6;'417  ±  20;'4M. 

Man  hat  folglich  folgende  zusammengehörige  Werthe 

lg  5^  =  0,3500928  g>  -  63°  26'  46;'85 

lg  9' =  0,3494850  y'  =  63''26'   5;'98 

und  wenn  man  hieraas  die  Eactoren  der  Gleichnng  bildet,  so  er- 
hält man: 

(X  + 1,0010021  +  2,0030005  y-1)  (x  + 1,0010021  -  2,0030005 1/-1) 
ix  +  0,9999979  -f  2,0000009 1/-1)  (a;  +  0,9999979  -  2,0000009  y-1). 

m 

Die  Factoren,  aus  denen  sie  wirklich  gebildet  ist,  sind 
(X  -f- 1,001  ±  2,003  (/-l)  {X  + 1,000  =fc  2,000  y-l) 

und  die  kleinen  Unterschiede  der  berechneten  Werthe,  rühren  nnr 
davon  her,  wie  die  obigen  Zahlen  aasweisen,  dafs  anch  mit  Lo- 
garithmen von  10  Decimalen  die  letzten  3  Decimalstellen  in  f{ofi) 
sich  nicht  mehr  verbärgen  lassen.    Es  sind  nämlich  die  wahren 

Werthe 

lg  (7  =  0,3600926  q>  -  63°  26'  47;01 

Ig?' =  0,3494850  9'  =  63°  26'   5;82 

von  welchen  die  Winkel  nm  0|16,  die  Logarithmen  der  Moduln 
um  2  Einheiten  der  letzten  Decimale  bei  dem  ersten  abweichend, 
bei  dem  zweiten  völlig  übereinstimmend  gefanden  sind. 


Ueber  die  Entwickelung 

einer  Funktion  in  eine  periodische  Reihe 

nach  Herrn  Le  Verrier*8  Vorschlag. 


Die  Entwickelang  einer  Fanktion  in  eine  nach  den  Sinns  und 
Cosinus  der  Vielfachen  eines  Winkels  fortschreitenden  Reihe,  ist 
in  der  angewandten  Mathematik  von  so  grofser  Bedeutung,  da£s 
jede  Modification  der  bisher  angewandten  Methoden,  um  auf  mecha- 
nischem Wege  (so  genannt  zum  Unterschiede  von  dem  rein  analy- 
tischen) die  numerischen  Werthe  der  Coefficienten  der  einzelnen 
Glieder  dieser  Reihe  zu  erhalten,  mit  dem  gröfsten  Danke  aufge- 
nommen werden  mufs.  Eine  solche  hat  Herr  Le  Verrier  in  dem 
ersten  Bande  der  Annale^  de  V  Observatoire  impiriai  de  Paris. 
Paris  1855  pag.  384;  angegeben  und  abgeleitet.  Seine  Ableitung 
gründet  sich  auf  die  imaginären  Ausdrücke  für  Sinus  und  Cosinus, 
und  gewährt  dadurch  meiner  Ansicht  nach  keine  so  leichte  und 
klare  Uebersicht,  als  bei  der  Einfachheit  des  zum  Grunde  liegenden 
Gedankens  es  wünschenswerth  ist.  Hier  werde  ich  deshalb  diese 
Ableitung  auf  die  gewöhnliche  Form  zurückführen.  Es  hat  mir 
dabei  nothwendig  geschienen,  die  ersten  Transformationen  vielleicht 
etwas  zu  weitläufig  im  Detail  auszuführen.  Wenn  man  aber  eine 
vollständige  Einsicht  über  die  etwaigen  Vorzüge  dieser  Methode 
erlangen  will,  und  über  die  Fälle,  in  denen  vorzugsweise  diese 
Methode  zu  empfehlen  sein  würde,  so  wird  zum  sichern  Urtheil 
einige  Weitläufigkeit  nicht  gescheut  werden  dürfen. 

Bisher  ging  man  von  den  numerischen  Werthen  aus,  welche 
die  Funktion  erhält,  wenn  man  zu  der  Einheit  des  Winkels,  für 


Entwickelung  einer  Funktion  in  eine  periodische  Reihe.  189 

welchen  man  ihre  Werthe  berechnete,  einen  aliquoten  Theil  der 
Peripherie  wählte.  Man  theilte  die  Peripherie  in  beliebige  2n 
Theile  nnd  erhielt  eben  deshalb  anch  2n  verschiedene  Werthe  der 
Funktion,  und  nicht  mehr;  so  dafs  man  vermittelst  derselben  2n 
Coefficienten  der  Reihe  bestimmen  konnte,  wozu  man  gewöhnlich 
die  ersten  n  -+- 1  Coefficienten  der  Cosinus  und  n  —  1  Coefficienten 
der  Sinus  wählte.  An  sich  braucht  die  Zahl  der  Theile  keine 
gerade  Zahl  zu  sein.  Allein  die  Bequemlichkeit  des  Werthes  n 
bei  einer  geraden  Anzahl  von  Theilen  ist  so  grofs,  dafs  bei  einer 
ernstlichen  gröfseren  Anwendung  wohl  niemals  der  Fall  einer  un- 
geraden Anzahl  von  Theilen  gewählt  worden  ist.  Sind  die  2n 
numerischen  Werthe  der  Funktion  gefunden,  so  sind  die  Combi- 
nationen,  die  man  bei  ihrer  Verbindung  eintreten  läfst,  um  die  2  n 
Coefficienten  daraus  zu  erhalten,  einfach  genug.  Bei  der  Ent- 
wickelung  des  reciproken  Werthes  von  dem  Cubus  des  Abstandes 
der  Pallas  vom  Jupiter  bin  ich  an  einigen  Stellen  bis  zu  2n  =  48 
fortgegangen,  und  konnte  die  25  Cosinus-Coefflcienten  und  23  Sinus- 
Coefficienten  noch  ohne  allzugrofse  Mühe  erhalten. 

27r 
Statt  dieses  Werthes  —^ — ,  der  immer  nur  2n  verschiedene 

Funktions -Werthe  geben  kann,  nimmt  Herr  Le  Verrier  einen 
ganz  beliebigen  Werth  für  den  einfachen  Winkel  an,  er  möge,  wie 
im  folgenden,  2a  heifsen.  Man  kann  voraussetzen,  dafs  2a  in- 
commensurabel  mit  27t  ist.  Wäre  er  commensurabel,  so  wQrde  das 
ältere  Verfahren  eintreten  können.  Diese  willkürliche  Annahme 
eines  zvl  2n  incommensurabeln  Winkels  gestattet  nicht  blos,  2n 
verschiedene  Funktionswerthe  zu  finden,  sondern  unendlich  viele, 
oder  so  viele  man  will,  und  folglich,  da  bei  gehöriger  Behandlung 
jeder  Funktionswerth  einen  Coefficienten,  sei  es  eines  Cosinus  oder 
eines  Sinus  bestimmen  läfst,  so  viele  Coefficienten  der  Eeihe  zu 
bestimmen,  als  man  für  nöthig  hält  Man  kann  folglich  bei  diesem 
Verfahren  zuerst  sich  darauf  beschränken,  m  Coefficienten  aus 
m  Funktions- Werthen  herzuleiten.  Sollten  diese  nicht  ausreichen, 
so  kommt  es  darauf  an,  die  Berechnung  von  m-^m^  Coefficienten 
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SO  einzurichten,  dafs  man  die  ersten  Rechnungen  für  [die  ersten 
m  Coefflcienten  benutzen  kann,  um  zu  ihnen  neue  m^  Coefficienten 
hinzuzufügen.  Wenn  dieses  gelingen  sollte,  so  wärde  man  auf 
diesem  Wege  durch  successive  Vermehrung  der  Zahl  w  -f-  m'  +  m", 
vielleicht  am  leichtesten  den  Zweck  erreichen  bis  zu  der  Grenze, 
die  man  sich  vorgesetzt  hat. 

Die  Form  der  periodischen  Reihe,  in  welche  man  die  Funktion 
entwickeln  will,  sei 

X^  Co  +  Ci  cos  X  +8^  sin  x 
+  Ca  cos  2a;  +  8^  sin  2a? 
+  Cjj  cos  3a?  H-  Sg  sin  3^ 
+  C^-cos  4a:  +  8^  sin  4a? 

4-  Ci  cos  ia?  -f-  8i  sin  t a? 

■  • 

+  Cjb  cos  kx  -I-  Sji  sin  hx 

Man  berechne  zuerst  die  Werthe  von  X  für  a?  =  0,  a?  =  2«,  a?  =  2  •  2a, 
a?»3-2a,  a?=«4*2a  bis  zu  a?=sn«2a,  wenn  man  n  +  1  Ooeffi* 
deuten  bestimmen  will.  Dabei  sei  2  a  ein  willkürlicher,  aber  mit  25r 
nicht  commensurabler  Winkel.  Die  numerischen  Werthe  mögen 
mit  i2o,  JSi,  £2,  iZs,  B^  bis  zu  Rn  bezeichnet  werden.    Man  hat  also 

-Bo  ~  ^0  +  ^1 

+  C2 


iJi  =  Co  +  Cicos  2a  +  /8isin  2a 
+  Ca  cos  4a  +  Sa  sin  4a 
+  C8C0S   6a  4- Sj  sin   6a 

•  

+  C4CO8    SaH-SiSin    8a 

+  Ci  cos  2ia  -I-  8i  sin  2ta 
+  Ob  cos  2ia  +  8u  Wi2ha 
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2X2  =  Co  +  Ci  COS  4a  +  81  sin  4a 
-hCSjCOS  8a  +  Sa  sin  8a 
+  Ca  COS  12a  +  Äs  sin  12a 
+  C4  cos  16a  +  fii  sin  16a 

+  Q  cos  4 ta  4-  8i  sin  4  ia 

m 

+  Ck  cos4fca  +  Sjg  sin4fca 
iZg^Co  +  CiCos  6aH-Sisin  6a 
+  C2  cos  12  a  -♦-  Sa  sin  12a 
4-  C3  COS  18a  +  iSg  sin  18a 
■+-  Ci  cos  24a  -4-  S4  sin  24a 

H-  Q  cos  6ta  -I-  8i  sin  6ta 

H-  Cjb  cos6Äa  H-  Sjb  sin6Äa 
und  Oberhaupt 

i2i-i-C7o  +  Cico8  (2Ä-2)a4-Sisin  (2fc-2)a 
+  CaCOS  (4Ä  — 4)a  +  /S2Sin  (4ft  — 4)a 
-f-CaCOS  (6A;  — 6)a  +  S3sin  (6fc  — 6)a 
-hC^cos  (8fe  — 8)a-f-S4sin   (8ä  — 8)a 


Q  cos  i  (2  Ä  -  2)  a  +  8i  sin  i  (2  &  —  2)  a 

Bk^CQ-^ Ol  cos  2/ca  +  Sisin  2i;a 

+  C2COS  4Äa+S2sin  4Äa 

+  C8COS  eÄa  +  Sgsin  6Äa 

+  C4COS  Sfca  +  S^sin  9ka 

Am  einfachsten  bestimmt  man  die  Werthe  der  Ooefftcienten 
durch  saccessive  Eilimination,  woza  sich  f&r  Cq  die  einfachen  ersten 
Differenzen  darbieten.    Bildet  man  also 

iJ,  -  J8,  -  (1), 
JJ,-5,  =  (1), 
B,  -  B,  =  (1), 

Ba-1— i2*«»(l)* 


192  Entwickelung  einer  Funktion  in  eine  periodiache  Reihe. 

SO  wird  man  in  den  Gröfsen  (1)  kein  Cq  mehr  haben,  und  zugleich 

lassen  die  Werthe  derselben  auf  folgende  Art  sich  schreiben,  wie 

man  sogleich  sieht: 

(l)i  =     2  sin   of  (Ci  sin     a  —  S^  cos      a) 

+  2  sin  2a  (Q  sin  2a  — S^  cos   2a) 

±  2  sin  3a  (Q  sin    3a  — 8^  cos   3a) 

+  2  sin  4a  (C4  sin  4a  — ^4  cos  4a) 

i  I 

+  2  sin  i  a  (Q  sin    ia  —  8i  cos    ia) 

(1)9=     2  sin   a(Cisin  3a -5^^  cos   3o) 

+  2  sin  2a  (C2  sin    6a  — SgCOS    6a) 

+  2  sin  3a  (Cg  sin   9a  — A3  cos   9a) 

+  2  sin  4  a  (C4  sin  12  a  —  Ä^  cos  12  a) 

4-  2  sin  ia  (d  sin  3ia  —  8i  cos  3 ia) 
(1)8  =  2  sin  a  (Ci  sin  5a  —  8^  cos  5a) 
+  2  sin  2a  (Ca  sin  10a  —  8^  cos  10a) 
+  2  sin  3a (Cs  sin  15a  —  8^  cos  15a) 
+  2  sin  4a  (C4  sin  20a  -  8^  cos  20a) 

+  2  sin  ia  (d  sin 5««  —  Ä,  cos  5 »«) 
und  so  fort,  so  wie  allgemein 

(1)*  =  2  sin  « (Ci  sin  (2k-l)c-  Si  cos  (2k  -  1) «) 
+  2  sin  2«  (Ca  sin2  {2k  -  1) «  -  ^^j  cos2  (2k  - 1)  a) 
+  2  sin  3a  (Ca  sin3  (2*  -  1)  a  -  Ä,  cos  3  (2  ä:  - 1) «) 
+  2  sin  4a  (C4  sin4  (2Ä:  - 1)  a  -  ^'4  eos4  (2k  -  1)  a) 

+  2  sin  ia  (Q  sin  i  (2k  -l)a-8i  cos  i  (2k  - 1)  a) 
Es  wird  auch  des  Folgenden   wegen  bequemer  sein,  durch 
Hilfswinkel   die  Cosinus  und  Sinus  der  gleichen  Yielfachen  zu 
vereinigen.    Sei  deshalb 

Ca  =  M^  cos  N^  82  =  Mi  sin  N^ 

Cs  =  Jfa  cos  J^Tj  Ä,  =  Jf8sinJV, 

Ci  =  Mi  cos  JV4  St  =  if«  sin  A"« 

Ci  =  Jfi  cos  Ni  Si  =  Jf,  sin  Ni 


i 
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80  werden  die  Formen  der  ersten  Differenz 

(l)i  =     2  sin   a  Ml  sin  («  —  N^) 

+  28in2a  Jfasin  {2a-N^) 

+  2sin3a  Jfssin  (Sa^-N^) 

-f- 2  sin  4a  if^sin  (4a  — ^J 

+  2  sin  ia  Mi  sin  (*«  —  Ni) 
(l)j  =  2  sin  «  Ml  sin  (3«  -  JVi) 
+  2  sin  2c  Ifasin  (ßa-N^) 
+  2sin3a  Jfssin  (9« -2^») 
+  2  sin 4a  Mi  sin  (12«  -  NA 

9 

m 
• 

+  2  sin  i«  Mi  sin (3ia  —  Nt) 
(l)j=  2  sin  «(Jfisin  {ba  —  Ni)) 
+  2  sin  2a  (Jlfa  sin  (10a  -  J^g)) 
+  2  sin  3a  ifg  sin  (15a  -  iVs) 
+  2  sin  4a  If^  sin  (20a  -  jyj 

4-2sinia  Jfj  sin(5ta  — ^<) 
(1)4=  2sin  a  Jfjsin  (7a-JVi) 
+  2  sin  2  a  Jlfa  sin  (14a  -  jy^a) 
+  2  sin  3a  Jlf8sin(21a-JV"8) 
+  2  sin  4a  Jfi  sin  (28a  -  iV«) 

+  2 sin  ia  MiBm{1ia  —  Ni) 
und  sofort  allgemein 

(1)*=  2  sin  aJlfisin  ((2fe  - 1)  a  -  iVO 
+  2  sin  2a  Jfa  sin  (2  (2Ä  - 1)  a  -  2\rs,) 
+  2  sin  3a  M^  sin  (3  (24  - 1)  a  -  N,) 
+  2  sin  4a  Jf«  sin  (4  (2Ä  - 1)  a  -  iVi) 

+  2  sin  ia  Mi  sin  (  i  {2k  —  1)  a—  Ni) 

Wollte  man  ans  diesen  ersten  Differenzen  die  folgende  Differenz 
bilden,  so  würde  immer  nur  eine  der  Gröfsen  Mi  oder  ^i  eliminirt 
^werden  können,  und  die  erhaltenen  Formen  würden  eben  deshalb 
unsymmetrisch   ausfaUen.    Geht  man  aber  sogleich  znr  zweiten 

Eoeke*!  AblumdL  L  23 
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Differenz  der  Oröfsen  (1),  oder  wenigstens  zn  einer  analogen  Yer- 
bindung,  Ober,  so  erh&lt  man  symmetrische,  leicht  übersichtliche 
Formen  und  eliminirt  zu  gleicher  Zeit  immer  die  zwei  Groben  Mi 
nnd  Nu  M^  und  iVg . . .  Jfi  und  Ni  u.  s.  w. 

In  den  verschiedenen  Gröfsen  (1)  kommen   die   GrölÜsen  M^ 
und  ^1  so  vor: 

in  (l)i 2  sin  a  Jfi  sin    (a  —  ^i) 

in  (1)2 2  sin  a  Jfi  sin  (3a  —  N^ 

in  (1)8 2  sin  a  Jfi  sin  (5a  —  ^1) 

in  (1)4 2sinaJlfisin(7a-JVi) 

in  (i)ib 2sinaJfisin((2fc-l)a-iVJ 

Die  £*aktoren  2sina  sind  überall  dieselben.  Die  Winkel  unter 
dem  Sinus  bilden  eine  arithmetische  Progression,  deren  Differenz  2a 
ist.    Es  ist  nun  aber  nach  der  elementaren  Formel 

—  sin  («  —  2)  a  H-  2  cos  2a  sin  wa  —  sin  (n  +  2)  a  =  0. 
Bildet  man  folglich  die  Gröfsen 

-(l)i  +2  cos  2a  (1)2 -(1)3  =(2)2 
-(1)2  +  2  cos  2a  (1)3 -(1),  =(2)3 
-(1)3     4-2cos2a(l),~(l)5     =(2)4 

-  (l)ib_i+  ^  cos  2a  (l)ifc  -  (l)iH.i-  (2)* 

80  werden  aus  der  Reihe  der  Gröfsen  (2),  die  offenbar  eine  grolse 
Analogie  mit  den  zweiten  Differenzen  der  Gröüsen  (1)  haben,  die 
beiden  Gröfsen  Jfi  und  ^1  verschwunden  sein. 

Die  Grö&en  Jf2  und  N^  kommen  dagegen  in  den  Gröfsen  (1) 
unter  folgender  Verbindung  vor: 

. .  2sin2a  Jfgsin  (2a  — ^2) 
. .  2  sin  2a  Jlfg  sin  (6a  —  ^3) 
..  2  sin  2a  Jfg  sin  (loa  -  iVa) 
, .  2  sin  2a  Jfg  sin  (14a  —  ^2) 

..  2sin2aJlf2sin(2(2i-l)a-^,) 

Die  Faktoren  2  sin  2  a  sind  auch  hier  überall  gleich.  Die  Winkel 
unter  dem  Sinnszeichen  bilden   eine   arithmetische   ProgressioD, 


in 

(l)i  . 

in 

(1)2. 

in 

(1)8    . 

in 

(1)4. 

« 
• 

in 

'(1)*  . 
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deren  Differenz  4  a  isi  Wenn  folglich  ffir  alle  Glieder  in  (l)  das- 
selbe Gesetz  der  Bildung  der  Gröfsen  (2)  angewandt  wird,  so  hat 

man  in 

-(l)i  + 2  cos«  (1)2 -(1)8  =  (2)2 

das  Glied 

2sin2aJfa{-sin(2a-iV2)  +  2cosasin(6a-^2)-sin(10a-^2)} 

und  da,  wenn  f&r  eine  arithmetische  Progression,  deren  Diffei'enz 
in  den  Winkeln  ha  ist, 

—  sin  (w  —  Ä) a 4-  2  cos  Aa sin wa  —  sin  (n  +  A) «  =  0,  • 

so  wird  für  eine  andere  arithmetische  Progression,  deren  Differenz 
tdl  den  Winkeln  ga  ist,  die  Gröfse 

ö  «  —  sin  (w  —  gr) «  +  2  cos  Aa  sin  na  —  sin  (w  -i-  g)a 
—  4  sin  i  (5^  —  A)  sin  i  (5^  +•  A)  sin  na 

was  am  einfachsten  erhalten  wird,  wenn  man 

—  sin  (n  —  ^r)  a  -f.  2  cos  (fif  a)  sin  na  —  sin  (n  +  jr) a  s=  0 

von  G  abzieht  Bei  den  Gröfsen  M^  und  ^2  ist  in  den  Gröfsen  (1) 
die  arithmetische  Progression  der  Winkel  so ,  dafs  ^  =  4  ist, 
während  bei  den  Gröfsen  (2)  A  :=  2  ist.  Man  hat  also  G « 
4sina  sin  3a  sin  na,  folglich  erscheinen  die  Gröisen  M^  nnd  N^ 
in  den  Gröfsen  (2)  nnter  folgenden  Verbindungen: 

in  (2)2  ....  8 sin a sin 2a sin 3a Jfg sin  (6a  — ^2) 


in(2)s. 
in  (2)4  . 

in  (2)i  . 


. .  8  sin  a sin 2a sin  3a  Jfg  sin  (10a  —  ^2) 
. .  8  sin  a  sin  2a  sin  3a  M^  sin  (14a  —  ^2) 

. .  8  sin  a  sin  2a  sin  8a ifg  sin  (2(2ä—  1)  a—N^ 

und  Oberhaupt  wird  eine  ähnliche  Form  bei  allen  andern  Gliedern  Mi 
und  Ni  stattfinden.  So  wird  vorkommen  für  die  Gröfsen  M^  and  N^ 

in  (2)2 8  sin  2a  sin  3a  sin  4a  M^  sin  (9a  —  N^) 

in  (2)8  ....  8 sin 2a sin 3a sin 4a Jf, sin (15a  — i^s) 
in  (2)4  ....  8 sin 2a sin 3a sin 4a ifg sin (21a  — ^3) 

m 

in  (2)fc 8sin2asin3asin4a  Jf3sin(3(2Ä;— l)a— iVs) 

Allgemein 

18* 


i 
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in  {2)k 8  sin  (i  —  1)  a  sin  ia  sin  (i  +  1)  a  Ift-  sin  (i  {2k  —1)  «—3/;) 

Hat  man  also  die  Gröfsen  (2)  gebildet,  so  ist  ihr  analytischer 
Ausdrack: 

(2)2=  8  sin  asin2asin3a  jlfgsin  (6a  — J^Tj) 
+  8  sin  2a  sin  2a  sin  3a  Jfg  sin  (9a--JVs) 
H-  8  sin  3a  sin  4a  sin  5a  M^  sin  (12a  —  N^) 

« 

H-  8  sin  (i— l)a  sin  ia  sin  {t-\-l)aMi  sin  (Sia—Ni) 

(2)8=  8  sin  a  sin  2a  sin  3a  ifg  sin  (10a  — ^2) 
-f-  8  sin  2a  sin  3a  sin  4a  M^  sin  (15a  ~  ^3) 
+  8  sin  3a  sin  4a  sin  5a  Jf^  sin  (20a  —  ^"4) 

•  • 

:  : 

+  8  sin  (i— l)a  sinia  sin  (f+l)a  Mi  sin(5ia— A^j) 
(2)4  =     8  sin    a  sin  2 a  sin  3a  Jfa  sin  (14a  —  ^3) 
+  8  sin  2a  sin  3a  sin  4a  üfj  sin  (21a  —  N^) 
+  8  sin  3a  sin  4a  sin  5a  M^  sin  (28a  —  ^4) 

4-  8  sin  (f— l)a  sinia  sin  (*-4-l)a  Mi  sin(7ia— ^•) 

nnd  Überhaupt  allgemein 

(2)i.=  8  sin  asin2asin3aJf2sin(2(2Ä:-l)a-iV2) 
+  8  sin  2a  sin  3a  sin  4a  M^  sin  (3(2ifc  - 1)  a-iV3) 
+  8  sin  3a  sin  4a  sin  5a  M^  sin  (4(2Ä;  —  1)  a  —N^ 

+  8  sin(i— l)a  sinia  sin(i+l)'a  Jfisin(i(2fc— l)a— JVi) 

Es  geht  hieraus  schon  hervor,  wie  man  fortfahren  kann.  Ganz 
ähnlich  wie  aus  den  Oröfsen  (1)  die  beiden  Mi  und  ^1  eliminirt 
worden  sind  durch  Bildung  der  Gröfsen  (2),  so  wird  man  auch  ans 
diesen  letzteren  die  M2  und  N2  wegschaffen  können  durch  analoge 
Bildung  von  Gröfsen  (3),  und  zwar  wird  hier  der  Faktor  2  cos  4  a 
anzuwenden  sein,  weil  4  a  die  Differenz  der  Winkel  ist,  deren  Sinus 
mit  M2  verbunden  ist.    Wenn  man  also  bildet 

-(2)2  +  2  cos  4«  (2)8  -  (2)4  =(3)s 
-(2)s  +  2  cos  4«  (2)4  -  (2)5  =(3)« 
-(2)4    +2cos4«(2)5-(2)e    =(3)6- 

-  (2)i-i+  2  cos  4«  (2)fc  -  (2)t+i=  (3)* 
so  sind  aus  allen  diesen  Gröüsen  (3)  die  Werthe  von  Jfj  und  At 
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verschwunden  und  der  Ausdruck  derselben  fängt  mit  M^  und  N^ 
an;  da  bei  diesen  die  Winkel  in  einer  arithmetischen  Progression, 
deren  Differenz  6  a  ist,  fortschreiten,  also  das  obige  g  hier  6  ist, 
so  wie  das  obige  h  hier  4  wird,  so  kommen  als  neue  Faktoren 
bei  Jfs  und  N^  hinzu  4  sin  a  sin  5a.  Bei  M^  und  -^"4,  wo  5^  =  8a 
ist,  kommen  hinzu  4  sin  2  a  sin  6  a  und  so  fort,  bei  üf,  und  Ni  die 
Faktoren  4sin(i  — 2)a-sin(iH-2)a.  Damit  wird  sich  gleich  der 
analytische  Ausdruck  der  Gröfsen  (3)  hinschreiben  lassen.  Es  wird 
(3)s  =  32  sin  a  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a  M^  sin  (15a  —  jV^) . 
+  32  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a  sin  6a  M^  sin  (20a  —  N^ 
H-  32  sin  3a  sin  4a  sin  5a  sin  6a  sin  7  a  Jlfg  sin  (25a  —  N^) 

+  32  sin  (i  —  2)  a  sin  (i  —  1)  a  sin  ia  sin  (i  + 1)  a  sin  (i  +  2)  a 

Mi  sin  (5  ia  —  Ni ) 
(8)4  =     32  sin   a  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a  M^  sin  (21a  —  N^ 
+  32  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a  sin  6a  M^  sin  (28a  ^  N^) 
32  sin  3a  sin  4a  sin  5a  sin  6a  sin  7a  Jfg  sin  (35a  —  iVg) 

32  sin  (i  —  2)  a  sin  (» —  1)  a  sin  ia  sin  {%  +  1)  a  sin  (t  +  2)a 

-MjSin(7ia  — JVi) 

(3)i  =     32  sin   a  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a  M^  sin  (3  (2i — 1)  a  —  ^3) 

+  32  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  6a  sin  6a  M^  sin  (4 (2fc— 1)  a  —^4) 

+  32  sin  («■  —  2)  a  sin  (i  —  1) «  sin  ia  sin  (i  + 1)  a  sin  (i  +  2)  a 

Miwa.{i{2k-\)tt-Ni) 

Aas  den  Gröfsen  (3)  werden  die  Gröfsen  (4)  gebildet  dorch 

-  (3)8      +  2  cos  6«  (3)4  -  (3)6      =  (4)4 

•  • 

-  (3)i-i+.2  COS  6a (3)a~  (3)^+1^(4)* 

Sie  lassen  die  Gröfsen  M^  und  ^3  verschwinden  und  fügen 
den  andern  Gliedern  neue  Faktoren  hinzu,  nämlich 

. . .  •  4sin   a sin  7a  den  Gliedern  mit  M^^  und  ^4 

4  sin  2a  sin  8a    „  „  „    Jfg    ^    iVg 

n.  8.  w.  Es  möchte  wohl  an  den  bisherigen  Entwickelungen  hin- 
reichend sein,  um  den  allgemeinen  Gang  und  die  Form  der  Glieder 
klar  zu  übersehen. 


I  •  •  •  • 
in  (4)* 

\    •    a    •    • 
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Für  die  üebersicht  aller  der  Werthe,  welche  man  berechnen 
mnfs,  wird  es  am  besten  sein,  sie  in  f eignender  Üebersicht  zusammen- 
zustellen. 


-B« 

ßt 

(Dl 

-Ba 

(1)2 

(2)9 

• 
• 

(1)8 

• 

• 

(2)8 

(3)8 

• 
• 

• 
• 

Bk- 

-8(1)*- 

-3(2)». 

• 

• 

-8(3)ib-8 

Bk- 

■2(1)*- 

.«(2)*- 

-2 

Bjb- 

- 1  (1)*  - 

-1 

Bjt 

Die  Gröfsen  (1)  sind  die  reinen  ersten  Differenzen  der  Grö&en  Rj 
so  dalB  immer  die  folgende  von  der  vorhergehenden  abgezogen 
wird.  Die  folgenden  Gröfsen  entstehen  ans  jeder  vorhergehenden 
Yertikalreihe  dnrch  einen  Ansdrnck  von  der  Form 

-(l)i  + 2  cos  2a  (1)2 -(1)3  =  (2), 
-  (2)2  4-  2  cos  4a  (2)8  -  (2)^  =  (8)3 
-(3)8 +  2  cos  6a  (3)4 -(3)5  =  (4)4 

n.  s.  w.  Da  in  den  Gröfsen  (1)  das  Glied  Cq  fehlt,  in  den  Gröfsen  (2) 
anfserdem  noch  Mi  und  Ni  in  (3)  noch  M2  und  N^  eliminirt  sindr 
so  sieht  man,  dafs  bei  Fortsetzung  der  Reihen  zuletzt  Gröfsen  (m) 
vorkommen,  in  welchen  alle  Coef&cienten  bis  auf  ^m  und  N^  eli- 
minirt sind  und  die  der  kleineren  Vielfachen  nicht  mehr  vorkom- 
men, und  wenn  man  deshalb  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  ist,  dals 
alle  späteren  Ooefdcienten  zu  vernachlässigen  sind,  so  wird  man 
zuerst  Mm  und  N^  aus  zwei  Gleichungen  der  Gröfsen  (m)  bestimmen 
und  durch  Substitution  dieser  Werthe  nach  und  nach  bis  zu  3fi 
und  Ni  heruntersteigen. 

Gewöhnlich  wird  es  die  Absicht  sein,  alle  Coefficienten  bis  za 
einem  bestimmten  hin,  also  etwa  bis  zu  Q  und  Si  oder  Mi  und  Ni 
zu  erhalten«  Man  wird  dann  2  ^  + 1  Werthe  B  berechnen  mfissen. 
Aus  ihnen  entstehen  2i  Werthe  (1),  2i-2  Werthe  (2),  (2i-4) 
Werthe  (3)  u.  s.  w.  bis  4  Werthe  {i  —  1)  und  endlich  zwei  Werthe  (0- 


i 
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Die  letzteren  geben  unmittelbar  Mi  und  ^,  in  so  fem  die  Ooeffl« 
cienten  CJ+i,  Äi+i  etc.  zu  vernachlässigen  sind.  Die  Gröfsen  (i— 1) 
geben  yermittelst  der  eben  gefundenen  Mi  und  Ni  die  beiden 
Werthe  Jfi-i  und  -AT^-i,  und  so  geht  man  zurück,  bis  man  aus 
zwei  Gröfsen  (1)  die  Werthe  Mi  und  Nx  erhält.  Der  vereinzelte 
Werth  Co  wird  gefunden  aus 

Cq  =  Mq  —  Ol       G2  —  C/3  • .  . . 

Hiemach  stellen  sich  die  sämmtlichen  Operationen,  um  2i  + 1 
Coefficienten  zu  bestimmen,  so: 

I.  Berechnung  der  Werthe  R,  von  Rq  bis  zu  i^t 
n.  Bildung  der  Gröfsen  (1)  von  (l)i  bis  (1)2 1,  wobei 

Rk-'Rk-\-l  =  iX)k 

Der  Ausdmck  dieser  Gröfsen  ist 

(l)ifc  =  .^{ 2  sin iaMi  (sini (2Ä  -  1)  a  -  Ni)} 

wenn  man  fdr  %  alle  ganzen  Zahlen  setzt  von 

i  =  1  bis  zu  t  =  i 
und  für  h  alle  ganzen  Zahlen  von ' 

Ä=  1  bis  zu  Ä;  =  2f 

m.  Bildung  der  Gröfsen  (2)  von  (2)2  bis  zu  (2)2  i-i,  wobei 

-  (l)*-i  +  2  cos  2«  (1)a  -  (l)*H.i  =  (2)ife 

Der  Ausdmck  dieser  Gröfsen  ist: 
(2)ifc  =  .^{8sin(i-l)asiniasin(i  +  l)aJlfiSin(i(2i-l)a-iV;)} 

wenn  f&r  %  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden  von 

f  =  2  bis  zu  i  =  i 

und  fBr  h  alle  ganzen  Zahlen  von 

k  =  2  bis  zu  Ä  =  2i  —  1 

rV.  Bildung  der  Gröfsen  (3)  von  (8)3  bis  zu  (3)2» -21  wobei 

-  (2)*  « 1  +  2  cos  4«  (2)ifc  -  (2)ifc  4. 1  =  (3)]b 

Der  Ausdmck  dieser  Gröfsen  ist: 

(3)i  =  ^{32sin(i-2)asin(i-l)asini«sin(t  +  l)asin(i  +  2)a 

lf,sin(i(2A;-l)a-JV,.)} 
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wenn  fOr  i  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden  von 

i  =  3  bis  zu  i  =  i 
nnd  fdr  k  alle  ganze  Zahlen  von 

fc  =  3  bis  zu  k  =  2i-2 
V.  Bildung  der  Gröfsen  (4)  von  (4)^  bis  zu  (4)2^-8,  wobei 

-  (3)i_i  +  2  cos  6«  (3X—  (3)ife+i  =  (4)i 

Der  Ausdruck  dieser  Gröfsen  ist 

(4)ib  =  :?{1288in(i-3)a sin(i  +  3)aK;sin(»(2Ä-l)«-A;)} 

wenn  ffir  i  alle  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden  von 

» ==  4  bis  zu  i  =  i 
und  f&r  k  alle  ganzen  Zahlen  von 

Ä;  =  4  bis  zu  fc  =  2i  — 3 

In  derselben  Weise  geht  man  zu  den  Gröfsen  (5)  fort  mit 

-  (4)i  ^1  +  2  cos  8«  (4);fc  -  (4)ifc4.i  =  (5)jfc 

deren  Ausdruck  sich  ebenfalls  ergiebt 

(5)*  =  -S{512sin(i-4)a sin(i  +  4)«Jlf;sin(i(2fe- l)a-A;)} 

und  kommt  endlich  zu  den  Gröfsen  (i  —  l\  welche  entstehen  ans 

-H(t-2)t-i  +  2cos(2t-4)a(i-2)A-(t-2)ib+i  =  (i-l)fc 
Der  Ausdruck  dieser  Gröfsen  ist: 

(i-l)4=5|22«"8gin  asin2a...sin(2i-3)aJf;-isin((i-l)(2&-l)a-A;-i) 
+  22  *-8sin2a  sin3a...sin(2i-2)aJlfi  sin(i(2&-l)«-^; )} 

wo  k  nur  die  vier  Werthe  Ä;  =  i  —  1,  i,  $  +  1  und  i  +  2  haben  kann 
und  endlich  ganz  zuletzt  auf  die  Gröfsen  (t),  deren  es  nur  2  giebt 

(i)i     -2a»-isinasin2a sin(2i-l)a -Jf*  sin(f(2f-l)a-A<) 

(i),+i  =  22»-isinasin2a sin(2i~l)a  J^- sin(t(2i+l)a-JV,) 

Es  sind  folglich  der  Reihe  nach  folgende  Gröfsen  ermittelt 
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-Bo 

i2i 

(l)i 

R2 

(1)2 

■B» 

(1)8 

B, 

m 
• 

(1)4 

• 
• 

^i 

(.h 

(2), 

(2)8  (3)8 

(2)4         (3)4         (4)4 

(2).-       (3)<       (4)i {t)i 

^•+1  (l)i+i  (2)i+j  (3)i+i  (4).+i  (i)..+i 

-^2  f-8  (1)2 1-8  (2)2  i-a  (3)2  «-3  (4)2  i-8 
-B2 1-2  (1)2  »-2  (2)2  i-2  (3)2  i-2 
-^2 1-1  (1)2  »-1  (2)2  i-l 
-^i       (1)2» 

Ehe  man  weiter  geht  wird  es  zweckmäfsig  sein,  in  jedem  dieser 
Werthe  den  Coefftcienten  des  ersten  Gliedes  aof  1  zu  bringen. 
Dieser  Coefficient  von  Jfi  bei  (1),  von  M^  bei  (2)  etc.  ist  bei  allen 
Ghröfsen  dieser  Art  gleich  und  ein  Sinusprodukt  von  sin  a  bis 
zum  Sinns  von  (2m  —  1)  «  multiplicirt  mit  einer  Potenz  von  2  in 
jedem  Werthe  von  (ni)^.    Man  bilde  also 

(l)ib 


[1]*  = 
[2]*  = 

[3]*  = 

[4L  = 


[ilb  = 


2  sina 

(2)i 


8  sin  a  sin  2a  sin  3a 

(3)* 


32  sin  a  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a 

(4)t 

128  sin  a  sin  2a  sin  3a  sin  4a  sin  5a  sin  6a  sin  7  a 


22  »-1  sin  a  sin  2a  sin  3a sin  {2i  —  1)  a 

so  werden  sich  jetzt  die  Gleichungen,  aus  denen  die  M  und  N  ge- 
fimden  werden  sollen,  so  stellen,  wenn  man  immer  die  zwei  Glei* 
chmigen  f&r  jedes  M  und  N  benutzt,  welche  von  der  Form  (ly 
und  (l)i+i,  (3),  und  (3),+i  etc.  sind  und  von  dem  letzten  Paare, 
aus  welchem  Mi  und  Ni  sich  ergeben,  anfängt. 

[fl     =  Ml  sin  (i  (2i  -  1)  a  -  iV. ) 

[il+i  =  Jl/;  sin  (i  (2i  +  1)  a  -  iV;.) 
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[i  - 11  =  Mi^i  sin  ((i -  l)  (2f  -  1)  a -  JV; _i) 

H ^^-^ —  Mi  sin  (« (2^  —  1) «  —  A, ) 

sina 

[i  -  11+1  =  Mi^t  sin  ((i  -  1)  (2i  +  1)  a  -  JV;-.0 

+  ^^^^^/"'-^-^jtf;sin(i(2i  +  i)«-jv;o 

sin« 
[i  -  21  =  Jfi-2  sin  ((i  -  2)  (2»  -  1)  a  -  ^i_2) 

sin(2i  — 4)a 


-f- 


sma 


Jfi-1  sin  ((i  - 1)  (2i  -  1)  a  -  JVi_i) 


,    sin(2*  — 3)asm(2^  — 4)a    ,^    .    ...j..      -.        jj. 

H ^ .  -- — ^— ^^ —  Mi  sin  (t  (2i  —  1)  a  —  Ni) 

sin  «sin  2a 

[i  -  21+1  =  Mi^2  sin  {{i  -  2)  (2i  +  1) «  -  JV,-2) 

+  s^^  (2/  -  ^)  ^  üi^i  sin  (((i  -  1)  (2i  + 1)  a)  -  Ni^i) 


-h 


sma 

sin(2i-3)sin(2i-4)a 


Jlfisin(»(2i+1)«-A;) 


sin  a  sin  2  a 

[i  -  31  =  Jf  ,.3  sin  ((i  -  3)  (2i  -  1)  a  -  JV',_3) 

sin(2i  — 6)a  ^  o^/o•      i\         xr    \ 
^ —  Mi^2  sin  ((t  —  2)  (2i  —  1)  a  —  iv  j-2) 


sina 


sin(2j-5)asin(2i— 6)a   -       .  ^.  ^   . 

H ^^ r— — ^ ^  Jfi-ism  ((»  — 1)(2»—  l)a-^f_ij 

sinasin2a 

.  sin(2i— 4)asin(2i— 5)asin(2/— 6)a    .    .  .  j..  ^. 

sm  a  sin  2a  sin  3a 
[i  -  31+1  =.  Jf,-s  sin  ((i  -  3)  (2i  +  1)  a  -  iVVs) 

sin(2i  — 6)a 


+ 


4- 


sina 

sin  (2i — 5)a  •  sin  (2/ — 6)a 
sina  sin  2a 


ilfi-2  sin  {{i  -  2)  (2i  +  1)  a  -  Ni^i^ 


ilf,-isin((i-  l)(2t+l)a-iVi:0 


[31  = 


sin(2i— 4)asin(2»— 5)asln(2^— 6)a  ,-.  .   ,.,o-  .  -in      v\ 

— ^^ -. :  o     '  -Q-- ^  i£-8in(e(2i-f-l)a--^d 

sina  sin  2a  sin  3a  »      vv 


-M3  8in(3(2i-l)a-JV3)+^^?^-Jtf4sin(4(2i-l)«-A'4) 
a\\  /  sina^ 

.    sin  6a -sin  7a  .^    .    ,-.,0.     -.         ,7.^ 
H ; ^—c  —  Jfa  sm  (5  (2i  —  1)  a  —  N^ 


+ 


sin  a  sin  2  a 
sin  6a  sin  7a  sin  8a 


sina  sin  2a sin  3a 


Jf6sin(6(2i~l)a«JVe)  etc. 
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[3]i+i  =  Jfg  Bin  (3  (2i  + 1) «  -  iVg)  +  -?^^  Af^  sin  (4  (2i  + 1)  a  -  N^ 

sm  c* 

.    sin  6a  sin  7a  i/-    .   /-. /o-  .  -«n        xt\ 

-I-  — .: r-ö —  -^6  Sin  (5  (2*  +  1)  a  —  iV«) 

sm  a  sm  2a       **       ^    ^  ^  ^^ 

,    sin  6a  sin  7a  sin  8a  ,^    .    ,^,0-  .  in        at\    i. 

H ; r-o — ^ö  —  Jl'e  sin  (6  (2*  +  1)  a  —  iS^e)  etc. 

smasm2asm3a 

sin 4a sin 5a  --.  .  ,.  ,o-  -in  atn 
— r— ö —  J14  sm  (4  (2i  —  1)  a  —  ivj 
a  sm  2a  ^    ^  '  *' 


sm  a  sm 

sin  4a  sin  5a  sin  6a 

sin  a  sin  2a  sin  3a 


Jfö  sin  (5  (2i  —  1)  a  —  N^) . . .  etc. 


[2]m  =  J»48in(2(2i  +  l)a-i^2)  +  -^^Jlf8sin(3(2»  +  l)a--iV8) 

sin  4a  sin  5a         .    , . ,« .     ,  ^         ^7  x 

H ; j— ö —  -M4  sm  (4  {2t  +  1)  a  —  ivj 

smasm2a      *      ^   ^  ^  *^ 

.    sin 4a sin 6a sin 6a   ..    .    ^r,«.  .  iN         \t\        ^4.^ 

H ; 7-0 — r-ö —  Jfö  sm  (5  (2t  + 1) a  —  JVi) . . .  etc. 

smasm2asm3a       o       ^   ^ 

[11 «  Jfi  sin  ((2i  -  l)a  -  iy^O  +  ^^^  ^2  sin  (2(2i  -  l)a-N^) 

+ -^^5^- Jfa  sin  (3  (2»  -  1)  a  -  iS^a) 
gma      "       ^  ^  *^ 

+  -*?— Jlf4Sin(4(2i-.l)a-.i^,)...+  etc. 
sma      *       ^  ^  '  ^ 

[l]„.i  =  Jfx  sin ((2i  +  1)  a-NO  +  -^^  Jlf2sin(2(2i  +  l)a-N,) 

aUx  a 

+  M°l£  jf  8in  (3  (2i  + 1)  a  -  iVg) 
sin  a 

+  ^'?  ^^  Jf«  Bin  (4  (2i  +  l)ar-Nt)  +  etc. 
sm«      •      \  V  '  »/ 

Man  erhält  ans  diesen  Gleichungen  folglich  nach  and  nach 
immer  zwei  Werthe  von 

MtBinQc(2i-l)a-Nk)    und    Mt  am  (k  i2i  +  1)  a  -  Ni,) 
Sei  der  erste  =  der  Zahl  Ä,  der  zweite  =  der  Zeid  B,  so  wird 
Jfi  cos  2^fc  sin  (&  (2i  - 1) «)  -  .Vi  sin  iVfc  cos  (*  (2i  - 1)  a)  =  ^  ^ 
Mi  cos  Nk  sin  (k  (2»  +  1) «)  -  Mk  sin  Nk  cos  (&  (2»  + 1) «)  =  b' 
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oder 

SlU  ^  tCCC> 


siü  2  ka 

und  znletzt  Cq  aus   den  Bestimmangen   aller  übrigen  C^  bis  Q 
durch  Snbtraction  ihrer  Summe  yon  B^, 

Wenn  nun  nach  der  Bestimmung  der  Cund  8  bis  zu  Q  und£{ 
es  sich  zeigen  sollte,  dafs  die  folgenden  Ooefftcienten  bis  zu  C^ 
und  Si^  noch  ermittelt  werden  mfifsten,  so  würde  ein  grofser  Theil 
der  Rechnungen  allerdings  nicht  zu  wiederholen  sein.  Die  Werthe 
bis  i22t(l)2i(2)2t-i  etc.  bleiben.  Man  hat  noch  hinzuzufügen  die 
Berechnung  von  .^21+1  bis  B^i^^i  und  damit  zu  bilden  die  Gröfsen 
(1)21+1  bis  (l)2i+2i-.  Ferner  (2)2,-  bis  (2)2i+2f-i,  (8)2 i-i  bis  (3)2i+3f-2, 
(4)2,-2  bis  (4)2  ,+2  »'-3  u.  s.  w.  Man  wird  dann  die  Ermittelung  der 
Werthe  aus  den  Gröfsen  bestimmen,  welche  die  Marke  i  +  i'  und 
t  -f-  i'  + 1  tragen,  oder  aus  jB^+i',  ^+#-hii  (l)i-H'»  (l)»+i'+i  etc.,  und  wird 
dieses  Verfahren  so  lange  fortsetzen  können,  bis  man  mit  Sicherheit 
behaupten  kann,  die  nöthige  Grenze  erreicht  zu  liaben.  Es  geht 
hieraus  hervor,  dafs  ein  grofser  Theil  der  Rechnungen  beibehalten 
wird,  aber  freilich  die  Ableitung  der  C  und  S  aus  den  Gröfsen 
(1)  (2)  (3)  etc.  nach  einer  geänderten  Form  neu  gemacht 

Der  Yortheil,  der  dadurch  erreicht  wird,  kann  erst  yollkommen 
deutlich  übersehen  werden,  wenn  man  durch  praktische  Anwen- 
dungen sich  völlig  in  den  Besitz  der  anzuwendenden  Formeln  ge- 
setzt hat.  Ich  wage  nicht,  darüber  ein  ürtheil  zu  fällen,  da  ich 
bei  den  wenigen  Anwendungen,  die  ich  von  dieser  Methode  ge- 
macht habe,  gerade  in  der  Herleitung  der  C  und  8  aus  den  Gröfsen 
(1)  (2)  (3)  eine  gewisse  Schwierigkeit  gefunden  habe.  Je  höhere 
Vielfache  kommen,  desto  mehr  setzen  sich  die  Werthe  der  C  und  S 
aus  einzelnen  Theilen  zu  einer  Summe  zusammen.  Wenn  man  bis 
zu  Mi  und  Ni  gehen  will,  so  wird  Mi  und  Ni  aus  i  Gliedern  zu- 
sammengesetzt werden,  die  aus  Produkten  der  übrigen  j^  und  N 
mit  Brüchen  entstehen,  welche  aus  den  Sinussen  der  Vielfachen 


I 
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Yon  OL  gebildet  werden  und  bei  welchen  auf  die  Zeichen  natürlich 
genau  BQcksicht  genommen  werden  mofs.  Diese  Form  der  Rech- 
nung ist  mir  nicht  gerade  die  angenehmste  und  kann  bei  der  ge- 
wöhnlichen Art  der  Ermittelung  der  Coefflcienten  aus  Werthen, 
welche  sich  auf  Winkel  beziehen,  die  gleichmSXsig  in  der  Peripherie 
vertheilt  sind,  wenigstens  bis  zu  dem  Coefflcienten  des  zwölffachen 
Winkels  vermieden  werden.  Da  indessen,  wenn  man  sich  einmal 
f&r  ein  bestimmtes  a  entschieden  hat,  die  Faktoren,  welche  aus 
den  Sinus  der  Vielfachen  von  a  entstehen,  ein-  für  allemal  be- 
rechnet werden  können,  so  mag  die  Form  für  andere  Rechner  ihre 
Vorzüge  haben. 

Ich  füge  hier  noch  ein  Beispiel  hinzu: 

Es  seien  far  2a  =  42°  14'  folgende  9  Werthe  berechnet 


Man  erhält  hieraus 


JS8  = 


(i)i 

(1)2 
(1)8 
(1)4 
(1)6 
(1). 
(1)7 
(1)8 


- 1,8586986 
+ 1,6200211 
+  4,1%2233 
+  4,5912438 
+  2,7838515 

-  0,2990814 

-  3,2312842 

-  4,5368275 

-  3,3571685 

-  3,4787197 

-  2,5762022 

-  0,3950205 
1,8073923 
3,0829329 
2,9322028 

+ 1,3055433 
- 1,1796590 


Hieraus  ergeben  sich 
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ferner 


(2)g  =  4-  0,0588296 
(2)j  =  +  0,1838526 
(2)^  =  - 0,01 14766 
(2)j  =  - 0,1743046 
(2),  =  -  0,0463902 
(2)7  =  +  0,1807402 

(3)j  =  -  0,0118971 
(3X  =  -  0,0117612 
(3)5  =  +  0,0242522 
(3)9  =  -  0,0153819 


and  zuletzt 


(4)«  =  +  0,0017025 
(4)j 0,0018444 

Zur  Ermittelnng  der  Ooefficienten  Co,  C^,  Ca,  C„  C«,  8i,8t,St, 

St  bildet  man  zuerst 

[4]«  =  +  0,0001501 

[4]5  =  -  0,0001626 

[3J4  =  -  0,0017712 

[3]b  =  +  0,0036524 

[2]i  ^  -  0,0066284 

[2]6  =  -  0,1006708 

[1J4  =  +  2,5083983 

[l]j  =  +  4,2786634 

und  hat  dann  die  Gleichungen 

[4]«  =  Ci  sin  28«  -  /S,  cos  28« 
[4]6  =  Ci  sin  36«  -  /S;  cos  36« 

[3]4  =  C»  sin  21«  -  8a  cos  21«  + 


sin  6« 


[3]j  =  q,  sin  27«  -  /S,  cos  27« 

[2]4  =  (^  sin  14«  -  Sa  cos  14« 
sin  4« 


sin« 

sin  6« 

sin« 


[4]. 


W. 


+• 


sin« 

sin  4«  sin  5« 
sin  «  sin  2« 


(Cs  sin  21«  —  fij  cos  21«) 


(C«  sin  28«  -  8t  cos  28«) 
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[2]6  =  Ca  sin  18«  -  Äg  cos  18« 

^—  (Cs  sin  27«  -  Ä8  cos  27«) 
sin« 

sin  4«  sin  5« 


+ 


sm  «  sin 
[1]4  =  Ci  sin  7«  -  8i  cos  7« 
sin  2« 


o—  (Q  sin  36«  -  «4  cos  36«) 
z« 


(Co  sin  14«  —  So  cos  14«) 
sm« 

Q|T|     "Kßt 

^ (Ca  sin  21«  —  So  cos  21«) 

sin« 

sin  4« 


(Qsin28«-S4cos28a) 


oder  wenn 


sin« 
[H  =  Ci  sin  9«  -  Si  cos  9« 

-h  --?-^-''  (Cj  sin  18«  -  S^  cos  18«) 
sin« 

+  ^^^  (Ci  sin  27«  -  Sa  cos  27«) 
sin« 

-^—  (C4  sin  36«  -  S4  cos  36«) 
sm« 


Ci  sin  ifc«  —  Si  cos  ifc«  =  P,-  («fc«) 

gesetzt  wird,  die  folgenden,  leichter  zn  fibersehenden  Gleichungen 

P4  (28«)  =  [4], 
P,  (36«)  =  [4]5 

Pa  (21«)  =  [3],  -  ~^^^P,  (28«) 

Pa  (27«)  -  [3]5  -  ^^p^  (36«) 
'      ■■  ■■"       sin « 

p  /i.i^\     roT        sin 4«  ^  ,j..   .       sin  4«  sin  5«  ^j  /oq^\ 
P2  (14«)  -  [2L  -  -gj^P.  (2ia)  -  --^-2^ ^*  (28a) 

P.  (18«)  =  [2],  -  i^P.  (27«)  -  8i°4asm5«p   gg 
'      ■■ -"^       Sin«  sin  «sin 2« 

i>    /T  \      rn        sin2«  T>  /i,i  N      sin3«  ^  .^^   .      sin4«  -^  ^^ 
Pi    (7«)  -  [IL  -  -  i^-„-  P,  (14«)  -  -^^Pa  (21«)  -  -g^P,  (28«) 

P,    (9«)  =  [1],  -  i-^-2fLp,  (18a)  -  -?^P3  (27«)  -  -?^P, (36«) 
'■-"'       Sin«  sm«  sm« 
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und  damit 

^   _  Pjfc  (fc(2i  +1)  a)  cos  (fc(2i-l)  a)  ~  Pfc(fc(2f-  l)a)co8(fc  (2i4-l)g) 

sin2/ca 
^  _  Pk  (k(2i  4- 1) «)  sin  k{2i  -  1)«  ~  P^  (fc (2i  ~1)  «)  sin  (fr(2»H-l)a) 

sin  2/ca 

Man  erhält  hier 

P4  (28a)  =  H-  0,0001501  P4  (36a)  =  -  0,0001626 

P3  (21  a)  =  -  0,0021052  P«  (27  a)  =  -h  0,0040143 

Pa  (14a)  =  -  0,0014063  Pg  (18a)  =  -  0,1111176 

Pj    (7  a)  =  +  2,5158299  Pi    (9  a)  =  +  4,4767656 

nnd  darauf  zuletzt 

C;  =  -  0,0000673  «4  =  +  0,0001561 

Ca  =  -  0,0016994  Äs  =  +  0,0036555 

Ca  =  -  0,0469688  Äg  -  +  0,1011360 

Ci  =  -  1,9510791  Äi  =  +  4,2004395 

nnd  ans  der  Summe  der  C  verbunden  mit  Bq 

Co  =  - 1,8586986  +  1,9998146  • 
=  +  0,1411160 

so  dafs  die  Reihe  wird 

+  0,1411160 -1,9510791  cos    w  +  4,2004395  sin    « 

-  0,0469688  cos  2«  +  0,1011360  sin  2« 

-  0,0016994  cos  3w  +  0,0036555  sin  3» 

-  0,0000673  cos  4«  +  0,0001561  sin  4« 

Die  Werthe  B  sind  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Ju- 
piters, bezogen  auf  die  Pallasbahn,  und  zwar  die  o?,  genommen  in 
der  Ebene  der  Pallasbahn,  wenn  die  Axe  der  x  in  die  Apsiden- 
linie der  Pallasbahn  gelegt  wird,  positiv  nach  der  Seite  des  Pe- 
rihels  der  Pallas  und  die  Entwickelung  nach  der  mittleren  Anomalie 
geschieht.  Ich  hatte  dieselbe  Reihe  aus  24  in  der  Peripherie 
gleich  vertheilten  Winkeln  und  den  dazu  gehörigen  Werihen  B 
entwickelt  und  dafür  erhalten: 
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+  0,1411198  -  1,9510790  cos    «  +  4,2004382  sin    « 

-  0,0469672  cos  2a)  +  0,1011344  sin  2« 

-  0,0016961  cos  3a)  +  0,0036522  sin  3a) 

-  0,0000726  cos  4a)  +  0,0001564  sin  4a) 
~  0,0000035  cos  5  a)  4-  0,0000075  sin  5  a) 

Der  Versuch,  darch  Hinzufügung  von  R^  und  JKio,  auch  noch  C^ 
und  /Sß  bestimmen  zu  wollen,  führt  zu  keinem  befriedigenden'Re- 
snltate.    Man  erhält 


iJs  --0,2157188 

Äio  =  +  3,0663635 

und  damit 

(I),  =     3,1414497 

(l),o 3,2820823 

(2)8  =  +  0,0890350 

(2)8  =  -  0,1902028 

(3),  =-0,0077891 

(3)8  =4-0,0266330 

(4),  =  +  0,0019220 

(4),  --0,0019412 

(5)6  -  -  0,0000044 

(5)8  =  +  0,0000129 

Hieraas  wird 

[b\  -  +  0,0000029 

[5]e  -  -  0,0000085 

and  endlich 

Cj  -  -  0,0000097 

S-g  =  -  0,0000071. 

Der  Grund  liegt  eben  darin,  weshalb  auch  die  anderen  Coeffl- 
cienten  in  den  letzten  beiden  Decimalen  so  stark  von  einander 
abweichen.  Die  Gröfse  der  R  erlaubt  nur,  die  ersten  fünf  Decimal- 
stellen  bei  einer  Rechnung  mit  7  Decimalen  verbürgen  zu  können. 
Die  letzten  zwei  Decimalstellen  bleiben  immer  mehr  oder  weniger 
ungewifs.     Bei  verschiedenen  Werthen,  von  denen  man  ausgeht, 
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können  deshalb  die  Werthe  der  Coefflcienten  nur  so  weit  überein- 
stimmen, als  sie  dem  wahren  Werthe  vollkommen  entsprechend 
sind.  Im  Grunde  ist  doch  die  Entwickelung  in  eine  periodische 
Reihe,  wenn  gegebene  numerische  GröDsen  dadurch  dargestellt 
werden  sollen,  eine  Interpolation  angewandt  auf  die  bestimmte 
Form  einer  periodischen  Reihe.  Das  gewöhnliche  Verfahren,  durch 
Werthe,  die  in  der  Periode  gleichmäfsig  vertheilt  sind,  die  CoefiB- 
cienten  zu  bestimmen,  benutzt  nur  die  Werthe  selbst  und  ent- 
spricht deshalb  der  Interpolation,  welche  aus  der  Lagrange'schen 
Interpolationsformel  unmittelbar  hervorgeht.  Das  hier  von  Herrn 
Le  Verrier  vorgeschlagene  benutzt  Gröfsen,  welche  den  Differenzen 
analog  sind  und  durch  sie  ausgedrückt  werden  können.  Die 
Gröfsen  (1)  sind  unmittelbar  die  ersten  Differenzen.  Die  Gröfsen  (2) 
werden  aus  drei  aufeinander  folgenden  Gröfsen  (1)  hergeleitet 
Seien  diese  letzteren  drei  a,  &,  c,  so  wird,  wenn  die  Differenzen 
gebildet  werden 

a     .  woAa  =  a  — 6 

Aa 

b  A26  Ab  =  b-c 

c    ^*  A26  =  +  a-26  +  c 

weil  die  hieraus  abgeleitete  Gröfse  (2)  gebildet  wird  durch 

(2)  =  —  a  +  2  cos ka'b  —  c 

A2ft  +  (2)  =  -4sin(ifea)2.J 

(2)  =  -A26-4sin(ifc«)^ft 

Es  wird  deshalb  die  Gröfse  (2)  die  Fehler,  welche  in  den 
zweiten  Differenzen  von  a,  J,  c,  wegen  der  ursprünglichen  Mangel- 
haftigkeit der  Hauptwerthe  sich  zeigen,  theilen  können  und  wurde 
sie  genau  zeigen,  wenn  das  Glied  b  sin ilca^  nicht  eine  Modifi- 
kation eintreten  liefse.  Da  nun  die  Gröfsen  selbst  schon  erste 
Differenzen  sind  und  die  späteren  Gröfsen  (3),  (4)  etc.  auf  ähnliche 
Weise  aus  (2)  gebildet  werden  wie  (2)  aus  (1),  so  wird  man  sich 
auf  Fehler  gefafst  machen  müssen,  welche  in  den  ungeraden  Diffe- 
renzen eintreten  werden,  wenn  die  Werthe  JK,  von  denen  ausge- 
gangen wird,  nicht  ganz  strenge  richtig  sind.    Diese  Fehler  richten 
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sich  aber  nach  den  Binomial-Coefficienten ,  so  dafs,  wenn  b  einen 
Fehler  y  enthielte,  die  auf  derselben  horizontalen  Reihe  stehenden 
zweiten,  vierten,  sechsten  Differenzen  einen  Fehler  von  2j/,  61/, 
20z/  etc.  enthalten  wärden.  Es  werden  deshalb  die  CoeMcienten 
der  hohem  Vielfachen  der  Winkel,  da  sie  aus  den  höhern  Diffe- 
renzen abgeleitet  werden,  noth wendig  unsicherer  werden,  wie  es 
auch  bei  dem  andern  Verfahren  der  Fall  ist.  Vielleicht  wird  aber 
bei  dem  Verfahren  von  Herrn  Le  Verrier  diese  Unsicherheit  noch 
etwas  dadurch  vergröfsert,  dafs  die  Factoren  in  dem  ersten  Gliede 
von  (2),  welche  sich  aus  den  Producten  der  Sinus  bilden,  häufig 
in  der  Gröfse  und  selbst  im  Zeichen  wechseln,  und  so  noch  manch- 
mal einen  kleinen  Fehler  plötzlich  vergröfsem  oder  im  Zeichen 
ändern  können.  Endlich  erscheinen  auch  die  sehr  grofsen  Viel- 
fachen der  Winkel,  die  in  dem  hier  gegebenen  Beispiele  schon  bei 
den  Coefflcienten  des  vierfachen  Winkels  auf  sin  28  a  und  sin  36  a 
hinauskommen,  als  eine  Unbequemlichkeit  der  Rechnung,  da  sie 
bei  dem  Ooefflcienten  des  5  fachen  Winkels  auf  45  a  und  55  a,  bei 
dem  Gfachen  auf  66  a  und  78  a  steigen  und  bei  den  späteren  Ooeffl- 
cienten von  der  Form  i(2i  —  l)  und  i(2i  -h  1)  bei  Q  und  8i  werden. 

Auch  die  Wahl  der  Gröfse  von  2  a  würde  eine  besondere 
Untersuchung  und  Erwägung  erfordern.  Hier,  wo  es  mir  nur 
darauf  ankam,  auf  diese  Art  der  Entwickelung  aufmerksam  zu 
machen,  habe  ich  den  Werth  von  2  a  =  42^  14'  so  angenommen;  wie 
Herr  Le  Verrier  ihn  bei  seinem  Beispiele  gewählt  hat. 

Immer  wird  die  Bequemlichkeit,  in  speciellen  Fällen  die  Ent- 
wickelung so  weit  fortzusetzen,  als  es  angemessen  scheint,  ein 
dankenswerther  Vorzug  sein,  der,  wenn  er  auch  bei  der  andern 
Art  in  gewissem  Sinne  erreicht  werden  kann,  doch  in  dieser  All- 
gemeinheit nicht  ohne  eine  völlige  Wiederholung  der  Rechnung 
bei  ihr  sich  erreichen  lassen  dürfte. 
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Vorwort. 


Bei  der  Herausgabe  dieses  zweiten  Bandes  Encke'scher  Ab- 
handlungen ist  nach  den  gleichen  Grundsätzen  verfahren  worden, 
wie  beim  vorhergehenden  Bande. 

Das  Formehnaterial  wie  die  numerischen  Anwendungen  sind 
sorgfältigst  geprüft,  einige  stylistische  und  sachliche  Härten  sind 
entfernt  worden. 

Das  zu  der  grofsen,  aus  drei  Jahrbuch- Aufsätzen  bestehenden, 
Abhandlung  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gegebene 
Inhaltsverzeichnifs  dürfte  sowohl  demjenigen,  der  die  Sache  aus 
diesem  Buche  erlernen  will,  als  auch  jenen,  die  dasselbe  zum 
gelegentlichen  Nachschlagen  benutzen,  erwünscht  sein. 

Am  Schlüsse  des  Bandes  findet  sich  eine  den  Berliner 
Monatsberichten  von  1850  entnommene  Notiz  Encke's  über  die 
Begründung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Für  die  gütige  Ermächtigung  zur  Veröffentlichung  derselben 
sage  ich  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  meinen 
verbindlichsten  Dank. 

Berlin  1888,  JuU. 

Grayelius. 
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i. 

Bei   der   hänflgen    Anwendung    der   Methode    der   kleinsten 
Quadrate,  oder  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die  Resultate 
von  Beobachtungen,  habe  ich  gehofft,  dafs  manchen  Besitzern  dieser 
Ephemeriden  eine  möglichst  kurze  und  elementare  üebersicht  der 
S&tze,  auf  welchen  diese  Methode  beruht,  verbunden  mit  den  Vor- 
schriften, welche  eine  häufige  Erfahrung  mich  als  die  bequemsten 
fßr  die  practische  Anwendung  erkennen  liefs,  nicht  unwillkommen 
sein   wurde.    Das  folgende  ist  ein  für  diesen  Zweck  gemachter 
Auszug  aus  den  Abhandlungen  von  Gaufs  über  diesen  Gegenstand: 
Theoria  motus  corporum  coelestium  Lib.  ü.  Sect.  III.,  Disqmsitio  de 
dementis  eUipticis  Palladis.    Comment  GotHngens.  recentiores  Vol.  I. 
1808  —  1811,  y.  Lindenau  und  Bohnenberger  Zeitschrift  für 
Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften  Bd.  I.  pg.  185.  sqq., 
Hieoria    Cofnbinaticnis    observationum    erroribus    minimis   obnoxiae, 
Camm.  Gott,  recent.  aus  den  Jahren  1821  und  1823.  Pars.  I.  u.  IL, 
verbunden  mit  den  Bemerkungen,  welche  Bessel  in  den  Frnida' 
m0nti8  Astronomiae  pg  18  und  116  und  in  der  Abhandlung  über 
den  Olb er s' sehen  Cometen  darüber  gemacht  hat.  Wenigstens  wird 
kein  Satz  von  einiger  Erheblichkeit  hier  vorkommen,  der  nicht  aus 
diesen  Schriften  entlehnt  wäre;  nur  die  Form  der  Beweise  ist  hin 
und  wieder  abgeändert  worden,  wie  es  der  leichteren  üebersicht 
wegen  angemessener  schien.  Eben  deshalb  habe  ich  auch  geglaubt, 
die  Oitate  der  Stellen,  wo  die  einzelnen  Sätze  vorkommen,  weg- 
lassen zu  dürfen. 

Rncke't  AbluuidL  IL  1 
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Die  classischen  Arbeiten  anderer  Mathematiker,  besonders  von 
La  place  und  Poisson,  kommen  in  Hinsicht  auf  die  Resultate 
vollkommen  mit  den  hier  gegebenen  fiberein.  Nur  die  Form  der 
Darstellung  und  die  Art  der  Ableitung  ist  hauptsächlich  aas  dem 
Grunde  verschieden,  weil  La  place  besonders  den  rein  theoreti- 
schen Gesichtspunkt  festgehalten  und  nur  eine  Anwendung  d^ 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  unter  so  vielen  andern,  darin  gesehen 
zu  haben  scheint.  Bei  der  so  seltenen,  und  für  die  Ausbildung 
der  neueren  Astronomie  so  wichtig  gewordenen,  Yerbindang  der 
strengsten  Theorie  mit  der  glucklichsten  Praxis  bei  den  beiden 
obengenannten  Astronomen,  schien  die  Befolgung  des  von  ihnen  ein- 
geschlagenen Weges  ffir  die  gegenwärtige  Absicht  vorzuziehen 
zu  sein. 


Die  Erfahrung  lehrt,  dafs  auch  bei  der  einfachsten  Art  von 
Beobachtungen,  und  der  gröfsten  Sorgfalt  in  der  Entfernung  aller 
solcher  Umstände,  die  möglicherweise  einen  L'rthum  veranlassen 
können,  fortgesetzte  Wiederholungen  derselben  Beobachtung  stets 
etwas  verschiedene  Resultate  finden  lassen.    Die  Ursachen  dieser 
Verschiedenheiten  sind  uns  unbekannt,  oder  wenn  man  sie  aus  der 
UnvoUkommenheit  unserer  Listrum  ente  und  der  Unsicherheit  aller 
Wahrnehmungen  durch  die  Sinne  erklären  will,  doch  wenigstens 
von   der  Art,   dafs  der  Einflufs  einer  jeden  einzelnen  nicht  d^ 
Rechnung  unterworfen  werden  kann.    Immer  können  wir  indesseu 
voraussetzen,   dafs  bei  einer  bestimmten  Gattung  von  Beobadi- 
tungen,  sowohl  die  Anzahl  der  Fehlerquellen,  als  auch  die  Anzahl 
der  Verbindungen,  die  sie  unter  sich  eingehen  können,  eine  und 
dieselbe  bleibt,  sowie  auch  dafs  dieselbe  bestimmte  Verbindung, 
wenn  sie  wieder  vorkommt,  denselben  Fehler  iBrzeugt.    Kennten 
wir  die  Zahl  aller  möglichen  Verbindungen  der  Fehlerquellen,  und 
wfifsten  wir,  wie  oft  solche  Verbindungen,  welche  gleiche  Fehler 
geben,  unter  dieser  Zahl  enthalten  sind,  so  wfirden  wir  nach  d^ 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  a  priori  berechnen  können,  wie  oft 


lieber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  3 

ein  bestimmter  Fehler  bei  einer  gegebenen  Anzahl  von  Beobach- 
tungen gesetzmäfsig  vorkommen  sollte,  und  könnten  auch  die 
Wahrscheinlichkeit  berechnen,  dafs  er  nicht  seltener  und  nicht 
häufiger  als  eine  anzugebende  Anzahl  von  Malen  statt  fände.  Bei 
der  Unbekanntschaft  mit  den  Ursachen  wird  es  umgekehrt  gestattet 
sein,  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  aus  der  Erfahrung  anzu- 
wenden, oder  aus  der  H&ufigkeit,  mit  der  ein  Fehler  unter  einer 
Anzahl  angestellter  Beobachtungen  wirklich  vorgekommen  ist,  zu 
schliefsen,  wie  oft  er  gesetzmaXsig  h&tte  vorkommen  sollen,  und  bei 
fortgesetzter  Wiederholung  künftig  vorkommen  wird.  Diese  An- 
wendung setzt  nichts  anders  voraus,  als  dafs  bei  der  fortgesetzten 
Wiederholung  keine  neue  Fehlerquelle  eingreift,  die  Anzahl  der 
Fehlerquellen  an  sich,  und  ihrer  Verbindungen  unter  einander, 
bleibt  völlig  unbestimmt. 

Unter  der  Wahrscheinlichkeit  einer  bestimmten  Verbindung, 
oder  aller  der  Verbindungen,  die  einen  Fehler  von  bestimmter 
Gröfse  erzeugen,  versteht  man  das  Verhältnifs  der  Anzahl  solcher 
bestimmten  Verbindungen  zu  der  Zahl,  welche  alle  möglichen  Ver- 
bindungen überhaupt  ausdrückt.  Eben  dieses  Verh&ltnifs  wird 
auch  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  A  bedingen.  Bezeichnet 
man  diese  Wahrscheinlichkeit,  die  nothwendig  eine  Function  von  A, 
und  auTserdem  noch  von  einer  oder  mehreren  Constanten  sein  wird, 
welche  sich  auf  die  Gattung  der  Beobachtungen  beziehen,  allgemein 
durch  9(^)9  so  werden  sich  unter  m  beobachteten  Fehlem,  der  Wahr- 
scheinlichkeit nach  m9)(A)  Fehler  von  der  Gröfse  A  befinden,  und 
diese  Bestimmung  wird  der  Wahrheit  um  so  n&her  kommen,  je 
gröfser  m  ist,  so  dafs  sich  bei  unbeschränkter  Vergröfserung  von  m 
keine  Gröfse  angeben  läfst,  um  welche  der  Werth  m<p{t^)  von  der 
wahren  Anzahl  der  Fehler  A  verschieden  sein  dürfte. 

Auch  bei  dieser  unbestimmten  Bezeichnung  lassen  sich  doch 
einige  Eigenschaften  der  Function  9>(A)  angeben.  So  wissen  wir, 
dafs,  bei  jeder  Gattung  von  Beobachtungen,  die  vorkommenden 
Fehler  eine  gewisse,  wenn  gleich  schaif  nicht  anzugebende,  Grenze 
in  keinem  Falle  überschreiten  können.  Für  A  >  a,  abgesehen  vom 
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Zeichen,  wenn  a  den  Werth  dieser  Grenze  bezeichnet,  wird  folg^ 
lieh  9>(A)  anmöglich  oder=»0  werden  müssen.  Ebenso  liegt  in  der 
Yoranssetzung  der  möglichsten  Sorgfalt  bei   der  Anstellang  der 
Beobachtungen,  und  in  der  Annahme,  die  im  Grande  allein  die 
Sicherheit  der  Erfahrangswissenschaften  verbürgen  kann,  dals  eine 
gröfsere  Anzahl  von  Beobachtungen  auch  die  Hoffnung  eines  ge- 
naueren Resultats   gew&hrt,   die  Nothwendigkeit,   dafs  9>(A)   ein 
Maximum  habe  für  A  =  0,  und  für  gleiche  positiye  und  negative 
Werthe  gleich  sei.  Wäre  nämlich  dieses  nicht  der  Fall,  so  wurden 
bei  fortgesetzter  Wiederholung  der  Beobachtungen  die  Werthe  der 
zu  bestimmenden   Grofse,  welche  von  der  Wahrheit  abweichen, 
entweder  überhaupt,  oder  nach  einer  bestimmten  Seite,  der  posi- 
tiven oder  negativen  Fehler,  hin,  so  vorherrschend  werden,  dafs 
wir  in  der  Unmöglichkeit  uns  befänden,  die  Wahrheit  zu  erreichen, 
und  als   den  wahrscheinlichsten   Werth   einen   irrigen    erhielten, 
selbst  bei  einer   unendlichen  Anzahl  von  Beobachtungen.     Das 
aber  heifst  im  Grunde  nichts  anders,   als  unsere  Beobachtungen 
werden  als  den  wahrscheinlichen  Werth  den  erkennen  lassen,  für 
welchen  ^(A)  ein  Maximum  bei  A  ~0,  und  aufserdem  eine  gerade 
Function  von  A  ist,  und  da  wir  für  die  Bestimmung  des  wahren 
Werthes  kein   anderes  Mittel  als  die  Beobachtungen  haben,  so 
wird  für  uns  auch  dieser  Werth  der  wahre  sein  müssen.  Bei  diesen 
Annahmen   erfordert  indessen  die  Unterscheidung  zwischen  con- 
stauten  und  irregulären  Fehlern  noch  eine  Berücksichtigung,  unter 
Constanten  Fehlem  versteht  man  gewöhnlich  diejenigen  Fehler, 
deren  Quellen  nicht  allgemein,  sondern  nur  bei  einer  gewissen  Art 
die  Beobachtung  anzustellen,  etwa  nur  bei  einem  bestimmten  In- 
strumente, und  bei  einer  besonderen  Individualität  des  Beobachters 
sich  finden.  Irreguläre  Fehler  dagegen  sind  solche,  die  unter  allen 
Umständen  eintreten,  und  daher  eigenüich   der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung unterworfen  sind.  Die  Ursachen  der  geringeren  con- 
stanten  Fehler  sind  an  und  für  sich  ganz  analog  den  Ursachen, 
welche  die  irregulären  Fehler  hervorbringen,  selbst  die  g&nztiche 
Vermeidung  aller  constanten  Fehler  wird  so  gut  wie  unmöglich 
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sein.  Es  kommt  deshalb  nur  darauf  an,  ungewöhnliche  gröfsere 
constante  Fehler  ganz  zn  vermeiden,  und  sie  überhaupt  so  sehr 
als  möglich  zu  verringern,  oder  ihren  Einflufs  so  weit  in  Rechnung 
zu  bringen,  dafs  die  noch  etwa  Qbrig  bleibenden  constanten  Fehler 
einer  Art  die  Beobachtungen  anzustellen,  Fehlerquellen  angehören, 
die  auch  bei  anderen  Arten,  nur  in  verschiedenem  Orade,  statt- 
finden können.  In  diesem  Falle  wird  die  Vervielfältigung  der 
Beobachtungen  gleichsam  in  zweifacher  Richtung  zu  nehmen  sein, 
80  dafs  sowohl  bei  einer  bestimmten  Methode  möglichst  viele 
Wiederholungen  gemacht  werden,  als  auch  die  Methoden  selbst 
möglichst  verändert  werden,  um  der  Wahrheit  nahe  zu  kommen. 
Auf  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hat  diese 
I}nterscheidnng  so  lange  keinen  Einflufs,  als  uns  unbekannt  ist,  ob 
und  welche  constanten  Fehler  vorhanden  sind.  Ihre  Existenz  wird 
flieh  aber  ermitteln  lassen,  wenn  wir  die  Resultate  verschiedener 
Methoden  zusammen  vergleichen,  und  die  Verschiedenheit  derselben 
grölser  finden,  als  wir  nach  der  Behandlung  der  Beobachtungen 
jeder  Methode  besonders  zu  erwarten  berechtigt  waren.  Meisten- 
theils  ist  die  Vervielfältigung  der  Beobachtungen  bei*  einer  be- 
stimmten Methode  leichter  zu  erhalten,  und  findet  häufiger  statt, 
als  die  Vervielfältigung  der  Methoden  selbst.  Hiemach  wird  auch 
gewöhnlich  das  als  das  wahrscheinlichste  ermittelte  Resultat  ein 
einseitiges  sein,  und  um  der  reinen  Wahrheit  möglichst  nahe  zu 
kommen,  wird  das  hauptsächlichste  Augenmerk  auf  die  Vermeidung 
jedes  möglichen  constanten  Fehlers  gerichtet  werden  müssen.  In 
dem  folgenden  wird  dieser  Unterschied  deshalb  übergangen  werden. 
Er  bewirkt  nur,  dafs  die  Schätzung  der  Genauigkeit  eines  solchen 
einseitigen  Resultats  immer  etwas  fehlerhaft  ist,  ein  Umstand,  der 
um  so  weniger  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  von  Einflufs  sein 
kann,  als  diese  Schätzung  selbst  nicht  auf  absolute  Bestimmtheit 
Anspruch  macht. 

Verbindet  man  nun  mit  den  Bedingungen:  iip(A)  ein  Maximum 
für  A  =0,  9(A)  eine  gerade  Function  von  A,  und  9(A)  =  0  für 
A  >  o,  die  ebenfalls  aus  der  Erfahrung  entlehnte  Bemerkung,  dafs 
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kleinere  Fehler  im  allg^emeinen  häufiger  vorkommen  als  gröfsere, 
und  dafs  gegen  a  als  die  änfserste  Grenze  bin,  die  Anzahl  d« 
Fehler  mit  grofser  Geschwindigkeit  abnimmt,  sowie  auch  d&b 
zwischen  A  =  0  und  A  =  a,  es  im  allgemeinen  keinen  Werth  yon  & 
geben  wird,  für  welchen  9>(A)  unmöglich  ist,  oder  dafs  alle  Fehler 
durch  alle  Abstufungen  von  0  bis  a  vorkommen  können,  so  wd 
man  daraus  den  Gang  der  Function  sich  im  voraus  denken  könneB. 
Man  kann  hier  eine  geometrische  Betrachtung  zur  leichtem 
üebersicht  benutzen.  Werden  die  A  als  Abscissen,  die  zugehöiigen 
9>(A)  als  rechtwinklige  Ordinaten  betrachtet,  so  wird  die  Walff- 
scheinlichkeitscurve  auf  beiden  Seiten  der  Ordinatenaxe  gleich- 
förmig sein.  Ein  Maximum  mcudmorum  wird  bei  A  =  0  statt  finden; 
von  diesem  Punkte  aus  wird  die  Ourve  in  der  Regel  mit  continuir- 
lichem  Zuge  fortgehen,  so  dafs  sie  in  der  Nähe  von  A=a  sehr 
schnell  der  Abscissenaxe  sich  nähert.  Hieraus  ergiebt  sich  noch 
ein  ffir  das  Folgende  sehr  wichtiger  Umstand.  Die  absolute 
Grenze  a  kann  niemals  fest  bestimmt  werden.  Allein  da  schon 
in  der  Nähe  von  a  die  Ordinaten  9>(A)  sehr  schnell  abnehmen,  so 
werden  wir  ohne  einen  für  die  Praxis  merklichen  Fehler,  statt  des 
Werthes  von  a,  die  Grenzen  —  <»  und  +  oo  annehmen  können,  so- 
bald nur  die  Function ,  welche  wir  innerhalb  der  Werthe  0  bis  a 
als  übereinstimmend  mit  dem  Gange  der  Onrve  finden  sollten,  die 
Eigenschaft  hat,  dafs  sie  bei  zunehmendem  A  beständig  abnimmt 
Denn  bei  der  schnellen  Annäherung  an  die  Abscissenaxe,  sobald 
A  dem  a  sich  nähert,  wird  jede  Function,  die  über  a  hinaus  immer 
noch  mehr  abnimmt,  und  vorher  schon  sich  schnell  näherte ;  für 
ihre  Werthe  zwischen  db  a  und  dt  <»  nur  ganz  unmerkliche  Grölsen 
geben. 

Aufserdem  liegt  es  in  der  Definition  von  g>  ( A),  dafs  für  dse 
so  grofse  Anzahl  von  Beobachtungen,  dafs  alle  Fehler,  jeder  in 
dem  gesetzmäfsigen  Yerhältnifs  seiner  Häufigkeit;  darin  vorkommen, 

m  9)(A)  +  m  <jp  (A')  +  m  y  (A") =  w 

oder 

—  00 
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Aas  dieser  Form  sieht  man,  dafs  bei  der  anendlicben  Anzahl 
der  A,  wenn  man  alle  Abstufungen  von  A  =0  bis  A  =  a  betrach- 
tet, für  ein  bestimmtes  A  die  Function  9)(A)  ein  unendlich  Kleines 
sein  wird.  Man  drückt  nach  dem  analytischen  Sprachgebrauch 
diese  Bedingung  bequemer  so  aus,  dafs  man  nicht  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  bestimmten  Fehlers  allein  betrachtet,  sondern  die 
Wahrscheinlichkeit  der  Fehler,  die  innerhalb  der  unendlich  nahen 
Grenzen  A  und  A  +  d  A  liegen,  zusammen.  Innerhalb  dieser  un- 
endlich nahen  Grenze  wird  der  Werth  von  9?(A)  als  constant  be- 
trachtet werden  können.  Hiemach  ist  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Fehler  zwischen  A  und  A +  dA  =  9)(A)dA,  und  überhaupt  die 
Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  gleich 
der  Summe  dieser  Elemente  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen,  oder 

(1) =  |y(A)dA 


-i 


für  die  Grenzen,  die  alle  Fehler  umfassen,  —  «>  und  4-  «>,  wird 


00 

(2) -..  I  9)(A)dA  =  l 

00 


■p-i 


gleich  der  Gewifsheit  Das  letztere  Integral  giebt  den  Flächen- 
nhalt der  Wahrscheinlichkeitscurve,  von  der  Abscissenaxe  bis  zu 
der  Gurve  genommen.  Es  stellt  die  Anzahl  von  Beobachtungen 
vor,  welche  überhaupt  möglich  sind,  und  alle  Fehler  umfassen. 
Jedes  Flächenelement  9>(A)  d  A  giebt,  damit  verglichen,  die  Anzahl 
von  Beobachtungen,  welche  in  der  ganzen  Anzahl  Fehler  zwischen 
A  und  A  +  dA  geben,  oder  giebt  die  Anzahl  der  Beobachtungen 
mit  diesen  Fehlem  behaftet,  welche  wahrscheinlich  statt  finden 
werden,  wenn  die  ganze  Anzahl  =  1  gesetzt  wird. 

Jede  Beobachtung  hat  den  Zweck,  eine  oder  mehrere  Gröfsen 
za  ermitteln,  durch  welche  die  beobachtete  Erscheinung  bewirkt 
vrird.  Bei  Planetenörtem  werden  diese  Gröfsen  z.  B.  die  Elemente 
der  Planeten-  und  Erd-Bahn  sein  können.  Die  Art  der  Verbin- 
dung der  Elemente,  um  den  beobachteten  Werth  hervorzubringen, 
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moTs  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  wenn  wir  ans  der  Beob- 
achtung den  Werth  der  Elemente  bestimmen  wollen.  Ueberhaupt 
wird  daher  jede  beobachtete  Gröfse  M  eine  Gleichnng  geben: 

wo  die  Function  f  bekannt  ist,  und  x,  y,  e  ihrem  wahrscheinlichsten 
Werthe  nach  bestimmt  werden  sollen.  Diese  Gleichnng  wird  mein 
oder  weniger  dargestellt  werden,  je  nachdem  wir  fSüt  x^y^z  andere 
Werthe  annehmen.    Setzte  man  x=p,  y^q^  ^  =  r,  und  wäre 

F  =  f(p,g,r) 
so  würde  M—V  der  Fehler  der  Beobachtung  sein,  in  dem  Falle, 
dafs  die  Werthe  p^  9,  r  die  wahren  wären.  Hat  man  mehrere 
Beobachtungen  derselben  Art  angestellt,  in  welchen  alle  dieselben 
Elemente  p^  9,  r  den  beobachteten  Werth'  bestimmen ,  so  werdoi 
auf  ähnliche  Weise  für  die  Annahme  a;  =;?,  y  =  g,  ^  =  r  die  Fehler 
2f'  -  F',  Jf' '  -  F",  Jf '"  -  F"'  erhalten  werden.  Für  eine  andere 
Annahme  a;=p',  y  «g',  ^=r',  auf  dieselbe  Weise  in  alle  Gleichungen 
substituirt,  wird  man  im  allgemeinen  andere  F,  folglich  auch  an- 
dere M—V  erhalten,  so  dafs  zu  jeder  Hypothese  über  den  Werth 
von  X,  y,  z  ein  bestimmtes  System  von  Fehlern  A,  A',  A",  die 
zugleich  mit  der  Hypothese  statt  finden,  gehört,  um  hieraas  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  von  o?,  y,  z  zu  bestimmen,  bedürfen  wir 
zweier  Sätze  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  von  denen  der 
eine  die  Wahrscheinlichkeit  eines  zusammengehörigen  Systems  ta 
Fehlem  giebt,  wenn  die  Wahrscheinlichkeit  jedes  einzelnen  be- 
kannt ist,  der  andere,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  ans 
der  Wahrscheinlichkeit  des  zu  ihr  gehörigen  Systems  von  Fehlen 
bestimmen  lehrt. 

Für  den  ersten  Satz  giebt  die  Wahrscheinlichkeitsrechnmig 

den  Ausdruck: 

L 
Wenn  y(A)  die  Wahrscheinlichkeit  von  A  ist,  ebenso 
9(A0  die  von  A'  u.  s.  w.,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Zusammentreffens  von  A,  A',  A"  u.  s.  w. 

-y(A).9(A0-9(A")... 
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Man  kann  sich  hiervon  anf  folgende  Art  überzeugen.    Seien, 
der  Einfachheit  wegen,  in  drei  Beobachtungen  zweimal  der  Fehler  A, 

und  einmal  A'  gefunden  worden,  sei  femer  9)(A)  =  ^^,  5p(A')  =  -^. 

Man  betrachte  die  drei  Beobachtungen  als  gehörten  sie  zu  einer 
so  grofsen  Reihe  von  vn  Beobachtungen,  dafs  darin  alle  Fehler 
nach   ihrer   Wahrscheinlichkeit   yorkämen.     Es   werden    folglich 

—  m  Fehler  =  A,  —  m  Fehler  =  A',  darin  vorkommen.  Die  Anzahl 
n  n 

der  übrigen  sei  «,  bei  welchen  es  hier  gleichgültig  ist,  wieviele 

gleiche  oder  ungleiche  sich  darunter  befinden.    Abgesehen  von  s 

wird  die  Anzahl  aller  möglichen  Anordnungen  der  Fehler  in  den 

m  Beobachtungen  sein: 

l>2>3..,.m 

1.2-3...^m.l.2.3...-^w 
n  n 

Dadurch  dafs  drei  Stellen  von  zwei  A  und  einem  A'  eingenommen 
sind,  bleiben  für  die  übrigen  m  —  i  Beobachtungen  noch 

l>2-3 (>w-3) 

1.2.3..(^m-2).1.2.3.0..(-^tii  -1) 
n  n 

Versetzungen  möglich.  Folglich  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs 
drei  beliebige  Stellen  von  zwei  A  und  einem  A'  eingenommen 
werden 


\w  /    n 


m*  —  m 
n 


oder 


(m  —  2)  •  (w  —  1)  •  w 
\n       mj    n     n 

Die  gemachte  Voraussetzung  gilt  aber  nur  der  Strenge  nach  für 
i^soo,  oder  die  Wahrscheinlichkeit  einer  einzelnen  Verbindung 
von  zwei  A  und  einem  A^  bei  übrigens  beliebiger  Ordnung, 
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=  (9)(A))XA0 

woraas  sich  die  obige  Formel  ergiebt. 

um  den  zweiten  Satz  zu  erlangen,  betrachte  man  den  Fall, 

in  welchem  irgend  welche  Beobachtung  den  Werth  M  gegeben 

hat   Man  vergleiche  nun  zwei  verschiedene  Hypothesen  über  x^  y,  z 

miteinander;  sei 

Hyp.  I ic=|),y  =  g,2r«r 

Hyp.  II.    .  .  .  a;  =  p',  y^q\  e  =  r* 

Ehe  M  beobachtet  ist,  hat  man  für  das  YerhUtnifs  der  Wahr- 
scheinlichkeit beider  Hypothesen,  und  aller  übrigen,  überhaupt 
kein  Maafs,  und  wird  sie  deshalb  vor  der  Beobachtung  als  gleich 
wahrscheinlich  ansehen  müssen.  Nachdem  aber  der  Werth  M  ge* 
funden  ist,  wird  die  Hyp.  I.  den  Fehler  A,  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit 9(A),  die  Hyp.  11.  den  Fehler  A',  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit 9(^0  geben.  Versteht  man  unter  m  die  Anzahl  von  Fällen, 
in  welchen,  wenn  die  Hyp.  I.  angenommen  wird,  der  Werth  M 
aus  ihr  hervorgeht,  unter  n  die  Anzahl  von  Fällen,  in  welchen  Jf 
bei  derselben  Voraussetzung  nicht  erhalten  wird,  so  wird 

eben  so  sei  bei  der  Hyp.  IL  die  Bedeutung  von  m'  und  n\  folglich 


9(A0  = 


m*  -^rv 


AuTser  diesen  beiden  Annahmen,  dafs  entweder  die  Hyp.  I.  oder 
die  Hyp.  11.  die  wahre,  giebt  es  aber  auch  noch  solche  Fälle,  in 
welchen  beide  nicht  die  wahren  sind,  und  unter  diesen  können 
wiederum  solche  sein,  die  in  einigen  Fällen  M  geben.  Sei  die  Be- 
deutung von  m''  und  n^'  für  alle  anderen  Hypothesen  dieselbe  wie 
oben,  so  wird  die  Anzahl  aller  möglichen  Fälle  =  m  -+-  »n-  m'  +  n' 
4-w"  +  n",  also  die  Wahrscheinlichkeit  der  Hyp.  L  vor  der  ge- 
machten Beobachtung 
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und  die  der  Hyp.  n.  vor  der  gemachten  Beobachtung 

""*    m  -I-  w  H-  w'  +  n'  +  w"  H-  n""" 

Diese  beiden  Werthe  sollen  als  gleich  betrachtet  werden,  woraus 
folgt 

Nachdem  nun  aber  M  wirklich  gefunden  ist,  fallen  die  Fälle, 
wo  es  nicht  eintrat,  aus;  folglich  wird  die  in  Bezug  auf  den  ge- 
fundenen Werth  M  relative  Wahrscheinlichkeit  der  Hyp.  I. 

m 


nnd  der  Hyp.  n. 


m' 


oder  sie  verhalten   sich  wie  m:m'j   d.  h.  wegen  der  Gleichung 

m-^n^mf  -^n\  wie :  —, j ,  oder  wie  9(A) : y (A').  Hieraus 

m-hfi    w  -t- w 

folgt  der  Satz: 

n. 

Die  Wahrscheinlichkeit  zweier  vor  den  gemachten 
Beobachtungen  gleich  wahrscheinlichen  und  einander 
ausschliefsenden  Hypothesen  ist  direct  proportional 
der  Wahrscheinlichkeit  der  aus  ihnen  hervorgehenden 
Fehler  oder  Fehler-Systeme. 

Wenn  folglich  die  Gröfsen  M  durch  eine  Art  der  Beobachtung 
gefunden  sind,  bei  der  man  schon  andei*swoher  weifs,  welche  Fehler 
und  in  welchem  Yerhältnifs  sie  bei  ihr  vorkommen  können,  oder 
für  welche  das  Gesetz  der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  ...^^(A)... 
bekannt  ist  (etwas,  was  ganz  unabhäDgig  ist  von  dem  Gebrauche, 
den  man  nachher  von  diesen  Beobachtungen  zur  Bestimmung  einer 
oder  mehrerer  unbekannten  Gröfsen  macht),  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit jeder  Hypothese  über  x^  j/,  z  proportinal  dem  Producte 

(3) 9(A).9)(A0- 9(A")-y(A ''')....  =-0 
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WO  A,  A',  A",  A'''  die  Fehler  sind,  welche  in  jeder  Hypothese 
übrig:  bleiben.  Am  wahrscheinlichsten  wird  die  Hypothese  sein,  in 
welcher  Si  ein  Maximum,  oder  wenn  man  differentürt,  dß  =  0  wird. 
Wegen  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Gröfsen  x^  y,  ^  yon 

einander,  theilt  sich  diese  Gleichung  in  die  einzelnen  -^— —  0, 
-^ —  =  0,  -T —  =  0.    Im  allgemeinen  ist  jedes 

bezeichnet  man  folglich  die  Functionen  M—V  vor  der  Substitution 
eines  numerischen  Werthes  für  x,  y,  z  durch  t^,  so  dafs 

Jf-F  =  t;,  lf'-F'«t;',  J£"-F'  =  t;"  u.  S.  w. 

so  werden  diese  Bedingungsgleichungen  des  Maximums,  wenn  man 
der  leichteren  Differentiation  wegen  setzt: 

Igfi  =  lg  9)(A)  4-  lg  y  (AO  +  lg  9)(A'0  .... 
und  das  logarithmische  Differential  durch  9>'(^)  bezeichnet,  so  dab 


^{t\)d[\ 


9'(A) 


die  folgenden  werden: 

dv      .,  .       dv*      ,,  ,.       div"      .,,,.       dv"'     ,,,,,.  ^ 

ST  '^  ^*'^  -^-W^^'^^'*"%~  '^^'^^  "^  "ST  ''  ^"^  ^  •  •  •  •  "^ 

dv      .,  .       dv*      ,,  ,.       dv**      ,,  ...       dv***     .,  ....  ^ 

aus  welchen  man  die  Werthe  von  x^  y,  e  bestimmen  mnls,  die 
ihnen  genug  thun,  und  folglich  die  wahrscheinlichsten  sind. 

Diese  allgemeinen  S&tze  werden  indessen  erst  dann  in  An- 
wendung gebracht  werden  können,  wenn  die  Function  9  in  jedem 
einzelnen  Falle  bekannt  ist  Anstatt  verschiedene  Hypothesen  über 
die  zweckmäfsigste  Form  derselben  aufzustellen,  und  zu  versuchen, 
welche  derselben  der  Erfahrung  am  besten  entspricht,  kommt  man 
directer  zum  Ziel,  wenn  man  umgekehrt  den  einfachsten  Fall  be* 
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trachtet,  ffir  ihn  nntersacht,  welche  Werthe  die  Erfahrung,  abge- 
sehen von  den  allgemeinen  Formeln  der  Wahrscheinliclikeitsrech- 
nnng,  als  die  vorzugsweise  zu  wählenden  erkennen  lehrt,  und  daraus 
dann  vermittelst  der  allgemeinen  Formeln  die  Form  von  q>  zu  be- 
stimmen versucht 

Man  nehme  an,  es  sei  eine  beliebige  Anzahl  von  Beobachtungen, 
alle  unter  gleichen  Umständen  angestellt,  so  dafs  man  im  Voraus 
keiner  einzelnen  irgend  welchen  Vorzug  vor  den  andern  geben 
kann.  Diese  Beobachtungen  sollen  ebenfalls  nur  angewandt  wer- 
den, um  den  Werth  einer  unbekannten  Gröfse  zu  bestimmen,  welche 
unmittelbar  durch  jede  einzelne  Beobachtung  ihrem  wahren  Werthe 
nach  gegeben  sein  wfirde,  wenn  keine  Fehler  der  Beobachtung 
statt  fänden.  Als  Beispiel  kann  die  Untersuchung  fiber  den  Unter- 
schied zweier  vorliegenden  Längen  dienen. 

Wenn  hier  zuerst  eine  Beobachtung  gemacht  ist,  die  den 
Werth  a  gegeben  haben  möge,  so  wird  man  keine  Wahl  haben, 
sondern 

setzen  müssen. 

Haben  dann  zwei  Beobachtungen  die  Werthe  a  und  b  gegeben, 
und  soll  keine  vor  der  andern  den  Vorzug  verdienen,  so  wird  man 
aus  ihnen  allein  den  Werth  von  x  so  bestimmen  mfissen,  dafs  die 
Unterschiede  x  —  a,  und  x  —  b^  gleich  herauskommen.  Dieses  giebt 

a?  =  i  (a  +  ft) 

unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  positive  und  negative  Abwei- 
chung von  gleicher  absoluter  Oröfse,  auch  als  gleiche  Fehler  an- 
gesehen werden  sollen.  Diese  Voraussetzung  scheint,  wenn  über- 
haupt ein  Grundsatz  nöthig  ist,  unter  allen  die  einfachste  zu  sein. 
Sie  beruht  auf  dem  Bewufstsein,  die  möglichste  Sorgfalt  angewandt 
zu  haben,  so  dafs  kein  Grund  vorhanden  ist  anzunehmen,  man 
habe  entweder  im  positiven  oder  negativen  Sinne  gefehlt.  Gesetzt 
aber  auch  es  komme  in  einem  Sinne  ein  Fehler  vorzugsweise  häu- 
figer vor,  so  wird,  so  lange  wir  nicht  wissen  in  welchem  Sinne  es 
geschieht,  der  Werth  i  («  +  6)  der  einzige  sein,  der,  bei  dieser  Un- 
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gewifsheit,  den  Fehler  des  Resultats  am  kleinsten  machen,  oder 

wenigstens  wo  die  Gefahr  einer  Yergröfsemng  des  Fehlers  am 

sichersten  vermieden  werden  wird. 

Seien  nun  drei  Beobachtungen  angestellt.    Wegen  des  völlig 

gleichen  Werthes  der  Beobachtungen  wird  man  in  jedem  Fall  die 

gefundenen  Gröfsen  a,  b,  c,  so  verbinden  müssen,  dafs  keine  mehr 

als  die  andere  auf  das  Resultat  einwirkt,  ganz  dabei  abgesehen 

von  ihrem  numerischen  Werthe.  Oder  es  wird  angenommen  werden 

müssen 

X  =  symmetrische  Function  (a,  6,  c). 

Man  kann  aber  auch  die  Sache  noch  von  einer  andern  Seite  auf- 
fassen. Die  zwei  ersten  oder  überhaupt  zwei  Beobachtungen  allein 
betrachtet,  würden,  je  nachdem  man  die  Anordnung  macht,  als  das 
aus  ihnen  allein  zu  wählende  Resultat  gegeben  haben: 

i(a-l-6),  i(aH-c),  i{h-hc), 

zu  diesem  fügt  die  dritte  Beobachtung  c,  b,  a.  Zwar  werden  wir 
die  beiden  Oröfsen  in  jeder  einzelnen  Anordnung  nicht  mehr  sym- 
metrisch verbinden  dürfen,  weil  die  eine  auf  zwei,  die  andere  auf 
einer  Beobachtung  beruht.  Allein  irgend  welche  Form  für  die 
Verbindung  beider  mufs  es  unstreitig  geben,  die  ebenfalls  das  Re- 
sultat, was  bei  drei  Beobachtungen  vorzuziehen  ist,  hervorbringen 
würde,  und  zwar  wird  diese  Form,  sie  möge  beliebig  durch  yf  be- 
zeichnet werden,  bei  allen  dreien  dieselbe  sein  müssen.  Hieraas 
hat  man  für  o;  die  drei  Werthe 

x^tp{i{a-hb\c) 

Führt  man  hier  die  Summe  von  a,  6,  c  ein,  oder  setzt  man 

a  +  b-hc^s 


so  wird 


^tp{i{8-b),b)  =  tp{s,b) 
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Diese  drei  Formen  sollen  aber  nach  dem  Obigen  eine  symmetrische 
Form  für  x  in  Bezug  aof  a,  6,  c  geben,  was,  da  s  schon  an  sich 
eine  symmetrische  Form  ist,  nicht  anders  geschehen  kann,  als 
wenn  c,  i,  a,  bei  der  Entwickelung  neben  s  herausfallen.  Es  wird 
folglich  ans  allen  auf  gleiche  Weise 

rr  =  t//  (s) 

Wenn  nun  in  einem  bestimmten  Falle  a  =  b  =  c  gefunden  wäre,  so 
wurde  der  einzig  mögliche  Werth  von  x  =  a  sein.    Folglich 

a  =  v/(3a) 

oder    das   Functionszeichen   xp  die  Division    durch  3   bedeuten. 

Hieraus  folgt  überhaupt 

a-i-6  +  c 
x  =  — 


3 
für  drei  Beobachtungen. 

Eben  so  folgt  allgemein,  wenn  für  n  Beobachtungen  der  zu 
wählende  Werth 

x  = ^- 

n 

ist,  so  wird,  wenn  noch  eine  Beobachtung  i>  hinzukommt,  für  («-*-!) 

Beobachtungen  auch 

a  +  6  +  c. .  .-hq  +  q 

X  SS 

n  +  1 

vorzugsweise  zu  wählen  sein.  Denn  die  Gleichheit  der  Beobach- 
tungen fordert,  dafs,  wenn 

gesetzt  wird, 

eine  symmetrische  Function  von  allen  w  -h  1  Werthen  werde.  Nun 
aber  gilt  diese  Form  für  3  Werthe,  folglich  auch  für  jede  beliebige 
grofse  oder  kleine  Anzahl  von  Beobachtungen. 

Dieser  Satz,   dafs  bei  einer  beliebigen  Anzahl  gleich  guter 
Beobachtungen  einer  unbekannten  Oröfse  das  arithmetische  Mittel 
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aas  allen  den  Werth  giebt^  der  vorzugsweise  zu  wählen  ist,  und 
folglich  auch  als  der  wahrscheinlichste  angesehen  werden  rnnfs,  ist, 
so  lange  man  überhaupt  mehrere  Beobachtungen  unter  sich  ver- 
bunden hat,  von  jeher  als  Grundsatz  angenommen  worden,  und  im 
eigentlichen  Verstände  beruht  die  Meinung,  die  wir  von  der  Sicher- 
heit aller  aus  der  Erfahrung  genommenen  Gröfsen  in  jeder  Wiss^- 
schaft  haben,  wesentlich  auf  ihm.    Man  kann  deswegen  von  ihm 
wohl  behaupten,  dafs  die  Erfahrung  seine  Richtigkeit  bestätigt  hat 
Die  hier  gegebene  Ableitung  zeigt  etwas  deutlicher,  als  die  reine 
Aufstellung  des  Satzes  an  sich,  die  Voraussetzungen  die  bei  ihm 
zum  Grunde  liegen.    Wenn  die  Beobachtungen  strenge  genommen 
unter  gleichen  Umständen  angestellt  sind,  und  bei  zwei  Beobach- 
tungen  eine  gleich  grofse  positive  und  negative  Abweichung  als 
gleich  angesehen  wird,  so  ist  das  arithmetische  Mittel  der  einzige 
Werth,  welcher  diesen  Voraussetzungen  nicht  widerspricht.   Denn 
dafs  man  einerlei  Werth  erhalten  müsse,  wenn  man  die  Beobach- 
tungen nicht  blofs  alle  zugleich,  sondern  auch  in  beliebige  Gruppen 
vertheilt  betrachtet,  so  lange  man  dabei  über  die  Verbindung  der 
ßesultate  dieser  Gruppen  unter   sich   keine  willkürliche  Voraus- 
setzung macht,  kann  wohl  nicht  geleugnet  werden.    Man  würde 
damit  ebenfalls  leugnen,  dafs  es  überhaupt  einen  Werth  giebt  der 
vorzugsweise  vor  den  andern  zu  wählen  sei.  üebrigens  kann  es  viel- 
leicht zur  Erläuterung  der  Wichtigkeit  dienen,  welche  die  Voraus- 
setzung der  Gleichartigkeit  der  Beobachtungen  bei  dem  arithmeti- 
schen Mittel  hat,  wenn  hier  an  ein  von  Lambert  in  der  Photom  etrie 
§  276  aufgestelltes  Beispiel  erinnert  wird,  in  welchem  anscheinend 
das   arithmetische  Mittel  nicht  die  gröfste    Annäherung  an   die 
Wahrheit  giebt    Der  Umfang  des  Kreises  liegt  immer  zwischen 
dem  Werthe  des  Umfanges  eines  einbeschriebenen  und  eines  um- 
schriebenen Vielecks  von  gleichvielen  Seiten.  Betrachtet  man  also 
den  Umfang  eines  nEcks  überhaupt  als  eine  Beobachtung  der 
Länge  der  Peripherie,  und  wollte  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
dem   einbeschriebenen  und  umschriebenen  nEck  als  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  der  Peripherie  ansehen,  so  würde  man  irren. 
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Man  kommt  der  Wahrheit  näher,  wenn  man  zn  dem  einbeschriebe- 
nen den  dritten  Theil  des  Unterschiedes  beider  hinzulegt 

Man  mag  indessen  nun  das  Princip  des  arithmetischen  Mittels 
bei  gleich  sichern  directen  Beobachtungen  einer  unbekannten  Oröfse 
als  einen  Grundsatz  ansehen,  den  die  Erfahrung  bestätigt  hat, 
oder  es  vorziehen;  die  Sätze,  welche  der  hier  gegebenen  Ableitung 
nach  ihm  zum  Grunde  liegen,  als  einfachere  weiter  nicht  zu  be- 
weisende Grundsätze  aufzustellen,  in  beiden  Fällen  wird  die  Be- 
grfindung  der  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf 
Beobachtungen  Oberhaupt,  wie  sie  aus  dem  Princip  des  arith- 
metischen Mittels  sich  direct  herleiten  läfst,  vielleicht  unter  allen 
andern  Beweisarten,  die  sein,  welche  für  den  practischen  Benutzer 
derselben  am  ansprechendsten  ist  Der  folgenden  Ableitung  liegt 
deshalb  der  Satz  zum  Grunde: 

ni. 

Wenn  eine  beliebige  Anzahl  gleich  guter  directer 
Beobachtungen  einer  unbekannten  Gröfse  gegeben  ist, 
so  bestimmt  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  beob- 
achteten Werthen  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
unbekannten  Gröfse,  so  weit  er  aus  diesen  Beobachtun- 
gen folgt,  ganz  allein,  ohne  dafs  aufer  ihm  noch  eine 
andere  Bedingung  erforderlich,  und  im  allgemeinen  zu- 
lässig ist 

Es  seien  also  m  gleich  gute  directe  Beobachtungen  der  unbe- 
kannten Gröfse  X  gemacht,  welche  dafQr  die  Werthe  Jf,  3f',  M'* 
n.  s.  w.  ergeben  haben.    Nach  dem  letzten  Satze  wird,  wenn 

der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  in  jedem  Falle,  soweit  er  aus 
diesen  m  Beobachtungen  geschlossen  werden  kann,  die  Gröfse  p 
sein.  Als  Fehler  der  Beobachtung  mttssen  folglich  angesehen 
werden  M—p^  M'—p,  M^'—p,  oder  die  Gleichung,  aus  welcher 
nach  dem  arithmetischen  Mittel  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x 
hervorgeht,  ist 

Encke'B  AbhandL  II.  2 
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Wendet  man  aaf  denselben  Fall  die  allgemeinen  Formeln  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnnng  an,  so  wird  hier 

v  =  M  —  x,  v'  =  Jf  —  X,  v"  =»  Jf"  —  X ... . 

folglich   die   einzige  Bedingnngsgleichnng  des  wahrscheinlichsten 
Werthes : 

9'{M-  X)  H-  y'(3f  —  a;)  +  q>'{M'  -  x)  +  9>'{M''-x) =0 

welcher  man  anch  die  Form  geben  kann 

Ans  dieser  letzten  Form  geht  sogleich  hervor,  dafs  die  obige 
Gleichung  ans  dem  arithmetischen  Mittel  hergeleitet,  nur  in  dem 
Falle  jedesmal  auch  dieser  letzten  Gleichung  genug  thun  wird, 
wenn 

M-x  "  M-x  ""  M'-x  ^•^•^' 
oder  wenn  ^y^  unabhängig  wird  von  dem  Werthe  von  A,  das  helfet 
wenn  ^ix—  gleich  einer  Constante  ist.  Es  kann  nämlich  irgend- 
welche Function  L__ — ^,  aufser  dieser  gemeinschaftlichen  Con- 
stante nur  noch  solche  Glieder  enthalten,  die  mit  dem  Werthe 
von  {M—x)  veränderlich,  oder  eine  Function  von  (M—x)  sind. 
Welche  Function  man  aber  dafür  auch  annehmen  will,  so  wird 
eine  Summe  von  Producten  der  Form  {M—x)'f{M—x\  niemals 
im  allgemeinen  gleich  0  werden,  vermöge  der  einzigen  Glei- 
chung (4).  Denn  gesetzt  auch,  es  würde  irgend  einmal  für  die 
Werthe  J/,  M\  M"  .  . .  diese  Summe  zugleich  mit  der  Oleichnng 
(4)  gleich  0,  so  würde  doch  in  allen  den  Fällen,  in  welchen  man  bei 
unveränderter  Summe  Af  +  A/'  +  il/"  . . .  =  mp,  etwas  verschiedene 
Werthe,  etwa  A/— «,  itf'  +  a,  M''  —  ß,  M**'  +  ß  u.  s.  w.  gefunden 
hätte,  eine  neue  Gleichung  hervorgehen,  die  wenn  das  arithmetische 
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Mittel  gilt,  ebenfalls  zugleich  mit  der  Gleichung  (4)  gleich  0  sein 
mfifste.  Bei  der  unendlichen  Verschiedenheit  aber,  welche  sowohl 
in  der  GrOlse  der  Aenderungen  von  A/,  M\  Af"  etc.,  als  auch  in  ihrer 
Yertheilnng  nicht  «blofs  statt  finden  können,  sondern  auch  der  Er- 
fahrung gemftTs  statt  finden  werden,  kann  es  keine  Function  geben, 
welche  zu  gleicher  Zeit  alle  diese  Bedingungen  erfUlte.  Obgleich 
die  Werthe  von  Jf— j?,  Mf—V^  J^*'—p  etc.,  nicht  absolut  von  einander 
unabhängig  sind,  weil  p  von  ihrer  Summe  abhängt,  so  müssen  sie, 
im  Falle  das  arithmetische  Mittel  allgemein  gilt,  doch  als  unab- 
hängige Yariabeln  betrachtet  werden,  weil  die  einzige  Gleichung, 
welche  bei  jeder  Zahl  von  Beobachtungen  diese  Abhängigkeit 
ausdrückt,  verschwindet  gegen  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  der 
Werthe,  die  auch,  nachdem  diese  Gleichung  erfüllt  ist,  noch  statt- 
finden können. 

Diese  Gleichung 

»^(A)^dlg(»(A))_ 
A  AdA      ~ 

wo  k  eine  beliebige  Oonstante,  giebt  unmittelbar  die  Form  von  q>  (A). 
Nach  der  Integration  wird 

Const  +  lg9>(A)  =  iiA« 
oder 

y(A)  =  xe' 

in  welcher  Formel  noch  der  Werth  der  Constanten  zu  bestimmen 
sein  wird. 

In  Bezug  auf  A;,  giebt  die  obige  Bemerkung,  dafs  9)(A)  ein 
Maximum  werden  mufs  für  A==0,  sogleich  zu  erkennen,  dafs  Je 
stets  negativ  genommen  werden  müsse.  Man  kann  deswegen  be- 
quemer schreiben 

y(A)  =  x6-**^^ 

Zur  weiteren  Bestimmung  einer  Constante  wird  dann  noch  die 
obige  Gleichung  (2): 

+  00 

9(A)dA=l 


Si 


—  00 

2» 
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dienen  können.    Setzt  man  AA  =»t,  so  wird  dieses  Integral 

h 


(5) 4-  \e-"dt^l 


C/  —  00 


00 

wo  die  Grenzen  dieselben  wie  frOher  bleiben. 

Um  den  Wertb  dieses  bestimmten  Integrals  zu  erhalten,  unter- 
suche man  das  doppelte  Integral*^) 

00 


WO  X  und  y  zwei  yon  einander  unabhängige  yariable  Orölsen  be> 
deuten,  und  die  Grenzen  --  <»  bis  +  oo  sich  sowohl  auf  die  Inte- 
gration nach  x,  als  auf  die  nach  y  beziehen.  Integrirt  man  zuerst 
nach  y,  wobei  x  als  constant  betrachtet  werden  mufs,  und  setzt 
den  Werth 

►+0O 

e-vydy^L 

—  00 

SO  wird 

00 

««da? 

00 


j^ 


c/ —  00 


folglich,  wenn  man  jetzt  auch  nach  x  integrirt: 

Man  kann  aber  auch  den  Ausdruck  fttr  V  vergleichen  mit  der 
allgemeinen  Formel  für  die  Oubatur  eines  Körpers.  Betrachtet 
man  x^  y  und  z  als  drei  aufeinander  rechtwinklige  Coordinaten, 
und  denkt  sich  die  Oberfläche  deren  Gleichung 

SO  wird  V  das  YolumenSdes  von  dieser  ins  unendliche  ausgedehnten 
Oberfläche  begrenzten  Körpers  ausdrücken.  Diese  Oberfläche  wird 
aber  offenbar  durch  Rotation  um  die  Axe  der  z  entstanden  sein, 


*)  Nach  der  mündlicben  Mittheilung,  welcher  ich  diese  kurze  und  elegante 
Art  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  zu  finden  verdanke,  hat  Hr.  Caacbj 
sie  in  seinen  Vorlesungen  so  gegeben. 
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weil  allen  Punkten  der  Ebene  der  xy^  die  gleich  weit  vom  An- 
fangspunkte abstehen,  einerlei  e  zukommt.  Man  wird  deswegen 
auch  das  Volumen  des  Körpers  durch  ein  einfaches  Integral  aus- 
drücken können,  wenn  man  ihn  in  eine  Folge  von  unendlich  dünnen 
Cylinderschalen,  alle  senkrecht  auf  die  Ebene  der  xy,  zerlegt  sich 
denkt.  Der  körperliche  Inhalt  einer  jeden  solchen  Cylinderschale 
von  unendlich  geringer  Dicke  wird,  wenn 

r*  =  a:»  4-  y" 

gesetzt  wird,  gefunden  werden: 

=  2r^7r  •  dr 

folglich  das  Volumen  des  Körpers,  f&r  welches  jetzt  in  Bezug 
anf  r  die  Grenzen  0  bis  <»  anzunehmen  sind. 


-i 


00 

2r7re""***'dr 


wofElr  das  Integral  unmittelbar  gefunden  wird 


/OOO 

-n:[d(- 


—  rr 


) 


Oder  f&r  die  angegebenen  Grenzen 
Hieraus  wird  vermöge  des  obigen 

nnd  folglich  ^urch  Substitution  dieses  Werthes  in  (5) 


oder 

h 


yn^i 


Der  vollständige  Ausdruck  fAr  <)p(A)  wird  demnach 
(6) 9>(A)--^e-**^^ 
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welcher  nicht  nur  das  Princip  des  arithmetischen  Mittels  in  dch 
schliefst,  sondern  anch  von  dem  letzteren  so  unmittelbar  abhingt, 
dafs  fßr  alle  solche  GrOfsen,  für  welche  das  arithmptische  Mittel, 
in  dem  einfachen  Falle,  in  welchem  es  Oberhaupt  angewendet 
werden  darf,  gilt,  anch  kein  anderes  Gesetz  der  Wahrscheinlich- 
keit angenommen  werden  darf,  als  das  dnrch  diese  Formel  ausge- 
drückte. Sie  ist  daher  anf  keine  specielle  Art  der  Beobachtoog 
beschränkt,  sondern  ganz  allgemein.  Eben  so  allgemein  ist  das 
ans  dieser  Form  unmittelbar  folgende  Resultat  in  Bezug  auf  £: 
Für  jede  beliebige  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Gröfsen 
sind  die  Werthe  die  wahrscheinlichsten,  welche  die 
Summe  AAAA  +  A'ä'A'A' +  ä"A''A"A"  . ...  zu  einem  Mini- 
mum machen. 

Nach  der  oben  erwähnten  Bedeutung  dieser  Formel  ist  folglid 
die  Wahrscheinlichkeit  dafs  ein  Fehler  zwischen  A  und  A+dA 
liegt 

(7) =  JL_e-A*AAeiA 

und  die  Wahrscheinlichkeit  dafs  er  zwischen  beliebigen  Grenzen  ^ 
und  b  liegt 

(8) =  -^  I  e-**AAdA. 


h  r 


Eben  dieses  Integral  druckt  auch  die  Anzahl  der  F^ler  ans, 
welche  zwischen  a  und  b  gesetzmäfsig  yorkommen  sollten,  und  bei 
einer  hinlänglich  grofsen  Anzahl  auch  sehr  nahe  yorkommen  we^ 
den,  wenn  man  die  Anzahl  der  Fehler  überhaupt  =«  1  setzt.    Das 

Integral  erhält,  wenn  man 

AA-f 

setzt,  die  Form 

bh 


U  ah; 


V 

nimmt  man  fSr  die  Grenzen  einen  gleichen  positiyen  und  negativen 
Werth  —ah  bis  +aA,  so  kann  man  es  wegen  der  geraden  Potens 
yon  t  in  dem  Differential  schreiben: 
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ah 


and  daraus  vermittelst  einer  Tafel,  welche  dieses  Integral  für  suc- 
cessive  Werthe  von  ah  giebt,  von  der  Yertheilung  der  Fehler, 
ohne  Rücksicht  anf  das  Zeichen,  blofs  in  Hinsicht  aof  ihre  Gröfse, 
indem  man  von  0  bis  zn  der  äufsersten  Grenze  fortschreitet,  sich 
eine  deutliche  Vorstellung  machen.  Eine  solche  Tafel  findet  sich 
am  Schlüsse  dieses  Aufsatzes  (Tab.  !.)•  Sie  ist  unmittelbar  aus 
der  Tafel  fftr  das  Integral  Je-"  dt  in  Bessel's  Fundamenta  Ästro- 
nomiae  hergeleitet.  Die  Berechnung  einer  solchen  Tafel  aus  der 
Entwickelung  des  Integrals  nach  auf-  und  absteigenden  Potenzen 
von  ^  oder  einem  Eettenbruch,  findet  man  häufig  angegeben,  da 
diese  merkwürdige  Function  bei  verschiedenen  Untersuchungen  viel- 
fach angewandt  wird. 

Diese  Tafel  zeigt  zugleich,  wie  schnell  bei  gröCseren  Werthen 
von  t  die  Anzahl  der  Fehler  innerhalb  gleicher  Intervalle  dieser 
Werthe  abnimmt,  und  rechtfertigt  folglich  die  Annahme  der  Grenzen 
—  Qo  und  +00,  statt  der  eigentlich  stattfindenden  engeren  aber 
nie  scharf  anzugebenden.  So  werden  bei  1000  Beobachtungen 
zwischen 

^  =  0     bis  ^  =  0,5  liegen  520  Fehler 

f«0,5    „    f=l,0      ,      323       „ 

^-1,0    ,    «=1,5      ,      123       , 

«  =  1,5    ,    «=2,0      .        29       „ 

und  über  diese  letzte  Grenze  hinaus  bis  zu  «==00  in  Allem  nur 
noch  5  Fehler,  eine  so  geringe  Zahl,  dafs  über  diese  Abweichung 
der  Theorie  von  der  Praxis,  durch  wirkliche  Erfahrungen  schwerlich 
jemals  etwas  entschieden  werden  kann. 

Unter  den  verschiedenen  Werthen  von  t  ist  vorzüglich  einer, 
der  zu  einer  bestimmten  Ansicht  über  das  Yerhältnifs  der  Ge- 
nauigkeit verschiedener  Gattungen  von  Beobachtungen  führen  kann, 
und  dazu  auch  am  gewöhnlichsten  benutzt  wird.  Dieses  ist  näm- 
lich der  Werth  von  «,  für  welchen  das  Integral  den  Werth  0,5  be- 
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kommt,  oder  welcher  eine  hinlänglich  grofse  Anzahl  von  Fehlem, 
wenn  man  sie  sich  ohne  Bficksicht  anf  das  Zeichen  nach  ihrer 
Gröfse  geordnet  denkt,  in  zwei  Theile  theilt,  yon  denen  jeder  eme 
gleiche  Anzahl  Ton  Fehlem  enthält  Eine  grOfsere  Anzahl  der 
Fehler  Oberhaupt  wird  nur  angenommen,  damit  das  Gesetz  der 
Wahrscheinlichkeit  sich  bei  ihnen  wirklich  mit  hinlänglicher  Nähe- 
rang  ausgesprochen  findet.  Aus  der  Tafel  findet  man  durch  Liter- 
polation^  dafs  der  Werth  des  Integrals  0,5  dem  Werthe  Yon 
t  =  0,476936  entspricht  Diese  Zahl,  die  für  alle  Arten  yon  Beob- 
achtungen gilt,  möge  ihres  häufigen  Gebrauchs  wegen  mit  q  be- 
zeichnet werden,  so  dafs 

(9) o«0,476936    und    -^(«~"d^  =  i 

Bezeichnet  man  den  Fehler,  der  zu  dem  Werthe  t^q  in  jeder 
Gattung  yon  Beobachtung  gehört,  mit  r,  so  wird 

(10) Q^hr    oder    ä=»-^. 

T 

Die  Gröfe  r  wird  yon  den  deutschen  Astronomen  der  wahr- 
scheinliche Fehler  einer  bestimmten  Gattung  yon  Beobadi- 
tungen  genannt*).  Es  ist  der  Fehler,  unter  welchem  sich  eben 
so  yiele  kleinere  Fehler  der  Zahl  nach  befinden,  als  grOfsere 
über  ihm,  so  dafs  es  eben  so  yiele  Fälle  giebt,  in  welche  die 
Fehler  kleiner  als  r  sind,  als  solche,  in  welchen  sie  grOXiser  sini 
Man  kann  deswegen  bei  einer  isolirten  Beobachtung  Eins  gegen 
Eins  wetten,  dafs  der  Fehler  derselben  nicht  grölser  als  r  sei, 
wenn  fBr  die  Gattung,  zu  welcher  die  Beobachtung  gehört,  der 
Werth  yon  r  bekannt  sein  sollte. 

Des  häufigen  Gebrauchs  wegen  ist  in  der  zweiten  Tafel  der 


*)  Die  franzosischen  Geometer  pflegen  diesen  Werth  t  mit  dem  Kamen 
Verrewr  moyenne  zu  belegen,  worauf  man  um  so  mehr  zu  achten  hat,  als  der 
nachher  aufgeführte  Begriff  des  mittleren  Fehlers  bei  den  deutschen 
Schiiftstellem  wesentlich  Ton  r  verschieden  ist. 


J 
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Werth  des  Integrals  — —  Ce-^^dt  auch  nach  einem  Argumente  ge- 
ordnet aufgeführt  worden,  bei  welchem  der  Werth  von  r  als  Ein- 
heit angenommen  ist.  Sie  giebt  f&r  das  Argument  —  den  Werth  yon 

dt 


T^F 


4M>  dafis  man  aus  ihr  unmittelbar  findet,  wie  viele  Fehler  bis  zu 
einem  bestimmten  Fehler  A  vorkommen  werden  (immer  abgesehen 
vom  Zeichen),  sobald  man  das  Verhältnifs  des  gegebenen  A  zu 
dem  wahrscheinlichen  Fehler  kennt.  Man  übersieht  hieraus 
noch  leichter  die  Yertheilung  der  Fehler  der  Gröfse  nach.  Wenn 
die  halbe  Anzahl  aller  Fehler  kleiner  ist  als  ein  Fehler  »r,  so 
werden  unter  1000  beobachteten  Fehlem  823  sich  befinden,  welche 
kleiner  sind  als  2r,  957,  welche  kleiner  sind  als  3r  und  993,  welche 
kleiner  sind  als  4r.  Gröfser  als  ör  wird  nur  ein  Fehler  noch 
vorkommen. 

Vermöge  des  neu  eiugefUhrten  Begriffes  des  wahrscheinlichen 
Fehlers,  wird  man  nun  auch  von  der  Bedeutung  der  Constante  h 
sich  eine  deutlichere  Rechenschaft  geben  können.  Bei  den  ver- 
schiedenen Gattungen  der  Beobachtungen  befolgen  die  Fehler 
immer  dasselbe  Gesetz,  welches  durch  9>(A)  ausgedruckt  wird.  Die 
Verschiedenheit  einer  gegebenen  Gattung  von  allen  fibrigen  wird 
daher  allein  von  dem  Werthe  der  Constante  A,  der  bei  ihr  statt- 
findet, abhängen,  und  diese  wiederum  das  Mittel  darbieten,  Beob- 
achtungen verschiedener  Art  in  Hinsicht  auf  ihre  relative  Ge- 
nauigkeit zu  vergleichen,  und  nachher  auch  verbinden  zu  können. 
Das  Integral  Jq>{^)dL,  bis  zu  jeder  beliebigen  Grenze  genommen, 
wird  bei  zwei  Gattungen  von  Beobachtungen,  deren  einer  die  Con- 
stante A,  deren  anderer  die  Constante  h*  zukommt,  gleiche  Werthe 
haben,  wenn  der  Werth  der  Grenze,  bei  beiden  durch  die  Variable  t 
bestimmt,  gleich  ist  Oder  (da  in  der  einen  t « A A,  in  der  andern 
i^h'  /\\  wenn  die  Fehler  der  zweiten  Gattung  durch  A'  bezeichnet 
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werden)  es  werden  gleich  viele  Fehler  im  Verh&ltnifs  za  der  ganzei 
Anzahl  in  beiden  Gattungen  innerhalb  der  Grenzen  A  und  A'  vor- 
kommen, wenn  man  den  einen  dieser  Werthe  aus  dem  andern  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

(11) AA=Ä'A' 

Die  Oonstanten  h  stehen  daher  im  umgekehrten  YerhUtnifs  der 
gleich  wahrscheinlichen  Fehler  zweier  Gattungen  von  Beobach- 
tungen. Dieses  gilt  fQr  alle  Fehler,  also  auch  für  die  wahrscheis- 

liehen  Fehler  jeder  Gattung,  wie  schon  die  Gleichung  A  =  -^  zeigt, 

weil  Q  hier  eine  absolute  Zahl  ist  Kann  man  deswegen  gleich 
viel  wetten,  dafs  bei  der  einen  Gattung  ein  Fehler  innerhalb  einer 
Grenze,  bei  der  andern  innerhalb  der  andern  fällt,  wozu  am  all- 
gemeinsten die  wahrscheinlichen  Fehler  r  und  r'  gewählt  werden, 
so  hat  man  auch  das  gegenseitige  Verhältnifs  der  Constanten  i 
und  h\  aus  dem  umgekehrten  Verhältnifs  der  Grenzen  überhaupt, 
oder  aus  dem  der  wahrscheinlichen  Fehler  r'  und  r.  Es  ergiebt 
sich  hieraus  eine  vorläufige  Schätzung  des  Verhältnisses  von  hmiV- 
Hat  man  Grund,  bei  zwei  Winkelmessungen  etwa,  zu  bef&rcbt^ 
dafs  in  der  einen  eben  so  leicht  ein  Fehler  von  «o",  als  in  der  an- 
dem  einer  von  mfo'*  begangen  werden  könne,  so  wird  man,  wem 
für  die  letzte  h  angenommen  wird,  bei  der  ersten  mh  setzen  mfisseo. 
Wegen  dieses  constanten  Verhältnisses  zwischen  der  Zunahme  der 
Genauigkeit,  und  der  Gröfse  von  h,  nennt  Gaufs  diese  Constante 
das  Haafs  der  Präcision. 

Auch  bei  dieser  Betrachtung  kann  wiederum  das  geometrische 
Bild  einer  Wahrscheinlichkeitscurve  angewandt  werden.  Xan 
nehme  eine  beliebige  Einheit  als  das  allgemeine  Haafs  der  A,  oder 
der  Absdssen  an.    Dann  wird  vermöge  der  Gleichung 

die  ganze  Curve  sogleich  verzeichnet  werden  können,  sobald  der 
Werth  von  h  bekannt  ist.     Kennt  man  folglich  nur  eine  Ordi- 


1 
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nate,  welche  za  einem  bestimmten  A  gehört,  so  wird  dadurch  die 
ganze  Onrve  völlig  gegeben.  Wählte  man  dazu  die  Ordinate,  fBr 
welche  A  =  0,  so  hat  man  durch  Yergleichung  ihres  Werthes  mit 

- —  sogleich  den  Werth  von  A.    Wählt  man  dazu  die  Ordinate, 

welche  zu  beiden  Seiten  des  Nullpunktes  den  Flächeninhalt  der 
Curve  in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  so  erhält  man  A  aus  der  zu 

dieser  Ordinate  gehörigen  Abscisse  durch  die  Gleichung  A  =  — . 

T 

Kennte  man  auch  nur  das  Yerhältnifs  zweier  Ordinaten  zu  einan- 
der, welche  irgend  welchen  Abscissen  A  und  A'  entsprechen,  so 

vrtLrde  man,  da  dieses  Yerhältnifs  wie  e"**^^:«"**^'^',  oder  wie 
1  .^-AA(A'A'-AA)  jgj^  daraus  h  bestimmen  können.  Am  bequemsten 
wählt  man  f&r  die  eine  Ordinate  die,  welche  dem  Werthe  A  =  0 
entspricht.  Hieraus  folgt,  wie  es  in  der  Folge  häufiger  angewandt 
wird: 

lY. 
Wenn  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  =0  sich 
verhält  zu  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  ==A, 

wie  l:c""^^^,  so  wird  für  diese  Gattung  von  Beobach- 
tungen A  =  |/j>  genommen  werden  müssen. 

Eine  solche  Bestimmung  von  h  erlaubt  selbst  Beobachtungen 
zusammen  zu  verbinden,  die  sich  auf  heterogene  Gröfsen  z.  B.  auf 
Winkelgröfsen  und  Längengröfsen  bezieben,  sobald  es  nur  möglich 
ist,  die  relativen  Werthe  von  h  in  Bezug  auf  die  Einheiten,  die 
bei  beiden  angenommen  sind,  zu  ermitteln. 

Yielleicht  kann  es  zur  Erläuterung  des  Gegenstandes  noch 
dienen,  ein  wirkliches  Beispiel  aus  der  Erfahrung  aufzuführen,  um 
sich  zu  Oberzeugen,  wie  sehr  nahe  die  Function  9)(A)  die  Yer- 
theilung  der  Fehler  ausdrückt,  wenn  nur  die  Zahl  der  Beobach- 
tungen hinlänglich  grofs  ist.  In  den  Fundamentis  Astronomiae^  in 
welchen  Bessel  ein  bleibendes  Muster  von  consequenter  strenger 
und  eleganter  Behandlung  einer  Reihe  von  Beobachtungen  aufge- 
stellt hat,  bestimmt  er  den  Werth  von  r  bei  einer  directen  Beob- 
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achtoDg  des  Unterschiedes  der  geraden  Aufsteigang  der  Sonne  and 
eines  der  beiden  Sterne  a  Äquüae  nnd  «  Canis  minoris,  wie  er  ans 
dem  Bradlei' sehen  Beobachtnngsschatze  folgt,  za 

r  =  o:2637 
und  vergleicht  dann  die  Anzahl  yon  Fehlem,  die  zwischen  den 
Grenzen  Oi'O  und  0"1,  0"1  und  0"2,  und  so  fort  immer  um  0/1  auf- 
steigend, der  Theorie  nach  liegen  sollen,  mit  den  Fehlem,  welche 
die  wirkliche  Erfahmng  bei  470  Beobachtungen  gegeben  hat 

In  Einheiten  von  r  ausgedrackt,  ist  das  Intervall  von 
0';i » 0,3792  r.  Sucht  man  also  aus  der  zweiten  Tafel  den  Wertk 
des  Integrals  für  die  verschiedenen  Grenzen,  so  findet  man  für 

0;i  ....  0,3792  die  Zahl  0,20186 


0,2  .. . 

.0,7584    , 

,     0,39102 

0,3  .. . 

.  1,1376    „ 

,     0,55709 

0,4  .. . 

.1,5168    „ 

„     0,69372 

0,5  .. . 

.1,8960    „ 

„     0,79904 

0,6  .. . 

.2,2752    „ 

„     0,87511 

0,7  ., . 

.2,6544    „ 

„     0,92661 

0,8 ,, . 

.3,0336    „ 

,     0,95926 

0,9 .. ! 

.3,4128    „ 

„     0,97864 

1,0 .. . 

.3,7920    „ 

„     0,98944 

«  •  . 

•      <»       » 

„     1,00000 

Zieht  man  hier  jede  Zahl  von  der 

folgenden  ab  und  moltipliciit 

die  Beste  mit  der  Anzahl  der  Beobachtang^en  <=  470,  so  findet  mu 

Anzahl 

nach  der       nach  der 

zwischen 

der  Fehler 

Theorie       Erfahmng 

o;'o  o;i 

0,20186 

95              94 

0,1     0,2 

0,18916 

89             88 

0,2  -  0,3 

0,16607 

78             78 

0,3     0,4 

0,13663 

64            58 

0,4     0,5 

0,10532 

50            51 

0,5     0,6 

0,07607 

36             36 

0,6  -  0,7 

0,05150 

24             26 

0,7-0,8 

0,03265 

15             14 

0,8-0,9 

0,01938 

9             10 

0,9  - 1,0 

0,01080 

5              7 

Aber  1,0 

0,01056 

5              8 
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Auch  bei  andern  Beispielen  findet  sich  meistentheils,  dafs 
grOfsere  Fehler  etwas  b&nfiger  vorkommen  in  der  Erfahrung,  als 
in  der  Theorie,  ein  Beweis,  dafs  die  Annahme  der  Grenzen  —  oo 
and  +  00  zu  keinem  Irrthum  Veranlassung  gegeben  hat,  sonst 
mfifste  das  Gegentheil  stattfinden,  üebrigens  ist  diese  Abweichung 
leicht  aus  dem  umstände  erklärlich,  dafs  gröfsere  Fehler  in  der 
Kegel  eine  ganz  ungewöhnliche  Vereinigung  von  nachtheiligen  Ein- 
wirkungen Toraussetzen ,  ja  selbst  h&ufig  durch  ein  so  isolirt 
stehendes  Ereignifs  herbeigeführt  werden,  dafs  keine  Theorie  sie 
der  Rechnung  wird  unterwerfen  können. 

Den  bestimmten  Werth  einer  der  Constanten  h  oder  r  bei 
einer  Gattung  von  Beobachtungen  wird  man  indessen  nur  aus 
einer  wirklichen  Erfahrung,  oder  aus  einer  Reihe  von  Fehlem, 
welche  bei  dieser  Gattung  statt  gefunden  haben,  ableiten  können. 
Es  wird  hierzu  nöthig  sein  zuerst  das  Verfahren  kennen  zu  lernen, 
wodurch  man  die  Fehler,  welche  am  meisten  den  wahren  Fehlem 
sich  nähern,  bei  gegebenen  Beobachtungen  erhält,  und  dann  zu 
sehen,  wie  aus  diesen  Fehlern  die  Function  9)(A)  in  allen  ihren 
Theilen  numerisch  bestimmt  wird.  Man  kann  mit  den  einfachsten 
FäJlen  den  Anfang  machen.  Die  Vorschriften  für  die  allgemeineren 
zasammengesetzten  Fälle  lassen  sich  dann  leichter  übersehen,  da 
die  allgemeinen  Grundsätze  unverändert  bleiben. 

Gesetzt  man  habe  für  den  Werth  einer  unbekannten  GrOfse  x 
durch  dir^cte  Beobachtung,  bei  einer  m-maligen  Wiederholung  des- 
selben Verfahrens,  unter  völlig  gleichen  Umständen,  die  Werthe 

n    n'    w"    n**' , 

an  der  Zahl  m,  erhalten.   Jede  Beobachtung  isolirt  würde  vermöge 
der  Bedingungsgleichungen 

x  —  n  =0 
a:  —  «'  =  0 

einen  genäherten  Werth  gegeben  haben,  so  wie  auch  jede  Bedin- 
gungsgleichung der  allgemeine  Ausdruck  des  Fehlers  der  Beob- 
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achtung  in  irgend  welcher  Hypothese  für  x  ist.  Gehört  folglich  zu 
dieser  Gattung  von  Beobachtungen  die  Oonstante  A,  so  da(B  f&r  sie 

\/1X 

so  wird  der  allgemeine  Ansdrnck  f&r  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Fehlers  in  der  ersten  Beobachtung  bei  jeder  Annahme  ffir  x 

l/TT 

und  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammen- 
treffens von  m  Fehlem  in  diesen  Beobachtungen 

Diese  Wahrscheinlichkeit  wird  am  grOfsten,  wenn  die  Summe  der 
Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  nach  einer  angenommenen 
Hypothese  die  kleinstmöglichste  ist,  und  folglich  wird  auch  nach 
dem  Satze  II.  die  Hypothese  über  x^  in  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  ein 
absolutes  Minimum  ist,  die  wahrscheinlichste  unter 
allen  möglichen  sein. 

Man  kann  dieses  Minimum  entweder  durch  die  Differential- 
rechnung erhalten,  womit 

2(a;-n)4-2(a;-nO-+-2(x-n")....  =  0 
oder 

w  -h  n'  4-  w"  -+- . . . 


a:  = 


m 

das  arithmetische  Mittel  also,  wie  oben  zum  Grunde  gelegt  ward, 
der  wahrscheinlichste  Werth  bei  gleich  guten  Beobachtungen  ist 
Man  kann  aber  auch  der  Summe  der  Quadrate  der  Fehler,  bei  un- 
bestimmt gelassenem  x^  eine  solche  quadratische  Form  geben,  dals 
sowohl  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x^  als  auch  das  übrig  blä- 
hende Minimum  der  Fehlerquadrate  sogleich  daraus  hervorgeht. 
Der  Kürze  wegen  bezeichne  man  die  Summe 

w  +  n'    +    n"    durch    [n] 

nw  +  n'n'  •^'n!*  'nf* durch  [wn]. 
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Diese  Bezeichnungsart  wird  später  auf  jede  beliebige  sjrmmetrische 
Function  irgend  welcher  gegebener  Gröfsen  ausgedehnt  werden. 
Damit  wird  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  wenn  man 
jeden  Fehler  wirklich  quadrirt 


A"» 


71 


hh  l  mxx  -  2  [m]  X  +  [nn]  \ 


welchem  Ausdruck  man  leicht  die  Form  geben  kann 


A-  -*»{[.-]-j^.«(.-^y} 


„im 

Am  kleinsten  wird  folglich  der  negative  Exponent  für 

(13) x  =  ^ 

m 

und  das  Minimum  der  übrig  bleibenden  Fehler-Quadrate  ist 
(14) ^[nn]-^ 

Diese  Form  fuhrt  zugleich  auf  die  Schätzung  der  Genauigkeit 
dieser  Bestimmung  von  x.    Nimmt  man 

[n] 
m 

m 

80  wird  die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Hypothese 

TT 

Irgend  ein  anderer  Werth  von  x  aber 


M  A   i 

m 
hat  die  Wahrscheinlichkeit 

n 

Es  verhält  sich  folglich  nach  dem  Satze  II.  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  das  arithmetische  Mittel  der  wahre  Werth  sei,  zu  der  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  es  um  die  Gröfse  A'  fehlerhaft  sei,  wie 

1  .  ^-AAmA'A' 
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oder  nach  dem  obigen  Satze  lY.  wird  f&r  das  H^  welches  dieser 
Bestimmung  von  x^  aas  mgieichen  Beobachtangen  hergeleitet»  sa- 
kommt 

(15) H^hl/m 

so  dafs  die  Function  9>(A)  für  diese  Bestimmung  von  x  wird 

y(A)  =  -*k^e-*A»AA 

In  einigen  Fällen  ist  es  bequemer,  statt  die  relative  Genauigkeit 
zweier  Bestimmungen  durch  die  Verhältnisse  ihrer  beiderseitigen  k 
und  r  auszudrucken,  den  neuen  Begriff  des  Gewichtes  einzuführen 
Man  versteht  unter  Gewicht  eines  gegebenen  Werthes  die  Anzahl 

von  gleich  guten  Beobachtungen  einer  bestimmten  Art  (deren  Oe- 

• 

nauigkeit  als  Einheit  der  Genauigkeit  angesehen  werden  soll), 
welche  erforderlich  sein  wQrde,  um  aus  ihrem  arithmetischen  Mittel 
eine  Bestimmung  von  gleicher  Genauigkeit  zu  erhalten,  wie  die 
des  gegebenen  Werthes  ist.  Hiemach  ist  in  dem  gegenwärtigen 
Falle  das  Gewicht  von  x  gleich  m,  wenn  das  Gewicht  der  einzehies 
Beobachtung  als  Einheit  angesehen  wird,  das  Maafs  der  Genauig- 
keit von  X  gleich  A|/n},  wenn  h  das  Maafs  der  Genauigkeit  der 
einzelnen  Beobachtungen ,  und  der  wahrscheinliche  Fehler  von  x 

gleich  -4t  =  -TT^ —  = 1  wenn  der  wahrscheinliche  Fehler  einer 

xf        n\/"ni       \/tn 

Beobachtung  durch  r  bezeichnet  wird.  Die  Gewichte  zweier  Be- 
stimmungen verhalten  sich  direct  wie  die  Quadrate  des  beider- 
seitigen  Maafses  der  Genauigkeit,  und  umgekehrt,  wie  die  Quadrate 
der  wahrscheinlichen  Fehler. 

Substituirt  man  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x  in  die 
Bedingungsgleichungen,  so  sind  die  unterschiede  der  mit  diesem 
Werthe  geführten  Rechnung  und  der  wirklichen  Beobachtung,  ab 
die  Fehler  der  Beobachtung  anzusehen,  welche  sich  der  Wahrheit 
am  meisten  nähern;  so  lange  man  also  weiter  keine  Mittel  hat, 
den  Werth  von  x  näher  zu  bestimmen,  wird  man  die  so  erhaltenen 
Fehler  als  die  wahren  ansehen  müssen.  Die  Summe  ihrer  Qua- 
drate mufs  nach  der  ganzen  Herleitung  gleich  dem  vorher  un- 


üeber  die  Methode  der  klemsten  Quadrate.  33 

mittelbar  bestiminten  Minimnm  oder  «  \nn]  —  -^^-^   sein,    um  im 

AUgemeinen  f&r  diese  Summe  einen  bequemeren  Ansdruck  zn  er- 
halten, hat  man  einen  neuen  Begriff,  den  des  mittleren  Fehlers, 
eingeführt  Unter  dem  mittleren  Fehler  versteht  man  die  OrO&e, 
welche  man  erhfilt,  wenn  man  die  Summe  der  Quadrate  der  wah- 
ren Beobachtungsfehler  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Beobach- 
tungen, und  aus  dem  Quotienten  die  Quadratwurzel  auszieht  Be- 
zeichnet man  den  mittleren  Fehler  Oberhaupt  mit  «^  so  wird  folg- 
lich in  dem  gegenwSrtigen  Falle 


[nn]  — 


m 


i\ 


m 
oder 


Wl  *2  *2  **  [^^]  — 


m 


insofern  man  die  aus  der  wahrscheinlichsten  Hypothese  hervor- 
gehenden Fehler  als  die  wahren  einstweilen  anzusehen  genöthigt 
ist  Man  kann  den  mittleren  Fehler  auch  so  deflniren,  daljs  er  der 
Fehler  ist,  welcher,  wenn  er  allein  bei  allen  Beobachtungen  ohne 
Unterschied  angenommen  wflrde,  dieselbe  Summe  der  Quadrate  der 
Fehler,  wie  die  wirklich  stattfindenden  geben  wttrde.  Hiemach 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  von  in  wahren 
Beobachtungsfehlem  allgemein  in  jeder  Hypothese,  die  man  ttber 
die  Oonstante  h  der  Function  9>(A)  machen  kann 

Aas  diesem  Werthe  wird  man  jetzt  auch  den  wahrscheinlichsten 
Werth  von  h  bestimmen  können.  Denn  wenn  die  m  Beobachtungs- 
fehler, folglich  auch  «29  wirklich  statt  gefunden  haben  und  weiter 
nicht  verändert  werden  kOunen,  so  wird  das  Maximum  dieser 
Function  W  allein  von  dem  Werthe  von  h  abh&ngen.  Der  wahr- 
seheinlichste  Werth  von  h  wird  der  seiu,  welcher  diese  Function  W 
za  einem  Maximum  macht* 

Snckfi's  AbbandL  II.  3 


34  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate* 

Man  kann  dieses  Maximum  zuerst  wieder  durch  die  Diffe- 
rentialrechnung suchen.    Schreibt  man  den  obigen  Ausdruck  so 

lg TF=  w  lg  A  —  ^w  lg  TT  —  A A  m  «2  «2 
so  wird  die  Bedingung  des  Maximums 

0  =  -T —  2  w  A  *2  «2 

oder 

1»2AA«2^8 
womit 

£21/2 

Man  kann  indessen  auch  im  allgemeinen  die  Grö&e  W  als 
Function  von  A  für  geänderte  Werthe  von  A  entwickeln.  Es  ge- 
höre zu  einem  Werthe  A  +  A  der  Werth  W*  eben  so,  wie  zu  A  der 
Werth  W  gehört,  so  wird  man  haben: 

\gW*  =  m  lg  (A  +  A)  —  jw  lg  TT  —  (A  -*-  A)^  m €^  s^ 
schreibt  man  hier  für  m  lg  (A  +  A)  den  Ausdruck 


w  lg  A  -*-  w  lg  (1  -*-  -£- j 


und  entwickelt  den  letzten  Theil  in  die  bekannte  Reihe,  so  wM 

lg  TT'  =  w  lg  A  —  \m  lg  TT  — -  AA  m  «2  ^2 

A       ,       A«       ,       A»       ,       A4 


h      »'"   A2    •  »'"   A»       ^  '  A* 
—  2m  £2  ^2  '^^  "~ ^  *2  *2  ^' 
und  durch  Verbindung  mit  dem  Ausdruck  von  lg  W  wird 

1    ^    A8         1    ^'^    A4 

"^'"P"       ""^Ä*"       ■^••" 

Soll  hier  der  Werth  von  A  der  wahrscheinlichste ,  folglich  W  ein 

W* 

absolutes  Maximum  werden  und  lg  -j^-  deshalb  stets  einen  nega- 
tiven Werth  erhalten,  so  wird  man  den  Ooefficienten  von  A  gleich 
Null  setzen  müssen.    Für  das  Maximum  von  W  wird  also 
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m  1 

(16) 7^^ —  2m  Ä  «2  «2  =  0        oder        "T"  ~  *«  y^ 

und  wenn  man  diesen  wahrscheinlichsten  Werth  in  die  übrigen 
Olieder  sabstitnirt,  so  wird  jeder  andere  Werth  von  PF,  insofern 
er  Ton  einem  andern  h  abhängt,  gefunden  durch 

Man  kann  sich  hier  erlauben,  die  in  dem  Exponenten  als  Factor 
enthaltene  Reihe  » 1  zu  setzen.  Denn  wenn  man  den  Werth  des 
wahrscheinlichsten  h  einf&hrt,  so  wird  sie 

A  A»  A* 

A^  A 

welche  Reihe  noch  mit  m  -j-^  multiplicirt  werden  mufs.  Wenn  -j- 

ein  kleiner  Bruch  ist,  so  wird  die  Reihe  von  der  tiinheit  wenig 
abweichen,  und  noch  mehr  der  unterschied  des  vollständigen  stren- 

gen  Werthes  von  dem  genäherten  e-^-kur  unmerklich  sein.  Sollte 
aber  -,~  einen  grSfseren  Werth  haben,  so  wird  W  sehr  klein  ge- 
gen Wj  und  eben  deshalb  der  ganz  scharfe  Ausdruck  kein  erheb- 
liches Interesse  haben.  Hiemach  verhält  sich  die  Wahrscheinlich- 
keit, dafs  Ä  —  — - — ,  oder  TT,  zu  der  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der 

*a  K2 

Werth  von  h  «=  — ;---  +  A,  oder  TT',  wie 

«2I/2 

Folglich  ist  nach  dem  Satze  (lY)  das  Maafs  der  Präcision  für  den 

1 


Werth  von  h  = 


=  ff2l/2m      oder      =-j-\/m 


h 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  dieser  Bestimmung 

_^    pA    __      ^  1 

3* 
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oder  es  ist  Eins  gegen  Eins  zn  wetten,  dals  der  wahre  Werib 
Ton  h  liegt  zwischen 


Hieraus  folgt  zugleich  wegen 


1. 

h 


daft  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  einzelnen  BeobachtoBi 
von  dem  mittleren  Fehler  abhftngt  durch  die  Gleichung 

(18) r^Q  |/2  •  «a  =  0,674489  €2 

wenn  der  numerische  Werth  yon  Ql/2  substituirt  wird.  Die  Sic]le^ 
heit  dieser  Bestimmung  wird  durch  die  Orenzwerthe  yon  h  be* 
stimmt    Es  ist  Eins  gegen  Eins  zu  wetten,  dafs  r  liegt  zwischen 


Ql/2  ,  Q]/2 

^-^ »8     und     — ^^-^ «2 


1-f 


ym  ym 

wd&r  man  sich,  da  eine  absolute  Genauigkeit  nicht  beabsiditig;t 
wird^  erlauben  kann  die  Grenzen  yon  r« 

(19)...*2.?I/2(l-— y      und     *2-?I/2(l  +  -j^) 

zu  setzen.  Man  yemachlässigt  dabei  die  höheren  Potenzen  der 
Unsicherheit  des  wahrscheialicben  Fehlers  gegen  die  erste,  insofern 
man  diese  Unsicherheit  ids  eine  kleine  Gröfse  erster  Ordnung  be- 
trachtet. 

Es  bleibt  hierbei  noch  der  Umstand  zu  berflcksichtigen,  dab 
die  Gröfse  «2)  nnd  damit  auch  A,  nach  den  gemachten  Yoran»- 
Setzungen  eigentlich  aus  den  reinen  Beobachtungsfehlem  hätte  be- 
stimmt werden  sollen,  während  sie  doch  nur  aus  dem  erhaltenes 
Minimum  der  Fehlerquadrate  abgeleitet  worden  ist  Es  ist  klar, 
dafs  diese  Art  der  Herleitung  nothwendig  etwas  fehlerhaft  irt» 
weil  jeder  noch  so  wenig  yon  dem  arithmetischen  Mittel  yerschie- 
dene  Werth  yon  Xj  in  jedem  Falle  ein  gröfseres  «2f  ^^'^  ^ 
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kleineres  hj  geben  mnfiB.  Um  dieses  deutlicher  zu  Übersehen,  sei 
der  wahrscheinlichste  Werth  von  x,  sofern  es  ans  den  m  Beobach- 
tungen folgt  »1»,  oder 

[n] 

^       m 

Der  wahre  Werth  aber  sei  p  +  Ajp.  Dadurch,  daTs  !>  in  die  Be- 
dingungsgleichungen substituirt  wird,  erhalten  wir  als  die  Fehler 
der  Beobachtungen  die  GrOfsen:  i>  — »,  p  — n',  jp  — n"...,  die  der 
Kfirze  wegen  mit  a,  a\  a" . ..  bezeichnet  werden  mOgen.  Die 
Substitution  des  wahren  Werthes  jp  +  Aj?,  wflrde  dafllr  gegeben 
haben  p  +  A  j)  —  n,  |>  +  Ap  —  n',  j?  +  Ajp  —  «". . .,  und  diese  letzteren 
GröfseUt  die  mit  d^  d'^  d"  bezeichnet  werden  mögen,  würden  die 
reinen  Beobachtnngsfehler  gewesen  sein.    Wir  haben  folglich  die 

Gleichungen 

a  +Ajp«-d 

er'  4-Ap«»<>' 

af'  +  £^p^  d"  u.  S.  w. 

Die  Summe  der  Quadrate  zu  beiden  Seiten  genommen,  wird,  weil 
[a] «  0  ist,  geben 

[aa]-f-fiiAjp««=[iJd]. 

Nehmen  wir  also  [aa]  als  die  wahre  Summe  der  Fehlerquadrate, 
so  fehlen  wir  stets  um  die  positive  Gröfse  mAjp'.  Diese  Dar- 
stellung giebt  indessen  zugleich  das  Mittel  an  die  Hand,  den 
Fehler  so  weit  zu  verbessern,  als  die  Umstände  erlauben.  Wäre 
zu  den  m  Beobachtungen  noch  eine  neue  hinzugekommen,  ohne  dafs 
wir  bestimmt  wüfsten,  welchen  Werth  sie  gegeben  hätte,  so  würden 
wir  dem  [aa]  noch  den  Werth  «g  «9,  als  den  mittleren  Werth  eines 
solchen  Quadrats,  hinzufügen  müssen.  Die  Gleichung  zeigt  an, 
dafis  mAji^  jedenfalls  hinzugefügt  werden  muls,  und  aus  dem 
Obigen  folgt,  dafs  p  das  Gewicht  m  hat,  oder  dafs  wenn  eine 
einzelne  Beobachtung  den  mittleren  Fehler  «9  hat,  der  mittlere 

Fehler  von  p  gleich  — ^  wird.    Hieraus  geht  hervor,  dais  wir  der 

|/fW' 

Wahrheit  uns  so  viel  als  möglich  nähern  werden,  wenn  wir  in 


^ 
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dieser  Oleichnng  die  Oröfse  von  Ap  so  amiehment  wie  es  sein 
YerhUtnÜB  za  den  einzelnen  Beobachtnngen  ergiebt,  oder  den 

Werth  Ajp  =  -r~-  substituiren.    Damit  wird 

y/fn 

[aa]  +  «,«2  ==  [dd] 

nnd  weil  der  angenommenen  Definition  zufolge 

80  wird  der  Werth  von  «a  aus  den  m  flbrig  bleibenden  Fehler  nach 
der  Substitution  des  arithmetischen  Mittels  erhalten  durch 

(20) (m  -  1) .  f a  ^2  =  [a  a] 

Um  möglichst  nahe  den  reinen  mittleren  Fehler  der 
Beobachtungen  zu  erhalten,  mufs  man  bei  einer  unbe- 
kannten Oröfse  die  Summe  der  Fehler-Quadrate  so  an- 
sehen, als  gehöre  sie  nicht  zum,  sondern  zu  (m—1) Fehlern. 

Man  kann  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Vorschrift  ganz  all- 
gemein auch  so,  wenigstens  vorläufig,  überzeugen.  Wenn  /»  un- 
bekannte Oröfsen  gefunden  werden  sollen,  so  werden  dazu  in  jedem 
Falle  fb  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen  erfordert, 
und  wenn  nicht  mehr  als  (*  solcher  Gleichungen  gegeben  sind,  so 
werden  diese  genau  dargestellt,  ohne  dafs  uns  irgend  ein  Maafs- 
stab  zu  der  Schätzung  des  möglichen  Fehlers  dabei  fibrig  bleibt 
Wir  erhalten  diesen  erst,  wenn  wir  die  gefundenen  Werthe  in  an- 
dere Bedingungsgleichungen  für  dieselben  Unbekannten  substituiren, 
und  die  vorkommenden  Fehler  vergleichen,  so  dafs  bei  m  Beob- 
achtungen, auf  diese  Art  behandelt,  m  —  fA  Fehler  vorkommen,  die 
über  die  Genauigkeit  urtheilen  lassen.  Dadurch,  dafis  wir  nicht 
(*  bestimmte  Gleichungen  allein  als  die  absolut  richtigen,  und  die 
Abweichungen  aller  übrigen  von  den,  aus  den  i*  gewählten,  ge- 
zogenen Resultaten,  als  Fehler  ansehen,  sondern  allen  gleichen 
Antheil  an  der  Bestimmung  der  Unbekannten  gewähren,  kommen 
wir  gewifs  der  Wahrheit  näher,  aber  wir  heben  dadurch  nicht  die 
analytische  Nothwendigkeit  auf,  dafs  wenn  nicht  f*  bestimmte 
Gleichungen,  doch  ans  allen  zusammen  ein  Aequivalent  für  solche 
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fA  GleicImngeDy  zur  Bestimmang  von  f*  anbekannten  Grölsen  immer 
verwandt  werden  mufs.  Folglich  werden  auch  immer  die  so  er- 
haltenen Functionen  der  übrig  bleibenden  Fehler  sich  nicht  auf 
eine  Zahl  von  m  Fehlern,  sondern  auf  die  Zahl  von  w  —  /*  Fehlem 
beziehen,  wie  es  hier  fBr  /tt  =  l  gezeigt  worden  ist,  und  im  fol- 
genden fSr  jedes  beliebige  f»  gezeigt  werden  wird. 

Zur  leichteren  üebersicht  der  Vorschriften  für  den  bisher  be- 
trachteten einfachsten  Fall  gleich  guter  directer  Beobachtungen 
einer  unbekannten  Gröfse  möge  die  Anwendung  derselben  auf 
Benzenberg's  letzte  und  genaueste  Fallversuche  in  den  Schle- 
bnscher  Kohlenbergwerken  dienen.  Diese  Versuche  hatten  den 
Zweck,  die  Axendrehung  der  Erde  direct  dadurch  zu  beweisen, 
dafs  Kugeln  aus  einer  beträchtlichen  Höhe  ohne  Anfangsgeschwin- 
digkeit losgelassen  in  der  untern  Station  beim  Niederfallen  weiter 
gegen  Osten  abweichen  als  ein  ruhig  hängendes  Loth  von  dem- 
selben Anfangspunkte  herabgelassen.  Die  Versuche  wurden,  wenn 
auch  in  einzelnen  Theilen  abgeändert,  doch  alle  so  angestellt,  dafs 
ihnen  gleicher  Werth  zukommt.  Da  sie  nur  als  Beispiel  dienen 
sollen,  so  lasse  ich  die  (nicht  mit  der  Theorie  übereinstimmende) 
Abweichung  der  einzelnen  Kugeln  gegen  Norden  und  Süden  ganz 
aufser  Acht;  sie  hebt  sich  überdiefs  im  Mittel  aus  allen  Versuchen 
fast  völlig  auf.  Eben  so  nehme  ich  nur  die  Versuche  als  gültig 
an,  welche  der  Beobachter  in  der  Tabelle  seines  Werkes  {Verstiche 
über  das  Gesetz  des  Falles  u.  s.  w.  von  J.  F.  Benzenberg,  Dort- 
mund 1804)  pg.  424  als  stimmfähig  erklärt,  wenn  gleich  die  Gründe 
des  Ausschliefsens  mehrerer  sonst  angestellter  vielleicht  nicht  ganz 
überzeugend  sind.  Bezeichnet  man  die  östliche  Abweichung  vom 
Lothpunkte  mit  +,  die  wesentliche  mit  — ,  so  wurden  folgende 
Abweichungen  in  Pariser  Linien  bei  einer  Fallhöhe  von  262  Pariser 
Fnfs  beobachtet. 
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n  n 


«#  **t_ 


Ydrsneh  1.  —  3,0 

Yeninch  16.  -  8,0                             | 

2.  + 12,0 

17.  +  8,0 

3.  4-  3,0 

18.  + 10,0 

4.  + 13,0 

19.  +  7,0 

5.  +  20,0 

20.  +  7,5 

6.  -  2,0 

21.  +  6,0 

7.  + 11,5 

22,  -  2,0 

8.  -  4,0 

• 

23.  +11,0 

9.  +  2,0 

24.  -  4,0 

10.  +  2,0 

25.  -  9,0 

11.  + 12,0 

26.  - 10,0 

12.  +  7,0 

27.  +  8,5 

13.  + 13,5 

28.  + 10,0 

14.  + 11,0 

29.  +  5,5 

15.  +  9,0 

Die  einfache  Form  der  Bedingangsgleichonge 

n,  wenn  x  die  gesachte 

Abweichnng  bezeichnet,  ist  hier 

X  — 

w«0 

folglich  ist  nach  (13)  die  wahrscheinlichflte  Abweichong 

+  189,5  - 

-42.0  _^, 

i"'nfiß 

29 
nnd  die  fibrig  bleibenden  Fehler,  der  leichtern  üebersicht  wegen 

nach  ihrer  absoluten  GrSfse  geordnet,  sind: 

Versnch  29.  —0,414  Versuch  7.  —  6,414 


21.  -0,914 
12.  - 1,914 

19.  - 1,914 
3.  +2,086 

20.  -2,414 

17.  -2,914 
9.  +3,086 

10.  +3,086 

27.  -3,414 
15.  -3,914 

18.  -4,914 

28.  -4,914 
14.  -5,914 
23.  -5,914 


2. 

-  6,914 

11. 

-  6,914 

6. 

+   7,086 

22. 

+  7,086 

4. 

-  7,914 

1. 

+  8,086 

13. 

-  8,414 

8. 

+  9,086 

24. 

+  9,086 

16. 

+  13,086 

25. 

+  14,086 

5. 

- 14,914 

26. 

+  15,086 
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Die  Snmmftder  Quadrate  dieser  Fehler  wird  entweder  durch  un- 
mittelbare Erhebung  jedes  einzelnen  Fehlers  in  das  Quadrat  oder 
yermittelst  der  Formel  (14)  gefunden 

» 1612,0      bei      m  ^  29 
folglich  ist 


woraus 
und 


.._l/J^_,-688 


r  -  «a  •  ?  1/2     -  6"118 


^-0,093 
r 


in  Bezug  auf  die  Einheit  der  Pariser  Linie. 

Wegen  m«29,  also  —^«0,08846  kann  man  Eins  gegen 

Eins  wetten,  dafs  liegen  werde 

«9 . .  zwischen  6T916  und  8T260 
r...  y,  4,665  ,  5,571 
h...         „        0,085     ,    0,101 

Endlich  hat  die  wahrscheinlichste  Abweichung  in  Bezug  auf 
einen  einzelnen  dieser  Versuche  das  Gewicht  29,  folglich  ist  ihr 
wahrscheinlicher  Fehler  (und  ähnlich  das  ihr  zukommende  H  und 
der  mittlere  Fehler) 

dessen  Orenzen  der  Sicherheit  aus  den  Grenzen  von  r  sich  auf 
dieselbe  Weise  ergeben,  und  man  kann  Eins  gegen  Eins  wetten, 
dafs  die  wahre  Abweichung  liege  zwischen 

47136      und      6',"036 

Der  Werth,  den  die  Theorie  giebt,  476,  liegt  innerhalb  dieser 
Grenzen.  Die  Versuche  stimmen  also  damit  überein.  Eben  so 
stimmen  sie  auch  fftr  ihre  geringe  Anzahl  hinl&nglich  mit  dem 
Werth  von  r,  wonach  die  H&lfte  der  Fehler  kleiner  sein  sollte, 
als  571I8.    Unter  29  Fehlem  sind  13  kleiner  als  diese  GrO&e  und 


42  Ueber  die  Metiiode  der  kleinsten  Quadrate. 

16  überschreiten  sie.  Gäbe  es  gar  keine  östliche  Abileichiuig,  so 
fände  bei  x  ein  Fehler  von  57086  statt  Da  dieser  aber  mehr  ab 
das  fünffache  des  wahrscheinlichen  Fehlers  von  x  ist,  so  grenit 
das  Vorhandensein  einer  östlichen  Abweichung  ganz  nahe  an  die 
Gewifsheit.  Wollte  man  die  absolute  Oröfse  innerhalb  engerer 
Orenzen  bestimmen,  so  wflrde  man  beträchtlich  mehr  Versuche 
dieser  Art  anstellen  müssen.  Es  würden  2600  ungefähr  nötliig 
sein,  um  den  wahrscheinlichen  Fehler  von  x  bis  zu  O^l  zu  yerringeni. 

Immer  darf  man  hierbei  nicht  übersehen,  dafs  die  Fehlergrenze 
offenbar  viel  zu  eng  ist,  theils  weil  bei  der  absoluten  Kleinheit 
von  X  ein  constanter  Fehler  in  der  Art  der  Beobachtung  einen 
verhältnifsmäfsig  sehr  grofsen  Einflnfs  haben  wird,  theils  weil  d&8 
Ansschlielsen  der  Beobachtungen,  die  über  2  Zoll  abwichen  (ihrer 
sind  im  Oanzen  11  bei  40  überhaupt  gemachten),  schwerlich  voll- 
kommen gerechtfertigt  werden  kann;  überhaupt  setzt  ein  solches 
Ansschliefsen,  wenn  es  blofs  nach  dem  Erfolg  geschieht,  der  Oefahr 
aus,  sich  von  der  reinen  Wahrheit  zu  entfernen,  und  bewirkt  immer 
eine  irrige  Vorstellung  von  der  Sicherheit  des  Resultats. 

Der  beschwerlichste  Theil  der  Rechnung  in  diesem  einfachsta 
Falle  ist  die  Bestimmung  der  Summe  der  Fehler-Quadrate;  man 
kann  wünschen,  auf  eine  einfachere  Weise  zu  der  EenntnÜB  von  r 
und  h  zu  gelangen.  Diese  Untersuchung  hat  auch  noch  aa£serdem 
den  Nutzen,  den  Gegenstand  von  einer  andern  Seite  zu  betrachten, 
und  zu  der  Bestimmung  von  h  aus  der  Summe  der  Fehler-Quadrate 
noch  auf  einem  andern  Wege  zu  gelangen. 

Wäre  ganz  allgemein  (ohne  bestimmte  Annahme  der  obigen 
Function  7  (A))  das  Gesetz  der  Fehler  durch  V'(A)  gegeben  und  diese 
Function  vollständig  bekannt,  so  würde  man  in  Bezug  auf  m  be- 
liebige Beobachtungen,  schon  vorher  ehe  man  ihr  Resultat  kennt, 
auf  die  Vertheilung  der  Fehler  und  auf  die  Gröfse  beliebiger  Func- 
tionen derselben  einen  Schlufs  machen  können,  der  sich  am  so 
mehr,  nachdem  die  Beobachtungen  gemacht  sind,  bestätigen  müCste, 
je  gröfser  m  ist.  So  z.  B.  werden  der  Wahrscheinlichkeit  nad 
zwischen  A==a  und  A«.&  eine  Anzahl  von  Fehlem  liegen 
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'-"f: 


V'(A)dA 


eben  so  wird  auch,  da  fn^(A)  die  Anzahl  der  Fehler  von  der 
Qröfse  A  ist,  die  Qröfse  mA«^^(A)  die  Summe  der  w*«»^  Potenzen 
der  Eehler  von  der  Qröfse  A  bei  m  Beobachtungen  sein  und  folglich 


•X^ 


'+0O 

00 


die  Summe  der  w*«°  Potenzen  aller  der  Fehler  im  Allgemeinen 
ausdrücken,  die  bei  m  Beobachtungen  dem  Gesetze  der  Wahr* 
scheinlichkeit  zufolge  vorkommen  sollten.  Die  Gröfse  /c(«),  wo  der 
Index  (n)  sich  nach  der  Potenz  von  A  richtet,  oder  das  J  zwischen 
den  weitesten  Grenzen  genommen,  kann  nicht  blof»  eine  absolute 
Zahl  sein,  sondern  wird  eine  oder  mehrere  Constanten  enthalten 
müssen,  die  sich  auf  die  Gattung  der  Beobachtungen  beziehen. 
Kennte  man  deshalb  zwar  die  Form  von  V'(A),  aber  wftre  über 
den  genauen  Werth  der  darin  enthaltenen  Constanten  noch  nn- 
gewifs,  so  würden  beliebige  m  Beobachtungen,  wenn  die  reinen 
Beobachtangsfehler  dadurch  gefunden  worden  sind,  zu  der  Eennt- 
nifs  der  Constanten  führen.  Denn  es  seien  die  Fehler  a,  ß,  r^  ^ 
an  der  Zahl  m  unmittelbar  gegeben,  so  wird  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  Jc^*^  gefunden  durch 

m  m 

jede  andere  Hypothese  über  den  Werth  von  ä;^*^  würde  die  Fehler 
nicht  nach  dem  Gesetze  ^(A)  vertheilt  voraussetzen,  folglich  einen 
Irrthum  in  einem  oder  mehreren  Werthen  von  a",  /?",  y*  u.  s.  w. 
annehmen.  Der  Werth  von  ä^'*\  welcher  keinen  Irrthum  bedingt, 
mufs  diesen  m  Beobachtungen  zufolge,  der  wahrscheinlichste  sein. 
Diese  Form  giebt  aber  zugleich  auch  die  Grenzen  der  Sicher- 
heit der  so  erhaltenen  Bestimmung  von  AK">  an.  Es  gilt  bei  V^^ 
vGUig  strenge  das  Princip  des  arithmetischen  Mittels,  wodurch  man 
für  jedes  m,  aus  dem,  was  die  Beobachtungen  einzeln  ergeben, 
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den  wahrscheinliclisteii  Werth  emer  und  derselben  nnbekanntei 
OrOlke  findet  Die  GrOüsen  o",  ß»,  f^  treten  folglich  in  die  Beik 
von  directen  Beobachtongen  der  GrOfise  V^^  nnd  die  üntarsdiiedA 
iW  — «•,  Jfi^>  —  ß»,  if^^  —  y  sind  als  die  Fehler  einer  solchen  eiih 
seinen  Bestimmong  anzusehen.  Ffir  sie  gilt  [abgesehen  Yon  der 
ursprünglichen  Form  V^(A)]  in  jedem  Falle  die  oben  bestimmte 
Form  7(A).  Hiemach  ist  dielmittlere  Abweichung  einer  einxehia 
Bestimmung 

wofür  man  sich  erlauben  kann,  durch  Substitution  von 

[A*]=«cr*  +/J»  +y«  +*•  ...«ifiÄ« 

zu  schreiben,  wenn  man  die  Erhebung  in  das  Quadrat  ansfabit: 

die  wahrscheinliche  Abweichung  eines  einzelnen  Datums  ist: 

-?|/{2(ifcO«)~jfc<WÄ(«))} 

und  folglich  des  arithmetischen  Mittels  aus  m  Angaben 

~^  Y  tn 

Es  ist  folglich  Eins  gegen  Eins  zu  wetten,  dafs  liege 


und 


m 
oder  daJb 


__    ^//2(t<^»>-fc»>fc»>)\ 


wo  die  Klammer  sich  auf  die  Grenzwerthe  bezieht,  zwischen  wel- 
chen die  Wahrscheinlichkeit  »^  ist 

In  der  Anwendung  auf  das  oben  für  V^(A)  gefundene  Gesetz  f  (^) 

braucht  man  jedesmal  den  Werth  von  |/%^).  Bezeichnet  man  abo 
allgemein 
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n 

V 


[A-] 


^n 


m 

und  zieht  auf  beiden  Seiten  die  n^  Wnrzel  aas  mit  Yernachlässi- 
gang  der  hohem  Potenzen  f&r  die  Orenzwerthe,  so  wird 

Diese  Formel  bedarf  nnr  noch  der  Bestimmnng  der  Werthe 
Ton  ft^>  fQr  jedes  beliebige  n.  Für  die  hier  geltende  Fanction  9{/S) 
wird 


p  +  oo 
c/ — 00 


oder  wenn  man,  am  die  angeraden  Fehler-Potenzen  (die  sonst  stets 
sich  anfheben  mfifsten)  mit  in  Rechnang  ziehen  za  kOnnen,  alle 
Fehler  als  positiv  betrachtet 

00 


weil  die  Fehler  zu  beiden  Seiten  von  Null  gleich  yertheilt  sind. 
Setzt  man  hier  '  . 

80  wird 


darch  theilweise  Integration  findet  man  das  allgemeine  Integral 

Der  erste  Theil  verschwindet  sowohl  für  die  Grenze  0  als  oo,  weü 

bei  der  letztem  e-^=  — ^,  darch  die  Beihen-Entwicklang  immer 

höhere  Potenzen  von  t  im  Nenner  hervorbringen  wird  als  im  Z&hler 
sind,  folglich  wird 
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— dr 


i(«.^_.^f;-.e-rd, 


oder 


2-^ 2 


Durch  die  Fortsetzang  dieser  Operation  wird  man,  je  nacb> 
dem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  entweder  auf  AcC«)  kommen  oder 
auf  Tc^^\    Jenes  ist  aber  nach  (5) 

und  für  dieses  findet  sich  durch  unmittelbaren  Anblick  der  Formel 

&(0  =  -r-i— 
hl/n 

Hieraus  ergehen  sich  von  selbst  die  folgenden  Wei-the: 


Äff)« 


Ä(0)_ 

1 

&<3)  = 

1 

2A« 

m- 

3 

4Ä* 

ifc(6)  = 

3.5 

8A« 

K8)^ 

3-5. 

7 

Ä(»)  = 


ÄC7)  = 


Al/TT 

1 

h^l/jt 

2 

A*j/^ 

2.3 

h''\/7i 

2.3-4 

16  A8  A»i/ff 

Bei  der  Sabstitation  dieser  Werthe  in  die  obige  Formel  wird 

anf  der  linken  Seite  der  Gleichung  |/^*)  werden  f&r 

«gerade     - -r'V  2-2-2....     2 


1  " 

n  ungerade  =  -jr  •  1/ 


1.2.3...i(n-"l) 


Multiplicirt  man  folglich  beide  Seiten  mit  q  und  läfst  dann  auf  der 
linken  Seite  -|-  =  ^  allein  stehen,  so  erhält  man  folgende  Werthe; 
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|/m 


V/(7r-2) 


r  =  Q\/n     '€> 


Ibn-S 


8 


r  =  ?|/|      .*4 


l/m 
^     i/9457r  — 128 


{l± 


»ci^i^-ofli-^}/ 


6 


»•  =  el/Tir    -«eili 


{ 


ym    Y  1600 

9     1/113 


|/m 


V- 


45 


oder  in  Zahlen 


f 


r  =  0,845347  •  e,  1 1  ± 
r  =  0,674489 .  «2  j  1  ± 


r  =  0,577190 


•«sj 


ld= 


0,509584 
V/W 

0,476936 
l/m 

0,497199 


l/m 
r  =  0,512502 .  «4  ( 1  ± -^^^^^^ 

0,635508 
[/»» 

0,755776 


r  =  0,465553  •  «b  ( 1  ± 
r  =  0,429497  • «» { 1  d= 


|/m 


1 
) 
1 
) 
1 
1 


WO  «1  das  arithmetische  Mittel  aas  allen  Fehlern  ist,  ohne  Rück- 
sicht dabei  anf  ihre  Zeichen  zu  nehmen,  £2  clie  Qaadratworzel  aas 
dem  arithmetischen  Mittel  der  Qaadrate  der  Fehler,  and  überhaapt 
«n  die  n^  Wurzel  aas  dem  arithmetischen  Mittel  der  n^^  Potenzen, 
ohne  B&cksicht  anf  das  Zeichen. 

Aus  den  Zahlen  für  die  Grenzwerthe  sieht  man,  dafs  die  Be- 
stimmung durch  die  Summe  der  Quadrate  die  vortheilhafteste  ist. 
Bei  gleich  vielen  Beobachtungen  erhält  man  durch  sie  die  engsten 
Grenzen,  innerhalb  welchen  man  Eins  gegen  Eins  wetten  kann, 
dafs  r  liege.    Zur  Erlangung  gleicher  Grenzen  wird^  je  nachdem 
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man  s^  '99  's  u*  &•  w.  anwendet,  die  n5thige  Anzahl  von  Beobaek- 
tnngen  üch  gegenseitig  verhalten  wie 

„   ,     15  7r-8    4     945^-128      113 
''•*•       36       'S"         1600        •  45 

oder  wenn  man  bei  <a  100  Beobachtang^  nOtlüg  hat,  um  gewim 
Grenzen  za  erbalten,  so  braucht  man  fQr  dieselben  Grenien  bei 

«1 114  Beobachtungen 

«, 109 

«4 133 

*. 178 

«« 261 

Wegen  der  grofsen  Bequemlichkeit  von  «i  nnd  des  doch  nicht  alln 
erheblichen  Unterschiedes  in  Hinsicht  auf  die  Enge  der  OrenzeDt 
wird  man  wohl  meistentheils,  wenn  nicht  schon  die  Snmme  der 
Fehler-Qaadrate  bekannt  ist^  die  Anwendung  von  ^i  vorzieheD. 

Für  das  obige  Beispiel  ist  die  Snmme  der  absolut  genommeneii 
Fehler  >«  181,898,  folglich 

181,898  ct»*AQ£t 

«1= 2g =^6,496 

nnd  daraus 

r  =  5r492 

innerhalb  der  Grenzen 

47972   und   67012 

Ein  Werth,  der,  wenn  er  auch  yon  dem  oben  gegebenen  abweickt, 
doch  f&r  die  geringe  Zahl  von  Beobachtungen  immer  zu  einer  his- 
ruhenden  Schätzung  der  Genauigkeit  des  Resultats  f&hren  wiii 
Man  kann  aufserdem  noch  zu  dieser  Bestimmung  den  Satz  be- 
nutzen, welcher  auf  die  Gröfse  der  einzelnen  Fehler  keinen  directes 
Bezug  hat,  sondern  nur  ausspricht,  daCs  nach  dem  jedesmaligen 
Gesetze  der  Wahrscheinlichkeit  [ohne  bestimmte  Annahme  von  f{N] 
der  Begriff  des  wahrscheinlichen  Fehlers  die  Bedingung  entUtt} 
dafs  eben  so  viele  Fehler  kleiner  sind  als  r,  als  grO&ere  ▼o^ 
kommen.    Ordnet  man  deswegen  die  Fehler,  ohne  Kückaicht  asf 


Ueber  die  Metiiode  der  kleinsten  Quadrate.  49 

ihr  ZeicheD,  nach  ihrer  absointen  Qröfse,  und  zfthlt  von  dem  klein- 
sten an,  80  wird  bei  m  Beobachtungen  der,  welcher  zn  dem  Index 
^(m  +  1)  gehört,  bei  m  ungerade ,  oder  bei  geradem  m  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  den  Fehlem,  deren  Index  l  m  und  im -hl 
ist,  einen  gen&herten  Werth  fBr  r  angeben.  In  dem  obigen  Bei- 
spiele wftre  es  wegen  m  =29  der  15^  oder  man  fSnde  hieraus 

r  «  5',"914. 

Wenn  indessen  schon  bei  den  Potenzensummen  die  gröfsere  Anzahl 
der  Beobachtungsfehler  die  Genauigkeit  in  Bezug  auf  die  wahr- 
scheinlichen Grenzen  so  sehr  wachsen  l&fst,  so  wird  bei  dieser 
Zählungsweise  es  um  so  mehr  stattfinden  müssen.  Da  6 aufs  in 
der  Zeitschrift  für  Asbronomie  I.  pg.  195  die  dazu  nöthige  Formel 
ohne  Beweis  angegeben,  so  wird  um  so  mehr  der  folgende  elegante 
Beweis,  den  ich  der  Mittheilung  meines  geehrten  CoUegen,  Herrn 
Prof.  Dirichlet,  verdanke ^  hier  von  Werth  sein,  als  der  Satz 
selbst  anderswo  noch  nicht  bewiesen  ist. 

Man  suche  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  bei  (2n  + 1)  Beobach- 
tungen die  Yertheilung  der  Fehler  so  sei;  dafs  ein  Fehler  liege 
zwischen  t  und  t-^-dt^  n  Fehler  zwischen  0  und  ^  und  n  Fehler 
zwischen  t-^dt  und  oo .  Die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  ein  Fehler 
kleiner  als  t,  sei  wiederum  ganz  allgemein 


-S'! 


i//(A)dA=itt 


Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  >t-\-dt  wird  dann  werden 


-i 


da  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  zwischen  t  und  t  +  dMst 
=  tp(f)dt  Hiernach  ist  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit 
einer  Anordnung  der  Fehler,  wenn  n  Fehler  <  t,  ein  Fehler  zwischen 
t  und  t-hdtj  und  «Fehler  >t4-d< 

=  «»(1  — w)*-V'(0^* 

SoflkA't  AbluuidL  H.  4 
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wenn  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt,  da  das  Re- 
sultat von  der  ersten  Ordnung  ist.  Solcher  Fälle  oder  Anordnongan 
können  aber  so  viele  yorkommen  als  Versetzungen  von  2n+l 
Elementen  mOglich  sind,  wenn  unter  ihnen  n  gleiche  Elemente 
einer  Art  (deren  Wahrscheinlichkeit  "=  u)  und  n  gleiche  Elemente 
einer  andern  Art  (deren  Wahrscheinlichkeit  =  (1  —  ü))  vorkommen. 
Folglich  ist  die  Wahrscheinlichkeit  aller  möglichen  Anordnnngoi 

dieser  Art 

1 . 2  •  3  . . .  (2w  4- 1)    ^ ,-        ,.  , ,., , .     ^ 

Denkt  man  sich  die  Gröfse  dt  des  Intervalls  zwischen  t  unit+it 
constant,  so  giebt  es  einen  Werth  von  <,  für  welchen  U  ein  Maxirnnm 
ist  Die  sich  durch  Differentiation  zur  Bestimmung  desselben  er- 
gebende  Gleichung  ist: 

wo  ip'{t)  die  n&mliche  Bedeutung,  wie  oben  9'{^)  hat  Es  istnän- 
lieh  du,  oder  das  Increment  von  i  V^(A)dA  in  Bezug  auf  eine  ut 

v    o 

endlich  kleine  Aenderung  der  Grenze  ^,  gleich  tp(€)dt  Man  kann 
der  letzten  Gleichung  die  Form  geben 

u        1— M        nipt 

Das  letzte  Glied  wird  um  so  kleiner  werden,  je  grOfser  n  ist,  oder 
je  mehr  Beobachtungen  gegeben  sind.  Bei  einer  hinlänglich  grotseB 
Anzahl  wird  man  es  vernachlässigen  können.  Oder  der  Wert! 
von  ^  für  welchen  das  Maximum  statt  findet,  nähert  sich  bei  wach- 
sendem n  immer  mehr  dem  Werthe',  welcher  aus  der  Gleichung  folgt: 

1  1 


U  1— M 

d.  h. 


=  0 


-r* 


V(A)dA  =  i 


oder  nach  der  oben  gegebenen  Definition  dem  Werthe  r. 
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Nimmt  man  das  Integral  von  U  zwischen  bestimmten  Grenzen, 
so  erh&lt  man  daraus  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  in  der  Mitte 
liegende  Fehler  in  diesen  Grenzen  enthalten  ist  Diese  wird  also 
für  die  Grenzen  r  —  d  und  r  -4-  d 

1 . 2>3...(2n  + 1)  r'^,^^       .    , ,,, ,, 
(1-2. 3. ..n)«    j;^^^ - ^>* ^(^)^* 

oder  weil  tp{t)dt^duy  wenn  wegen  der  Grenzen  in  Bezug  auf  t 
gesetzt  wird 


o  c/ o 


so  wird  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  mittelste  Werih  zwischen 
r—d  und  r -H d  liegt 

1.2.3.. .(2n+l)  r*"  -        ^  , 
(1.2.3...n)»    J;^^^-^)"^^' 

Je  grSfser  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist,  desto  enger  werden 
die  Grenzen,  zwischen  welchen  t  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit 
liegen  wird.  Sind  deshalb  die  Beobachtungen  zahlreich  genug,  so 
wird,  wenn  man  u'  und  u*^  nach  dem  Taylor'schen  Satze  ent- 
wickelt, es  erlaubt  sein,  nur  die  erste  Potenz  yon  d  zu  berflck- 
sichtigen.    Dadurch  wird 


m'«=  I  V'<d*  — 


und  ebenso 

Sowohl  diese  Form,  als  auch  die  Verbindung  von  u  und  1  —  ti 
in  dem  Integral,  zeigt  an,  dafs  man  eine  noch  bequemere  Form 
erhalten  wird,  wenn  man  für  u  eine  andere  Variable  einführt;  am 
besten  durch  die  Gleichung 

'      2j/w       '\         |/n  / 
folglich 

4* 
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'      2\/n       '\  i^n  J 


wobei  die  Orenzen  in  Bezag  auf  s  gefanden  werden  durch 

^^  ^      2|/n 
Hiemach  wird  das  Integral 

l-2-3...(2nH-l)  1  ift^JLYd. 

(i.2.3...n)a       '22«+i|/n      V^       -  ^  ** 

oder  weU  a  im  Differential  nur  gerade  Potenzen  enth&lt 

l>2>3,.,(2n  +  l)  1       '  |/i      jiLV^. 

(1.2-3...w)2       *     22»v/n      1^^         ^J^ 

Sei  nnn  ^i/?}  eine  endliche  GrO&e  »t^,  also  die  Grenze  i^  in  eben 
dem  Maafse  abnehmend  wie  1/  n  zunimmt,  so  bleibt  s  innerhalb  der 
angenommenen  Grenze  endlich,  wie  sehr  auch  n  zanimmt  Bei 
einem  grofsen  n  wird  man  aber  auch  nach  der  Entwickeloog  der 
Logarithmen  in  Euler' s  InJtrodxictio  setzen  können: 

('--fr-'-' 

und 

1>2>3,.,  2w  ^    2^« 

(1.2*3...w)«  "^  y/nn 

nach  Euler  Cdlc.  Diff.  P.  IL  Cap.  VL  §  160.162,  als  dem  Grew- 
werthe,  welchem  es  sich  beständig  mit  wachsendem  n  nähert,  so 
dafs  der  Ausdruck  wird 


wofOr  man  unbedenklich  schreiben  kann 


l/TT 
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als  den  Aasdrnck  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  bei  zahlreichen 
Beobachtungen,  der  mittelste  Fehler,  wenn  alle  der  GrOfse  nach 
geordnet  sind,  liegt 

zwischen  r  — d  und  r-hd 

Diese  Wahrscheinlichkeit  wird  folglich  ^,  oder  es  sind  die  wahr- 
scheinlichen Grenzen  gegeben  durch 

d.  h. 

Q  1 


2l/n      tfß{r) 
F&r  das  oben  angenommene  Gesetz  der  Fehler 

werden  also  die  wahrscheinlichen  Grenzen  von  r 

f  =fc  -^ 

oder  wenn  man  statt  2n+l  die  Anzahl  der  Beobachtungen  m 

nennt,  und  die  Gleichung 

hr^Q 

benutzt: 


^1 
»)  j 


|/(8m] 

Der  namerische  Werth  von  e^^  ist  1,2554176,  womit  der  Aas- 
drnck wird: 

f        0,786716  1 

""[^^      ym     j 

Diese  Art  der  Bestimmang  von  r  ist  folglich  noch  ungenauer  als 
irgend  eine  der  Mheren  bis  zur  Samme  der  6*"»  ^Potenzen.  Aof 
das  obige  Beispiel  angewendet  würde: 

r  -  öl'gU  ±  07864 
oder  die  Grenzen 

57050  und  67778. 

Schon  bei  den  bisherigen  Beweisen  war  es  h&nflg  nothwendig, 
Ton  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Werthes,   auf  diejenige  eines 
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anderen  Werthes  zu  schliefsen,  der  von  dem  ersten  anf  eine  ein- 
fache Weise  abhing.  Des  folgenden  wegen  wird  es  nothwendii^ 
die  allgemeine  Aufgabe  zu  lösen:  Wenn  man  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  von  einander  unabhängig  bestimmten  Grollen 
x^  a;\  7f^  u.  8.  w.  kennt,  und  auch  die  verschiedenen  Grenzen,  inner- 
halb welcher  diese  wahrscheinlichsten  Werthe  liegen  werden,  wenn 
irgend  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  ihnen  zugeschrieben 
werden  soll,  den  wahrscheinlichsten  Werth  irgend  welcher  Function 
dieser  Yariabeln 

ZU  bestimmen^  und  die  Grenzen,  innerhalb  welcher  X  dieselbe  be- 
stimmte Wahrscheinlichkeit  hat.  Da  man,  wenn  der  Werth  yon  r 
bei  einer  durch  Beobachtungen  ermittelten  Gröfse  bekannt  ist,  so- 
gleich A,  «2  und  alle  andern  Functionen  der  Fehler,  so  wie  dtf 
vollständige  Gesetz  derselben  ip{/S)  finden  kann,  so  läfst  die  Auf- 
gabe sich  auch  so  fassen:  Es  sind  unabhängig  von  einander  fnr 
x^  a^j  X** ...  die  wahrscheinlichsten  Werthe  a,  a\  a" ...  gefunden 
worden,  mit  den  wahrscheinlichen  Fehlern  r,  r',  r"  ...^  man  sdl 
den  wahrscheinlichsten  Werth  von  X=f{Xj  x\  x" . . .)  bestimmen, 
und  seinen  wahrscheinlichen  Fehler. 

um  hier  von  dem  einfachsten  Falle  anzufangen,  sei  zuerst  1 
eine  lineare  Function  einer  Unbekannten 

X=ax 

In  allen  den  Fällen,  in  welchen  x^a  wird  J=aa,  folglich  wird 
auch  dieses  der  wahrscheinlichste  Werth  von  X  sein.  Eben  so  sind 
der  Zahl  nach  die  Fälle,  in  welchen  x  zwischen  a  —  r  und  a-^r 
liegtj  gleich  den  Fällen,  in  welchen  X  zwischen  aa—ar  und  aa  +  ar 
liegt,  oder  es  ist 

wo  das  letzte  Glied  den  wahrscheinlichen  Fehler  von  X  bezeichnet 
Sei  nun  zweitens  X  die    einfache  lineare  Function  zweier 

Yariabeln 

X^x-hx*. 
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Des  bequemeren  Ausdrucks  wegen  f&hre  man  statt  der  wahr- 
scheinlichen Fehler  das  Gewicht  der  Werthe  a  und  a*  ein.  Wenn 
als  gemeinschaftliches  Maafs  eine  Beobachtung  genommen  wird, 
deren  wahrscheinlicher  Fehler  tv  ist,  so  wird  das  Gewicht  von  a 
wegen  seines  wahrscheinlichen  Fehlers  r  sein 


und  eben  so  fAr  a' 


p 

=■ 

w 

r» 

p' 

= 

«,» 

r2  • 

Hiernach  ist,  wenn  h  za  w  gehört,  die  Wahrscheinlichkeit 
irgend  welchen  Werthes  f&r  x 

und  fttr  x' 

die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  zweier  beliebigen 
Werthe  wird  also  sein 

TT 

und  f&r  das  Zusammentreffen  zweier  Werthe  x  und  o?',  welche  der 
Gleichung 

genug  thun,  wo  X  einen  beliebigen  aber  bestimmten  Werth  be- 
deutet, wird  sie  gefunden,  wenn  man  eine  der  Gröfsen  x  oder  x\ 
als  eine  Function  der  andern  und  der  Gröfse  X  betrachtet,  und 
den  dadurch  erhaltenen  Werth  substitnirt.  Hieraus  wird  die 
Wahrscheinlichkeit,  dafs  irgend  ein  Werth  x^  bei  seinem  Zusammen- 
treffen mit  einem  Werthe  xf^  das  Resultat  X  giebt: 

n 

Nimmt  man   also   die  Summe  aller  möglichen  TT,   oder  das 
JWdXj  innerhalb  der  Grenzen,  in  welchen  ein  Werth  von  x  dazu 
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wirken  kann,  also  hier  innerhalb  —  <x>  und  +  oo ,  so  wird  man  alle 
Fälle  nmfafst  haben,  in  welchen  X  erhalten  werden  kann,  oder 
die  Wahrscheinlichkeit  von  X  bestimmt  haben.  Um  die  Integratioi 
zu  erleichterut  gebe  man  dem  Exponenten  die  folgende  Gestalt 

die  sogleich  sich  ergiebt,  wenn  man  alle  Olieder,  die  x  enthalteiu 
in  eine  quadratische  Form  vereinigt.  Sei  nun  zur  augenblicklichen 
Abkürzung 

X  —  -^ — T^ —  =  a?o 

i  — a  — a'«Xo 
so  wird 


-00 


der  Werth  des  Factors,  welcher  das  Integral  enthalt,  wird  nach 
(5)  gleich  1,  folglich  ist  die  Wahrscheinlichkeit  von  X 


^  Jlj\/(J?pL,\ 

ein  Maximum,  wenn 


-**i^(^----o' 


und  das  Gewicht  dieser  Bestimmung  wird  wie  die  Form  unmittelbar 
angiebt 


folglich  der  wahrscheinliche  Fehler 

w 


-"V^^-Vif-i-) 


|/P 

Der  einfache  hierdurch  gefundene  Satz  heifst  also:  Wenn  die 
wahrscheinlichsten  (unabhängig  gefundenen)  Werthe  von  x  und  x^ 
durch  a  und  a',  mit  den  wahrscheinlichen  Fehlem  r  und  r*  gegebai 
sind,  so  ist  der  wahrscheinlichste  Werth  von  X^x-^x^ 


] 
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and  der  wahrscheinliche  Fehler  dieses  Werthes 

In  Verbindung  mit  dem  eben  vorhergehenden  Satze  erhUt  man 
folglich  f&r  jede  lineare  Function 

X=  ax  +  ßx*  -h  ro?"  .... 

den  wahrscheinlichsten  Werth 

=  aa  +  /?a'  +  ra"....  ) (20) 

mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler 

weil  vermöge  der  Form  für  zwei  unbekannte  Gröfsen,  die  Form 
ffir  beliebig  viele  sich  sogleich  ergiebt,  wenn  man  bei  dreien,  zu- 
erst zwei  unter  sich  und  ihr  Resultat  mit  der  dritten  verbindet, 
bei  vieren,  drei  unter  sich  und  ihr  Resultat  mit  der  vierten  ver- 
bindet u.  s.  w. 

Auf  die  nämliche  Weise  würde  sich  auch  die  allgemeine  Auf- 
gabe lösen  lassen,  wenn  die  Integrationen  auszuführen  wären.    Für 

X=f{x,  x',  ä"....) (21) 

wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  beliebiger 
Werthe  der  /i*  Yariabeln 

Sollen  hier  nur  die  Fälle  betrachtet  werden,  in  welchen  ein  be- 
stimmter Werth  für  X  gefunden  wird,  so  drücke  man  eine  der  Va- 
riabein . .  X,  als  Function  von  X  und  der  übrigen  aus.  Substituirt 
man  diesen  Werth  in  den  Exponenten,  und  nimmt  die  Summen  oder 
Integrale  innerhalb  aller  möglichen  Grenzen  für  x\  xf^  ...^  so  wird 
man  die  Wahrscheinlichkeit  des  Werthes  X  erhalten,  und  daraus 
den  wahrscheinlichsten  Werth  und  seine  Grenzen  bestimmen  können. 
Hiezu  ist  aber  offenbar  die  Kenntnifs  von  f  nöthig,  und  wenn 
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diese  Function  nicht  linear  ist,  so  wird  in  den  meisten  FWen  die 
Yollst&ndige  Integration  nnansfnhrbar  sein.  Man  kann  indessen 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Grenzen  fOr  die  einzelnen  Yft- 
nabeln  schon  so  enge  sind,  dafs  man  die  höheren  Potenzen  d^ 
wahrscheinlichen  Fehler  yemachlässigen  kann,  einen  N&henings- 
werth  für  X  und  seine  Grenzen  finden,  der  in  der  Praxis  stets 
ausreichen  wird. 

Wählt  man  fQr  beliebige  Werthe  von  x^  x\  x** ...  die  Form 
a  +  Ad?,  a'  +  Aa:',  a"4-Ax",  so  wird  wenn 

F=/'(a,aSa''....) (22) 

der  aUgemeine  Ausdruck  für  X  mit  Vernachlässigung  der  Potenzen 
von  Ax,  £^x\  Ax'',  welche  die  erste  Potenz  überschreiten,  sein: 


oder 


und  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  dieser  Werthe  wird 

Der  wahrscheinlichste  Werth  von  X—  Fund  seine  Grenzen,  werden 

unmittelbar  durch  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  X  und  seine 

Grenzen  bestimmt  und  umgekehrt,  weil  beide  Gröfsen,  X— FundX 

nur  um  eine  Constante  verschieden  sind;  eben  so  werden  auch  die 

wahrscheinlichen  Fehler  von  Aa;,  Aa;',  Ax"  u.  s.  w.  die  gegebenen 

Gröfsen  r,  r',  r"    sein,    und    der    wahrscheinlichste  Werth  von 

Aa;,  Ax\  /Sx*'  u.  s.  w.  wird  Null  sein,  vermöge  der  Gleichungen    , 

a:«=a-f- Are  u.  s.  w.  Hieraus  folgt  nach  (20)  der  wahrscheinlichste 

Werth  von  JT-F 

X-V  =  0 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  von  X—V 
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oder  der  wahrscheinlichste  Werth  von  Xist  Fund  der  wahrschein- 
liche Fehler  von  dieser  Bestimmung  ist  gleich  dem  eben  be- 
stimmten F^  eine  Auflösung,  die  für  lineare  Functionen  völlig 
strenge,  für  andere  höhere  nur  genähert  ist. 

Uebrigens  ist  hievon  verschieden  der  Fall,  in  welchem  man  f&r 
eine  und  dieselbe  Unbekannte ..  o; . .,  aus  verschiedenen  Unter- 
suchungen, die  Werthe  a,  a',  a"  .  .  .  mit  den  wahrscheinlichen 
Fehlern  r,  r',  r"  . .  .  oder  den  Gewichten  p^  p\  p**  .  . .  gefunden 
hätte,  und  den  wahrscheinlichsten  Werth  aus  allen  zusammen  finden 
sollte.  Die  Definition  des  Begriffes  Gewicht,  nach  welcher  a,  a',  a'', 
respective  als  aus  p,  p\  p**  gleich  guten  Beobachtungen  gefunden, 
betrachtet  werden  müssen,  giebt  hier  vermöge  des  arithmetischen 
Mittels  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x 


p  -\-p'  -i-p*'  .  . . 

mit  dem  Gewichte 

p  +  p'  -hp** ... 

oder  was  dasselbe  ist  den  wahrscheinlichsten  Werth 


|.2    "^    ^i2     "^   ^ti2    '  •  • 


111 

f>2     "^    yt2     "^  ^si2     •  •  • 

mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler 

1 


(24) 
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II. 

Die  allgemeinen  vorstehend  abgeleiteten  Sitze  reichen  toD- 
kommen  hin,  am  die  Aufgabe:  Bei  irgend  welcher  Anzabl 
von  unbekannten  Gröfsen  die  wahrscheinlichsten  Wertbe 
derselben  aus  gegebenen  Beobachtungen  zu  bestimmei. 
in  ihrer  grö&ten  Allgemeinheit  zu  lösen;  so  dafs  es  vOllig  nnnSÜn; 
sein  würde,  auch  jetzt  noch  stufenweise  fortzuschreiten,  und  die 
speciellen  Fälle  zweier,  dreier,  u  s.  w.  unbekannter  Grölsen  be- 
sonders zu  untersuchen. 

Gewöhnlich  unterscheidet  man  zwei  Klassen  von  Aufgaben. 
Es  können  nämlich  entweder  die  gesuchten  unbekannten  Wertbe 
völlig  unabhängig  von  einander  sein,  so  dafs  jeder  Werth,  da 
man  f&r  eine  unbekannte  Gröfse  als  den  wahrscheinlichsten  fbidei 
sollte,  sich  mit  jedem  Werthe  aller  übrigen  vereinigen  läßt 
Dieses  ist  z.  B.  der  Fall  bei  den  Planeten-Elementen,  bei  welcbei 
a  priori  kein  Hindemifs  vorhanden  ist,  gegen  die  Verbindung  eiier 
beliebigen  Neigung  mit  einem  beliebigen  Knoten,  oder  einer  b^ 
liebigen  Epoche  und  Länge  des  Perihels,  sobald  nur  die  Beobadh 
tungen  nicht  widersprechen.  Es  können  aber  auch  bestimmte  Be- 
dingungen vorhanden  sein,  welchen  die  anzunehmenden  Weitbe . 
jedenfalls  entsprechen  müssen,  so  dafs  nicht  mehr  alle  Wertbe. 
welche  als  die  wahrscheinlichsten  sich  aus  den  Beobachtungen  e^ 
geben  sollten,  gleichzeitig  stattfinden  können.  So  wird  z.  B.  ia 
der  Geodäsie  nur  ein  solches  Dreiecksystem  möglich  sein^  welches 
die  bekannten  Bedingungen  für  die  Summe  der  drei  Winkel  in  jt- 
dem  Dreiecke,  oder  sämmtlicher  Winkel  in  einem  Polygone,  nai 
noch  einige  andere,  auf  die  Figur  des  Netzes  als  ein  Ganzes  be- 
trachtet  sich  beziehende,  erfüllt.  Sind  deswegen  mehr  Winkel  als 
unumgänglich  erforderlich  waren,  beobachtet,  so  wird  man  nidit 
mehr  die  wahrscheinlichsten  Beobachtungswerthe  für  jeden  einzel- 
nen unverändert  beibehalten  dürfen,  sondern  diese  so  modificirefti 
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dafs  sie  den  erw&hnten  Beding^ongen  Genfige  leisten.  In  gewissem 
Sinne  kann  man  auch  die  letzte  Aufgabe  im  Jahrbnche  1834*),  de- 
ren Auflösung  in  (24)  enthalten  ist,  hierher  rechnen.  Sie  enthält 
die  Bedingung,  dafs  ein  und  derselbe  Werth  aus  allen  Gruppen 
als  der  wahrscheinlichste  bestimmt  werden  soll,  wenn  die  wahr- 
scheinlichste Gröfse  desselben  zufolge  jeder  einzelnen  gegeben  ist. 

Theoretisch  betrachtet  sind  beide  Klassen  nicht  von  einander 
unterschieden.  Jede  Bedingung  nämlich  zwischen  den  endlich  an- 
zunehmenden Werthen  wird  sich  auf  eine  Gleichung  zwischen  den 
unbekannten  Grdlsen  zurfickfuhren  lassen  müssen,  welche  genau 
erfüllt  werden  soll.  Bestimmt  man  aus  jeder  solchen  Gleichung 
den  Werth  einer  unbekannten  als  Function  der  fibrigen ,  und  sub- 
stituirt  diesen  allgemeinen  Ausdruck  in  alle  andern  Gleichungen, 
so  wird  man  zuletzt  so  viel  weniger  unbekannte  Gröfsen  unab- 
hängig Yon  einander  ihren  wahrscheinlichsten  Werthen  nach  zu 
suchen  haben,  als  Bedingungsgleichungen  der  gegenseitigen  Ab- 
hängigkeit vorhanden  waren.  Dieser  Weg  ist  nicht  nur  immer 
theoretisch  richtig,  sondern  mit  geringen  Modiflcationen  auch  der 
kürzeste ,  in  den  Fällen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungen  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  gröfser  ist  als  die 
Hälfte  der  Anzahl  der  unbekannten  Gröüsen  Überhaupt,  wenigstens 
in  der  Anwendung  dieser  Aufgabe,  welches  bis  jetzt  fast  die  ein- 
ige gewesen  ist.  Jedenfalls  sieht  man,  dafs  die  Auflösung  für 
nicht  ganz  unabhängige  Gröfsen  zurfickgeführt  werden  kann  auf 
die  Auflösung  f&r  Gröfsen,  deren  definitive  Werthe  ganz  unab- 
hängig von  einander  sind,  sowie  überhaupt  bei  dieser  zweiten 
Klasse,  immer  die  Eenntnifs  der  Behandlung  solcher  Aufgaben, 
welche  zur  ersten  gehören,  vorausgesetzt  wird.  Es  soll  deswegen 
zuerst  hier  nur  von  Gröfsen,  die  völlig  unabhängig  von  einander 
sind,  die  Bede  sein. 

Sei  also  M  ein  durch  Beobachtung  gefundener  Werth,  von 
welchem  wir  wissen,  dafs  er  aufser  den  Fehlern  der  Beobachtung 


*)  P^-  ^^  ^^  vorliegenden  Bandes  dieser  Ausgabe. 


70  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

nur  von  der  richtigen  Eenntnifs  der  Werthe  der  ünbekaonteD 
Xy  Y,  Z  a.  8.  w.  abhängt,  und  bei  dem  wir  ebenfalls  die  NaUir 
der  Function,  welche  den  Zusammenhang  von  M  mit  Xj  Y,  Z  a.  s.  w. 
ausdrückt,  genau  kennen.  Seien  M'  M"  ähnliche  von  denselben  üd- 
bekannten  X,  Y,  Z  bedingte  Werthe.  Ist  die  Anzahl  der  beob- 
achteten M  kleiner  als  die  der  unbekannten,  so  ist  die  Anfg&be 
immer  unbestimmt,  ein  Fall  der  hier  ganz  ausgeschlossen  viri 
Ist  sie  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten,  und  findet,  wie  immer 
vorausgesetzt  wird,  zwischen  den  Beobachtangen  kein  Zusammen- 
hang statt,  so  dafs  MM'  M*  u.  s.  w.  einzeln  und  unabhängig  von 
einander  gefunden  worden,  so  ist  die  Aufgabe  völlig  bestimmt 
Man  wird  dann  für  X,  Y,  Z  Werthe  finden,  welche  den  Mitlt 
genau  genug  thun,  die  Fehler  der  Beobachtung  werden  als  ¥e^ 
schwindend  betrachtet  werden  müssen,  und  die  gefundenen  Wertlie 
von  X,  Y,  Z  als  erste  Näherung.  Die  Sicherheit  einer  solchen 
Bestimmung  wird  in  practischer  Hinsicht  wesentlich  davon  ab- 
hängen, ob  der  Einflufs  der  einzelnen  Unbekannten  auf  die  Wertk 
M  M  M*\  sich  in  Zeichen  und  Oröfse  sehr  verschieden  bei  den 
verschiedenen  M  äufsert.  Sind  aber  mehr  Werthe  beobachtet  tls 
unbekannte  Gröfsen  gesucht  werden,  so  ist  die  Aufgabe  mehr  als 
bestimmt.  Ein  einziges  System  von  Werthen  der  Unbekanntei 
wird  im  allgemeinen  nicht  mehr  den  Beobachtungen  genng  tho 
können,  sondern  die  übrig  bleibenden  Unterschiede  werden  ab 
Fehler  der  Beobachtung  angesehen  werden  mässen,  und  daqeoige 
System  wird  das  wahrscheinlichste  sein,  in  welchem  die  Smnme  der 
Quadrate  dieser  Fehler  die  kleinstmöglichste  ist 

Die  practische  Auflösung  wird  sich  ohne  Mühe  auf  jede  be- 
liebige Zahl  von  Unbekannten  ausdehnen  lassen.  Um  indesses 
schon  in  den  Formeln  den  in  der  Astronomie  am  häufigsten,  nim« 
lieh  bei  der  Bestimmung  der  Planetenelemente,  vorkommenden  Faili 
zu  umfassen,  sollen  im  folgenden  se^hs  Unbekannte  angenommei 
werden.  Die  wahren  Werthe  desselben  seien  X,  Y,  Z,  W^  C,  % 
und  mit  ihnen  würde  der  wahre  Werth  der  beobachteten  Größe 

V^F{X,Y,Z,W,U,T) 
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WO  die  Fanction  F  völlig  bekannt  ist.  Die  Differenz  V—M  wird 
also  der  wahre  Beobachtungsfehler  sein. 

Der  erste  Schritt  zur  Auflösang  der  Aufgabe  wird  hier  der 
sein  mfissen,  auf  irgend  welche  Weise,  sei  es  aus  andern  Unter- 
suchungen, oder  aus  der  directen  Behandlung  von  sechs  Wertiien 
unter  den  beobachteten,  die  am  meisten  dazu  geeignet  sein  mögen, 
solche  genäherte  Werthe  für  die  unbekannten  sich  zu  verschaffen, 
dafs  wenn  man  sie  und  ihre  Correctionen  in  den  Ausdruck  von  V 
substituirt,  und  diesen  dann  vermittelst  des  Taylor'schen  Satzes 
in  eine  Reihe  nach  Potenzen  der  Correctionen  geordnet  entwickelt, 
die  Glieder  der  zweiten  und  hohem  Ordnung  so  klein  werden, 
dafs  sie  ganz  zu  vernachlässigen  sind.  Diese  Voraussetzung,  wo- 
nach die  sämmtlichen  Correctionen  aus  linearen*  Gleichungen  ab- 
geleitet werden,  ist  wesentlich,  und  liegt  der  ganzen  folgenden 
Auflösung  zum  Grunde.  Sie  kann  immer  gemacht  werden.  Denn 
gesetzt  auch,  der  Erfolg  zeigte  späterhin,  dafs  die  Glieder  höherer 
Ordnung  nicht  ganz  unmerklich  waren,  so  wird  immer  eine  Auflösung, 
bei  welcher  sie  vernachlässigt  sind,  solche  Werthe  geben,  welche 
der  gemachten  Voraussetzung  näher  entsprechen,  so  bald  nur  die 
Reihe  überhaupt  eine  hinlänglich  schnell  convergirende  ist.  Es 
wird  also  nur  eine  einmalige  oder  mehrmalige  Wiederholung  der 
Rechnung  mit  den  zuletzt  gefundenen  Werthen  nöthig  sein.  Weil 
aber  die  Voraussetzung  der  linearen  Form  wesentlich  ist,  so  sollte 
man  auch  immer  sich  ihr  so  viel  nähern  als  nur  möglich;  folglich 
immer  ohne  Ausnahme  von  den  besten  Näherungswerthen  aus- 
gehen, und  selbst  bei  Unbekannten,  deren  numerischer  Werth  so 
klein  ist,  dafs  allenfalls  der  Werth  Null  als  Näherungs werth 
angesehen  werden  könnte,  doch  es  vorziehen,  einen  der  Wahrheit 
entsprechenderen  zum  Grunde  zu  legen.  Die  gröfsere  Muhe,  die 
man  vielleicht  aufwenden  mufs,  um  einen  solchen  Näherungswerth 
in  V  einzuführen,  wird  reichlich  dadurch  ersetzt,  dafs  man  dafür 
auch  bei  den  Coefflcienten  der  Reihe  nur  wenige  Decimalstellen 
anzusetzen,  und  also  auch  Logarithmentafeln  von  höchstens  fünf 
Decimalen  zu  gebrauchen  nöthig  hat.  In  der  That  ist  die  Berech* 
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nang  dieser  Coefflcienten  auf  sieben  and  mehrere  Decim&len,  wie 
man  sie  noch  hänfig  findet,  so  wenig  ein  Beweis  von  größerer 
Genauigkeit,  dafs  sie  vielmehr  nur  zeigt,  der  Rechner  sei  sich  des 
eigentlichen  Zweckes  nicht  völlig  bewufst.  Den  seltenen  Fall  ans- 
genommen,  in  welchem  V  selbst  eine  lineare  Function  von  X,  Y,  Z 
u.  s.  w.  ist,  wird  gewifs  niemals  die  Convergenz  der  Beihe  so  grob 
sein,  dafs  der  Einflofs  der  vemachl&fsigten  höheren  Glieder  nidt 
noch  auf  die  5^,  selbst  anf  die  4^,  Decimale  Einfiafs  h&tte.  Die 
Hinznf&gnng  noch  mehrerer  trägt  folglich  znr  gröfseren  Genauig- 
keit nicht  das  mindeste  bei.  Wenn  aber  auch  dieses  nicht  der 
Fall  wäre,  so  wQrde  doch  die  Genauigkeit  unserer  Beobachtungen, 
welcher  Art  sie  auch  sein  mögen,  eine  bis  jetzt  gar  nicht  erreichte, 
und  auch  gar  nicht  erreichbare,  sein  mttssen,  wenn  der  millionste 
und  zehnmillionste  Theil  einer  kleinen  Oorrecüon  noch  irgend 
welchen  Werth  haben  könnte. 

Möge  es  bei  dieser  Gelegenheit  erlaubt  sein,  daran  zu  erinnern 
wie  viele  Zeit  bei  Rechnungen  aller  Art  dadurch  erspart  wird« 
dafs  man  gleich  anfangs  die  anzuwendenden  Mittel  dem  zu  e^ 
reichenden  Zwecke  gemäfs  wählt.  Wenn  man  blofs  auf  Minaten 
bei  den  Winkeln,  und  also  etwa  auch  den  ^T^jxjsten  Theil  bei  Linea^ 
gröfsen  ausgehen  will,  so  werden  bei  gehöriger  Benutzung  der 
zweckmäfsigsten  analytischen  Formeln  Logarithmentafeln  von  Tier 
Decimalen  ausreichen.  Tafeln  von  fünf  Decimalen  geben  unter 
denselben  Verhältnissen  die  Winkel  bis  etwa  5",  die  Lineargröben 
bis  auf  den  vierzigtausendsten  Theil  genau,  selbst  bei  längeren 
Rechnungen.  Mit  sechs  Decimalen  hat  man  fast  die  halbe  Secunde 
sicher,  mit  sieben  den  zwanzigsten  Theil  einer  Secunde,  seltene 
Ausnahmen  abgerechnet.  Die  Zeiterspamifs  ist  dabei  höchst  be- 
trächtlich. Bei  einerlei  Rechnung  verhält  sich  der  Zeitaufwand 
bei  sieben,  sechs  und  fünf  Decimalen  nahe  wie  3:2:1.  Zugleich 
aber  giebt  diese  vorläufige  Ueberlegung,  aufser  dem  Beweise,  den 
sie  ablegt,  dafs  der  Berechner  sich  seiner  Aufgabe  völlig  bewofet 
war,  auch  bei  häufigerer  Wiederholung  einen  sehr  sichern  Tact  in 
der  Unterscheidung  des  Wesentlichen  von  dem  Unwesentlichen, 
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und  lehrt  sehr  scharf  das  trennen,  was  znr  Ermittelung  des  wahren 
Besnltats  nothwendig  ist,  von  dem,  was  nnr  als  eine  imagin&re 
Zahlengenanigkeit  betrachtet  werden  mnfs. 
Die  Nftherongswerthe  mögen  durch 

JLo    ^0    ^0  ^0   ^0    ^0 

bezeichnet  werden.    Der  Werth  von  V  den  sie  geben  mit  Vq^  so  da& 

'^O  — -'^(-^O»    ^07   ^Oi   "^0»   ^Oi    ^o)' 

Die  Oorrectionen  mit  a?,  y,  e,  w^  w,  *,  wobei  folglich 

Ferner  seien  die  ersten  Differentialquotienten  von  V^  in  Bezug  auf 
Xo  To  Zq  Wq  Üq  Tq  respective  a,  6,  c,  d,  e,  f,  oder 


dX^      "        dY.      "         dZ, 


0 


dlTo  dUo  dTo 

Mit  Yemachl&ssigung  der  höhern  Glieder  hat  man  dann 

^=  Fo  4-  aa?  -h  Jy  4-  C2?  +  du;  4-  eu  4-  ft 

Drücke  nun  v  den  wahren  Fehler  der  Beobachtung  aus,  oder  sei 

und  n  den  Fehler,  den  die  Hypothese  XqYqZqvl.  s.  w.  voraussetzt,  also 

80  wird  man  die  Gleichung  haben 

v^n-hax-hby-hcz'hdw-heu-^'ft 
Die  Genauigkeit  der  Differentialquotienten  abcdefy  oder  der 

TWr    ^U  dV        dV        dV  A       '       Y      V     >7 

Wertn  von   ,y  ,  -j y^,  ^y  ,  u.  s.  w.,  wenn  dann  JLq  jlq  Zq  u.  s.  w. 

substituirt  werden,  hängt  zwar  von  der  Genauigkeit  dieser  Nfthe- 
rungswerthe  selbst  ab.  Allein  da  sie  in  die  der  Voraussetzung 
gemäfs  stets  kleinen  Oorrectionen  multiplicirt  sind,  so  ist  der  Ein- 
flnfs  eines  Fehlers  in  ihnen  auf  v  immer  von  der  zweiten  hier  ver- 
nachlässigten Ordnung.  Man  kann  sie  als  völlig  genau  bestimmt 
ansehen.    Selbst  in  den  Fälleu,  in  welchen  die  Glieder  zweiter 
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Ordnung  noch  merklich  sein  sollten,  and  bei  denen  man  folglich 
die  Rechnung  mit  andern  Werthen  von  Xq  Yq  Zq  u.  s.  w.  wiede> 
holen  mufste,  wird  es  in  der  Regel  nicht  nöthig  sein,  diese  Coeffi- 
cienten  noch  einmal  zu  berechnen.  Denn  da  bei  einer  solchen 
Wiederholung  die  Glieder  zweiter  Ordnung  gewifs  als  verschwindend 
angesehen  werden  können,  so  wird  auch  meistentheils  das  Prodnct 
eines  Fehlers  der  bessern  Näherung,  mit  dem  von  der  roheren 
Annahme  herrührenden  Fehler  in  a  2>  c  u.  s.  w. ,  eine  zu  vernach- 
lässigende Qröfse  sein. 

Jeder  unabhängig  beobachtete  Werth  M  giebt  eine  solche 
Gleichung  für  ein  v.  Di^erechnung  des  dazu  nöthigen  Fq,  und  der 
Quotienten  ab  c  n.  s.w.,  ist  meistentheils  der  beschwerlichste  Theil 
der  Arbeit,  und  wird  es  in  Vergleich  mit  dem  noch  übrigen  um  so 
mehr,  als  die  Richtigkeit  der  numerischen  Werthe  in  dieser  Glei- 
chung keine  Prüfung  in  sich  hat.  Die  ganze  noch  übrige  Rech- 
nung kann  dagegen  ohne  bedeutende  Mühe  so  geführt  werden,  dab 
man  sicher  ist  jeden  sich  einschleichenden  Rechnungsfehler  sogleich 
zu  entdecken  und  schnell  zu  corrigiren.  Es  hat  mir  deshalb,  be- 
sonders bei  weitläuftigeren  Rechnungen,  immer  der  Mühe  lohnend 
geschienen,  diese  Bedingungsgleichungen,  ehe  man  weiter  geht, 
sorgfältig  zu  prüfen.  Am  natürlichsten  geschieht  dieses,  wenn  man 
zuerst  für  das  System  Xq  Yq  Zq  u.  s.  w.,  die  Fo  a  6  c  u.  s.  w.  be- 
rechnet, dann  aber  für  ein  zweites  System  -Xi+5,  To+iy,  Zo4- J^  u.  s,  w. 
das  zugehörige  F'o  ebenfalls  direct  ermittelt,  und  die  üeberein- 
stimmung  des  Werthes  V*q  —  Vq  mit  a?-f-6ij  +  ct  u.  s.  w.  uIlt«^ 
sucht.  Die  einzige  Yorsichtsmaafsregel,  bei  der  sonst  ganz  will- 
kürlichen Wahl  von  £,  7,  t  u.  s.  w.,  ist  die,  dafs  man  sie  weder  so 
grofs  annimmt,  dafs  in  F'o  —  Vq  noch  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
merklich  werden  können  (in  diesem  Falle  können  die  Bedingangs- 
gleichungen  richtig  sein  und  doch  die  Prüfnngsgleichung  nicht  e^ 
füllt  werden),  noch  so  klein,  dafs  die  Correctionen ,  welche  die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  möglicher  Weise  finden  lassen  sollte» 
gröfser  und  zwar  merklich  gröfser  ausfielen,  dann  würde  die  Prü- 
fungsgleichung  nicht  mehr  vollkommen  sichern.  Man  erreicht  beides 
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in  der  Begel,  wenn  man  sich  nach  der  Gröfse  der  Coefftcienten 
ay  b,  c  bei  der  Annahme  von  $«7^  so  richtet,  dafs  weder  ein  ein- 
zelnes Glied  a$  oder  b^  oder  cC  allzn  merklich  gegen  alle  andern 
überwiegt,  noch  auch  die  ganze  Summe  in  jeder  Gleichung  a^+ 61/ +cC 
einen  zu  grofsen  numerischen  Werth  erhält,  dabei  aber  diesen 
Werth  gröjiser  annimmt,  als  die  möglichen  Beobachtungsfehler  sein 
können.  Denn  wenn  das  System  von  Näherungswerthen  Xq,  Yq,  Zq, 
richtig  abgeleitet  ist,  so  wird  nicht  etwa  eine  einzelne  dieser 
Gröfsen  allein  fehlerhaft  sein,  sondern  die  Fehler  werden  sich  über 
alle  mit  einer  gewissen  Gleichförmigkeit  yertheilen,  wobei  in  der 
Begel  die  Gröfse  der  Correction  mit  der  mittleren  Gröfse  ihres 
Differentialquotienten  etwa  in  umgekehrtem  Yerhältnifs  stehen 
wird.  Es  versteht  sich,  dafs  hier  nur  von  einer  ganz  beiläufigen 
Schätzung  die  Rede  ist. 

Man  hat  auf  diese  Weise,  bei  m  unabhängig  erhaltenen  Beob- 
achtungen, ein  System  von  m  Gleichungen  von  der  Form: 

v  r=n  -haa?  -f-6y  -hcz  -hdw  -heu   -hft 
v*  =n'  -^a'x  ■+-b*y  -\-&z  -hd'w  +e^u  -hft 

u.  s.  w.       u«  s.  w. 

in  welchen  die  Zahlenwerthe  nn*n**  u.  s.  w.,  d.  L  die  Gröfsen 
Fo  — Jf,  F'o  — Jf',  F"o  — Jf',  veränderlich  sind  mit  den  angenom- 
menen Näherungsweithen  Xq  Yq  Zq  u.  s.  w.,  die  Zahlenwerthe 
ab  c  d  e  f  aber  als  strenge  oder  doch  hinlänglich  genau  bekannt 
betrachtet  werden  müssen  für  jede  Hypothese.  Aus  ihnen  soll  das 
System  von  x  y  zw  ut  gefunden  werden,  für  welches  die  übrig 
bleibenden  Fehler  vv*v**  u.  s.  w.  die  wahrscheinlichsten  sind. 

Wenn,  um  den  allgemeinsten  Fall  zu  setzen,  das  Maafs  der 
Genauigkeit  für  die  verschiedenen  Beobachtungen  der  Beihe  nach 
h  hf  h**  u  s.  w.  ist,  so  wird  nach  (6)  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Fehler  v v*  v"  in  jeder  Hypothese  über  xyz  u.  s.  w. 


l/n  *         |/7r  '         l/n 
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and  die  Wahrscheinlichkeit  jeder  Hypothese  Ober  xy e  o.  s.  w. 
selbst,  welche  ein  System  von  Fehlem  v  v'  v"  bewirkt,  ist  nach  (I) 
und  (II)  proportional  dem 

Sie  wird  am  gröfsten,  wenn 

hh  vv  4-  h'h*  v*v*  -h  h**h"  v'*v" . . . .  =  einem  Hinimom 

ans  welcher  Bedingung  sich  nach  (3)  und  den  folgenden  Formeln 
die  Werthe  von  x,  y,  z,  w,  u,  t  ergeben. 

Die  Bestimmnng  der  verschiedenen  h,  oder  was  dasselbe  ist, 
des  jeder  Beobachtung  zuzuschreibenden  wahrscheinlichen  Fehlers 
oder  Oewichtes,  mufs  der  Auflösung  vorangehen,  und  ist  an  sich 
anabhängig  von  den  spätem  Rechnungsresultaten.  Sind  diese  h 
gegeben,  so  wird  es  am  einfachsten  sein,  die  Multiplication  mit  h 
nicht  erst  bis  zur  Erhaltung  des  numerischen  Werthes  zu  ver- 
schieben, sondern  sie  sogleich  an  dem  allgemeinen  Ausdmcke  für  v 
auszufahren,  oder  die  obigen  Gleichungen  so  zu  schreiben,  da(s 
man  das  zugehörige  h  mit  jedem  Ooefiftcienten  verbindet: 

hv  =An  -^ahx  -hbhy  -hche  -hdhtv   -hehu   +fht 
h'v*^h'n''ha*h'x-hb*h'y'h&h'z'hd'h*w  +  &h'U'hfh't 

XL  S.  W.  U.  S.  W. 

in  welchem  Falle  die  Summe  der  Quadrate  der  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  ein  Minimum  werden  mufs.  Es  versteht  sich,  daCs 
fdr  die  Bestimmung  der  absoluten  Gröfse  von  xy z  vl.  s.  w. ,  es 
ganz  gleichgültig  ist,  welche  Einheit  man  bei  h  zum  Gmnde  legt, 

so  dafs  man  nur  mit  einer  Reihe  von  Zahlen ,  welche  den  h  h'  A" 

11       1 
oder  den  — i  — ri  ~7r  öder  den  J/P,  j/P,  |/P"  proportional  sind, 

wenn  r  den  wahrscheinlichen  oder  den  mittleren  Fehler,  und  P  das 
Gewicht  bedeutet,  zu  multipliciren  hat  Da  aber  ein  Hauptnutzen 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  der  Bestimmung  des  Ge* 
Wichtes  oder  wahrscheinlichen  Fehlers  jedes  durch  sie  gefundenen 
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Werthes  besteht,  so  werden  die  Zahlen,  die  man  f&r  die  Gewichte 
findet,  auf  die  Einheit,  welche  bei  den  hh'h'*  zum  Grunde  liegt, 
sich  beziehen,  und  mit  ihr  veränderlich  sein. 

Die  Natur  der  Sache  bringt  es  mit  sich,  dafs  die  Ermittelung 
dieser  verschiedenen  &,  das  einzige  gewissermafsen  WiUkDrliche 
in  der  ganzen  Aufgabe,  der  schwierigste  und  die  meiste  practische 
Umsicht  erforderliche  Theil  der  AuflSsung  ist.    Am  leichtesten  und 
sichersten  wird  man  dazu  gelangen,  wenn  etwa  die  einzelnen  Beob- 
achtungen schon  an  sich  das  Mittel  aus  mehreren  andern  gleich 
gut  zu  achtenden  Wahrnehmungen  sind,  wie  etwa  die  auf  den  mitt- 
leren Faden  reducirten  Fadendurchgftnge  bei  einem  Meridianinstru- 
mente,  oder  mehrmalige  Yergleichung  eines  Cometen  mit  einem 
Sterne  an  demselben  Abende.    Hier  wird  die  Quadratwurzel  aus 
der  Anzahl  der  Wiederholungen  eine  sehr  zweckmäfsige  Verh&ltnifs- 
zahl  sein.    Schwieriger  bei  weitem  ist  es,  das  Yerh&ltnifs  der  Güte 
bei  Beobachtungen  verschiedener  Art  auf  bestimmte  Zahlen  zu  re- 
duciren,  und  noch  mehr  den  Einflufs  atmosphärischer  Umstände  zu 
schätzen,  oder  das  innere  Gefühl,  was  jeder  Beobachter  hat,  eine 
oder  die  andere  Beobachtung  fiberwiege  bedeutend  an  Sicherheit, 
durch  ein  anzunehmendes  h  für  sie  festzustellen.    Sind  indessen 
die  Beobachtungen  jeder  solcher  geringeren  und  vorzüglicheren  Art 
zahlreich  genug,  so  kann  eine  indirecte  Rechnung  diesen  Mangel 
ersetzen.    Wären   z.  B.  unter  den  m  Beobachtungen  vielleicht  p 
Kreismikroroeterbestimmungen,  welchen  man,  unter  sich  verglichen, 
gleichen  Werth  zugestehen  müfste,  die  andern  m—p  aber  Helio- 
metermessungen,   die  ebenfalls  unter  sich  gleich  an  Werth.   den 
Kreismikrometerbestimmungen  vorzuziehen  wären,  so  nehme  man 
Bach  irgend  welcher  Schätzung  für  die  p  Beobachtungen  ein  h  an, 
fOr  die  m—p  ein  h'^  und  berechne  damit  das  wahrscheinlichste 
System  von  xyen.  s.vr.  unter  dieser  Voraussetzung.    Man  erhält 
dann  auch  die  einzelnen  Fehler,  welche  jeder  Beobachtung  beige- 
legt werden  müssen.    Bildet  man  nun  die  Summe  der  Quadrate 
der  Fehler  bei  den  p  Beobachtungen,  sie  sei  vv,  und  ebenso  bei 
den  «»—!>,  sie  sei  v'v\  so  wird  das  Yerhältnifs  von  h:h*  ia  dieser 
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Hypothese  sein  wie  y  -^  'V — n    i  ^löd  wenn  dieses  VerhSItnils 

genau  oder  hinlänglich  gen&hert  der  anfänglichen  Annahme  ent- 
spricht, so  wird  man  dabei  stehen  bleiben  können.  Entspricht  es 
ihm  nicht,  so  wiederhole  man  die  Rechnung  mit  Werthen  ffir  h  und  A', 
deren  Verhältnifs  sich  dem  zuletzt  gefundenen  genau  oder  nahe 
anschliefst,  und  fahre  so  lange  fort,  bis  die  bei  dem  Anfange  einer 
Rechnung  gemachte  Hypothese,  dem  Endresultate  aus  den  vv  und 
v*v'  abgeleitet,  gemäfs  ist  Auf  diese  Weise  ist  wenigstens  die 
Rechnung  in  sich  consequent,  und  setzt  nur  eine  Schätzung  der 
Gleichheit  mehrerer  Beobachtungen  derselben  Art  voraus,  welche 
immer  genauer  ausfallen  wird,  als  eine  Schätzung  ihrer  relativen 
wahrscheinlichen  Fehler  bei  ungleichem  Werthe.  Auch  wird  in 
der  Regel  die  Anzahl  der  Wiederholungen,  welche  nöthig  sein 
möchten,  nicht  so  grofs  als  man  fürchten  sollte.  Denn  da  f&r  jede 
Gattung  von  Beobachtungen  ^(A)  immer  ein  Maximum  für  A^^O 
ist,  so  werden  auch  schlechtere  Data,  wenn  sie  nur  zahlreich  genug 
sind,  Werthe  für  xyz  geben,  die  von  der  Wahrheit  sich  nicht  sehr  • 
entfernen,  selbst  wenn  man  die  schlechteren  Data  allein  benutzte. 
Verbunden  mit  den  besseren,  werden  die  Werthe  von  xyz  aus 
allen  Beobachtungen,  von  einer  nicht  gar  zu  grofsen  Verschieden- 
heit in  den  Annahmen  fELr  h  noch  weniger  afficirt  werden,  und  da 
von  diesen  Werthen  die  Fehler,  und  also  auch  die  Summe  ihrer 
Quadrate  vv  und  v'v'  allein  abhängt,  so  wird  meistentheils  nur  eine 
Wiederholung  nöthig  sein,  wenn  man  bei  der  neuen  Rechnung  das 
Resultat  der  ersten  für  h  und  h*  zum  Grunde  legt,  besonders  da 
ein  absolut  genaues  ZusammentrefiFen  gar  nicht  erforderlich  ist 
Je  geringer  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  desto  mehr  wird  freilich 
die  Verschiedenheit  der  h  von  Einflufs  auf  den  Werth  von  xye 
sein,  und  desto  wflnschenswerther  ist  es  in  diesem  Falle,  eine 
möglichst  genaue  Eenntnifs  des  gegenseitigen  Verhältnisses  der 
Genauigkeit,  sich  auf  anderm  Wege  verschaffen  zu  können. 

Dafs  diese  Schwierigkeit  in  der  Schätzung  von  h  eine  sehr 
reelle  ist,  zeigt  das  Beispiel  unserer  vorzQglichsten  Beobachter. 
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So  haben  6 aufs,  Bessel  und  Strnve  bei  ihren  geodätischen 
Messungen,  wobei  die  Wahl  der  Umstände  ihnen  freier  war,  es,  wie 
es  scheint,  als  Grundsatz  angenommen,  nur  dann  zu  beobachten, 
wenn  die  Umstände  eine  gute  Messung  hoffen  liefsen,  und  den  Vor- 
zug einer  gröfseren  Anzahl  gemischter,  an  Sicherheit  ungleicher 
Beobachtungen,  lieber  aufgegeben,  als  die  numerische  Schätzung 
der  gegenseitigen  Genauigkeit  yersuchen  wollen.  Dagegen  sind 
dann  auch  alle  Messungen,  welche  während  der  Beobachtung  f&r 
stimmfähig  erklärt  wurden,  benutzt,  ohne  Rücksicht  darauf,  wie 
genau  oder  weniger  genau  sie  sich  früheren  oder  späteren  an- 
schlössen. Wo  die  Natur  der  Sache,  wie  in  diesen  Fällen,  es  er- 
laubt, die  Gleichheit  der  äufsem  Umstände  abzuwarten,,  da  wird 
unstreitig  dieses  Verfahren  das  vorzüglichste  sein.  Wenn  aber, 
wie  bei  den  meisten  astronomischen  Bestimmungen,  die  freie  Aus- 
wahl in  Hinsicht  auf  die  äufsem  Bedingungen  der  Zuverlässigkeit 
nicht  gestattet  ist,  so  möchte  es  fast  vorzüglicher  sein,  lieber  etwas 
zu  wenig  in  der  Abschätzung  der  gegenseitigen  h  zu  thun,  als  zu 
viel;  lieber  allen  Beobachtungen,  falls  sie  nicht  schon  im  Voraus 
als  ganz  verwerflich  erkannt  sind,  wenn  man  einmal  angefangen 
hat  sie  zuzuziehen,  einen  von  der  Gleichheit  nicht  allzu  abweichen- 
den Werth  beizulegen,  als  durch  Verminderung  des  Maafses  ihrer 
Genauigkeit  einzelne  so  gut  wie  unnütz  zu  machen.  Man  wird  auf 
diesem  Wege  wenigstens  die  Unbefangenheit  des  Urtheils,  und  die 
Freiheit  desselben  von  dem  später  sich  zeigenden  Erfolge  am 
sichersten  bewahren,  dabei  den  Einflufs  möglicher  constanter  Fehler 
einer  besonderen  Gattung  schwächen,  und  doch  bei  vergröfserter 
Zahl  der  Beobachtungen,  weniger  den  absoluten  Werth  der  Unbe- 
kannten irrig  finden,  als  in  der  Schätzung  seines  Gewichtes  und 
der  Genauigkeit  der  einzelnen  Beobachtungen  fehlen.  Der  letztere 
Nachtheil  wäre  kaum  als  ein  solcher  zu  achten,  da  in  der  Eegel 
schon  der  constanten  Fehler  wegen,  die  Gewichte  unsicher  und  zu 
grofs  ausfallen.  Bei  weitem  mehr  wird  auf  der  andern  Seite  die 
Gefahr  zu  fürchten  sein,  durch  den  jedem  Beobachter  und  Berechner 
nar  allzu  natürlichen  Wunsch,  schönharmonirende  Resultate  aufzu- 
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weisen,  sich  verleiten  zu  lassen,  anter  dem  Vorhandenen  so  lange 
zu  wfthlen,  and  durch  leicht  anfisufindende  scheinbare  Orflnde  die 
Wahl  zu  rechtfertigen,  bis  der  versteckte  Zweck  erreicht  ist. 

Zar  Yermeidung  unnOthiger  Buchstabenanhäafiing  soll  im  Fol- 
genden immer  das  System  der  Oleichangen  ohne  EinfBhmng  des 
Factors  h  geschrieben  werden,  so  dafs  kftnftig  die  GrOlsen  f ,  tt,  a, 
by  c,  d,  e,  f  eigentlich  nicht  die  Fehler  der  Beobachtangen  and  die 
Differentialquotienten  selbst,  sondern  das  Product  des  jedesmaligen 
h  in  diese  Fehler  and  Qaotienten  bezeichnen.  Der  Kfirze  weg^ 
werden  sie  doch  die  Fehler  und  Differentialquotienten  genannt 
werden.  Alle  Gleichungen  sind  auf  diese  Weise  auf  eine  bestimmte 
Einheit  bezogen  und  haben  gleichen  Werth. 

Die  allgemeine  Aufgabe  ist  hiernach  folgende: 

Es  sind  in  tn  linearen  Gleichungen  von  der  Form: 

9  :=xax  4-6y  -hcz  -hdw  -f-eu  -{-ft  4-w 
(25) ...  v'  ^ a'x  4- b'y  -f- c'z  -f- d'w  -h e'u  -hft-hnf 

v**^  a**x  -f-  6"y  +  &*z  +  d**w  -*-  €f*u  4-  f*t  4-  n"  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

die  Werthe  aller  a,  b,  c,  d^  e^  f^  n^  gegeben.  Man  sucht  die 
Werthe  der  unabhängigen  Variabein  x,  y,  2?,  w,  w,  ^,  welche 
die  Function  i2,  wo 

Si^vv-h  v'v*  4-  v"v" ...  u.  s.  w. 
ist,  zu  einem  absoluten  Minimum  machen. 

Man  kann  hier,  ähnlich  wie  bei  einer  unbekannten  Grölse,  zu- 
erst die  Differentialrechnung  anwenden.  Wegen  der  Unabhängig- 
keit der  Variabein  theilt  sich  die  Gleichung  f&r  das  Minimum  von 
Si  in  die  sechs  besondem: 

(4^)-»  (4^)-°   (#)-» 

{^)-o    {^)'0    (^)-o 

oder  in  die  gleichbedeutenden  sechs: 
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dv        ,  dv*        ,,  dv*'  ^        dv        ,  dv'        ,,  dv" 

dx  ax  dx  dy  dy  dy 

dv    ,    .  dv'        ,,  dv*'  ^        dp         ,  dv'       ^,  dv"  ^ 

dz  dz  dz  du?  dw  dw 

dv    ,    t  dv*        ..  dv**  ^        dv         ,  dv*        ,,  dv"  ^ 

au  au  au  dt  dt  dt 

Bei  der  linearen  Form  der  Grondgleichniigen  (25)  finden  sich  so- 
gleich die  Werthe  der  partiellen  Dififerentialqnotienten 

dv  dv        ,       dv  dv        j      dv  dv       ^ 

«'  -xr*"^  -:7r-  =  ^t  -xir^d,  -j—^^e,  -jr-^h 


dx         ^     dy         ^     dz        ^     dw         ^     du        *     dt 


dx         ^    dy         ^    dz         *    dw         '    du         '    dt 

u.  s.  w.       n.  s.  w. 
so  dafs  die  Bedingnngsgleicbnngen  des  Minimums  werden 

^~|-=at;  +  aV  +  a'V'...  =  0     4^  =  &t;  + JV  +  6V'...-=0 

oder  wenn  man  hier  die  Werthe  von  v  snbstitnirt,  mit  Benutzung 
der  in  (12)  angegebenen  Summenbezeichnnng  symmetrischer  Func- 
tionen, nach  welcher 

av  -4-  a*v*  4-  a**v** . . .  =  [av]    hv  •¥  b*v'  4-  b'*v" . . . « [bv] 
an  4-  a'n'  4-  a*'n*' . . . « [aw]    aa  4-  a*a*  4-  a"a" . . .  =  [aa] 
ab  4-  a'6'  4-  a**b'* . . .  =  [a&]    ac  4-  a*&  4-  a"c"  . . .  =  [ac]  u.  s.  w. 
so  erhUt  man  als  die  sechs  Bedingungsgleichungen  des  Minimums, 
ans   welchen  die  Werthe  der  unbekannten  sich  ergeben,  die  fol- 
genden : 

[a  a]  X  4-  [ab]  y  4-  [a  c]  2r  4-  [a  d]  U7  4-  [a  e]  u  4-  [a  /]  <  4-  [a  n] «  0 
[ab]X'^[bb]y'h[bc]z  +  [bd]w  +  [be]U'h[bßt+[bn]^0 

[ad]aJ4-[6d]y4-[cd]£r4-[dd]w4-[de]u4-[d/]«4-[dn]  =  0 
[ae]  rr  4-  [6«]  y  4-  [c«]  fr  4-  [de]  u;  4-  [ee]  w  4-  [e/]  <  4-  [en]  ■=  0 
[aßX'h[bßy'h[cf]z  +  [dßW'^[ef]U'h\fßt'h[fn]^0 

jBDek^i  AUumdL  n.  S 
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Die  Bildang  der  Coefficienten  in  diesen  Gleichungen  ergiebt 
sich  ans  (25),  und  wird  durch  die  Bezeichnung  deutlich  aasge- 
drückt, um  die  erste  Gleichung  in  (27)  zu  erhalten,  multiplicirt 
man  jede  der  Gleichungen  (25)  mit  dem  Coefficienten,  den  o;  in  ihr 
hat,  und  vereinigt  alle  Producte  in  eine  Summe.  Bei  der  zweiten 
Gleichung  yerf&hrt  mai^  mit  dem  Coefficienten  y  eben  so.  Jede 
unbekannte  Variable  giebt  auf  diese  Weise  eine  Gleichung. 

Lineare  Gleichungen  wie  die  in  (27),  deren  Anzahl  gleich  ist 
der  Anzahl  der  Unbekannten,  geben  immer  bestimmte  Werthe  für 
die  letzteren,  sobald  die  Gleichungen  wirklich  verschieden  tob 
einander  sind,  und  keine  in  der  andern,  oder  in  einer  Verbindung 
mehrerer  anderer  enthalten.  Diese  letzte  Bedingung  l&üist  sich 
am  allgemeinsten  so  ausdrücken:  Wenn  <«o /'o  ^o  'o«  •  •«  «o  •  •  •  GröHsen 
bedeuten,  die  frei  von  den  unbekannten  xye  sind,  und  die  Bildang 
irgend  welcher  Gleichung 

(28) .... «0 [«v]  +  ßü [*v]  +  Yo [<^^] -^  <^o  [^^]  +  «0  [ev]  +  Co  \f^]^H 
möglich  ist,  so  werden  die  Gleichungen  [ar]  =  0,  \bv\^0  u.  s.  w., 
die  Werthe  der  Unbekannten  nicht  bestimmen  lassen;  und  umge- 
kehrt, findet  keine  solche  Gleichung  statt,  so  ist  die  Aufgabe  in 
Hinsicht  auf  die  Unbekannten  weder  unbestimmt  noch  unmöglich. 
Man  kann  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  (25)  eine  Olei- 
chung  von  ganz  analoger  Form  herleiten,  die  für  alle  Werthe  von 
xy  z  xjl.  %,  Yi.  gelten  mufs.  Multiplicirt  man  die  erste  der  Glei- 
chungen (25)  mit  V,  die  zweite  mit  v',  die  dritte  mit  v"^  und  addirt 
alle  Producte,  so  wird 

(9!^\         a?  [av]  -h  y  [bv]  +  z  [cv]  +  w  [dv]  +  u  [ev]  + 1  [fv] 

^  =t;(i?-n)  +  i;'(t;'~nO  +  t;"(v"-n")  .... 

Für  xy  z  u.  s.  w.  lassen  sich  aber  unter  allen  möglichen  Werthen« 
auch  folgende  annehmen,  in  welchen  $  ein  beliebiger  Factor  ist: 

auch  ist  es  klar,  dafs  vermöge  (25),  die  v  welche  aus  diesen  An- 
nahmen hervorgehen  würden,  die  Form  haben  müssen: 


J 
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WO  Ao,  X'q,  X'q  frei  von  xy  g  sind.  Führt  man  diese  Hypothese  in 
(29)  ein,  so  wird 

Könnte  folglich  eine  Gleichung  wie  (28)  statt  finden,  so  würde, 
wenn  man  sie  hier  substitnirt,  anch: 

also  da  S  vollkommen  willkürlich  ist,  nothwendig 

folglich  weil  [^^]  eine  Summe  von  Quadraten  ist,  zugleich 

/x   ,*     /N   .»     ^   .".     r.       f  und  eben  deshalb  [ni^] « 0 

sein  müssen.  Dieses  aber  heilst  nach  der  Bedeutung  von  Xq  X'^  X^... 
so  viel  als,  alle  Werthe  von  xyzn.H.^.  von  der  Form 

geben  einerlei  f,  t;',  v** . . .,  so  dafs  in  diesem  Falle  auch  wenn 
V  vW .,.  genau  bekannt  wären,  nnd  die  Bedingung  des  Minimums 
ganz  wegfiele,  die  Gleichungen  (25)  über  die  eigentlichen  Werthe 
von  xy  B  nichts  entscheiden  könnten.  Fälle  dieser  Art  wo  die 
Aufgabe  an  sich  unbestimmt  ist,  gehören  offenbar  nicht  hierher: 
So  oft  die  Aufgabe  überhaupt  bestimmt  ist,  so  oft  wird  auch  die 
Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmte 
Werthe  vermöge  der  Gleichungen  (27)  geben. 

Für  die  Praxis  wird  es  nicht  gerade  nöthig  sein,  dafs  eine 
Gleichung  wie  (28)  in  völliger  Strenge  statt  finde,  um  die  Auf- 
gabe unbestimmt  zu  machen.  Werden  für  ein  System  von  ct^ßoro-" 
die  Coefficienten  der  Unbekannten  in  dieser  Gleichung  nur  über- 
baupt  so  klein,  dafs  die  Summe  ihrer  Producte  mit  den  immer  als 
Oröfsen   der  ersten   Ordnung   zu  betrachtenden  xy  z  .  . . ,  einer 

Oröfse  der  zweiten  Ordnung  gleich  zu  schätzen  ist,  welche  bei 

6* 
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« 

dieser  Bechnnng  Oberhaupt  vernachlässigt  wird»  so  mofs  die  Auf» 
gäbe  practisch  als  anbestimmt  betrachtet  werden.  Dieses  wflrde 
der  Fall  sein,  wenn  das  Verbftltnifs  der  Coefficienten  in  allen 
Gleichungen  (27)  bei  verschiedenen  unbekannten  constant  wSre* 
Allein  eben  damit  wäre  auch  ein  gleiches  constantes  Yerhältnif» 
der  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (25)  bedingt,  und  Ar  diese 
folglich  auch  die  Aufgabe  practisch  unbestimmt,  üeberhaupt  gelten 
die  Vorschriften,  welche  für  die  Wahl  der  Gleichungen,  aus  denen 
unbekannte  Gröfsen  gefunden  werden  sollen ,  in  Hinsicht  auf  die 
practische  Sicherheit  des  Resultats  in.  den  gewöhnlichen  Fällen 
gegeben  werden,  gröfstmöglichste  Verschiedenheit  der  Coefficienten 
in  Gröfse  und  Zeichen,  auch  für  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate. Eine  Bemerkung,  die  in  der  Folge  auf  bestimmtere  Be- 
dingungen zurückgeführt  werden  wird. 

Die  Elimination  aus  den  Gleichungen  (27)  geschieht  am 
leichtesten  auf  die  gewöhnliche  einfache  Weise  der  successiyen 
Substitution.  Man  sucht  aus  der  ersten  Gleichung  den  Werth  von  x 
als  Function  der  übrigen,  und  setzt  diesen  Werth  in  alle  folgenden. 
Mit  den  fünf  hieraus  hervorgehenden  Gleichungen  zwischen  ffinf 
Unbekannten,  verfährt  man  eben  so,  bis  man  zuletzt  auf  eine  Olei- 
chung  mit  einer  unbekannten  koiAmt  Des  folgenden  wegen  wird 
es  indessen  nöthig  sein,  für  diese  Operationen  nach  Gaufs's  höchst 
eleganten  Vorschriften  bestimmte  Buchstabenbezeichnungen  ein- 
zu^hren. 

Man  setze  die  linke  Seite  der  ersten  Gleichung  von  (27)  =  1 
so  dafs 

[aa]  x-h  [ab]  y  +  [ac]  z  +  \ad\  w  4-  [ac]  u  -h  [a/]  %  4-  \afi[  =  A 

Die  Annahme  . . . .  ^  »  0  . . . .  giebt  dann 

j,^       [a6]  \ac\  ^      {aä\  ^       [ae]  ^       \af\  ^ [oiil 

\a(i\  ^       \ad[  \aa\  \aa\  \a(i[  \a(i[ ' 

Sabstituirt  man  diesen  Werth  in  die  andern  f&nf,  und  vereinigt 
man  in  jeder  die  Coefficienten  derselben  Unbekannten  in  ein  Glied, 
so  zeigt  der  blofse  Ueberblick,  dais  folgende  besonders  zu  bezeich* 
nende  Formen  entstehen  werden: 
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(30) 


[de] — [^[a«]  =  [(?e 


m- 


[aa] 

[ad] 
[aa] 


[af]^[df 


[ee]  — -^ — ^[ae]^[ee 


[ef]- 


[aa] 
[af] 


[«/]  =  [ef 


[ff]-f^fW]-[ff 

r      1         [^^]    r      1       r 

[cnj  — j — ^  [aw]  =  [cn 


[dn]- 


[aa] 

[ad] 
[aa] 

[ae] 


[an]  =  [S.n 


[en]  — f — f-  [an]  =»  [en 


[fn]- 


[aa] 
[aa] 


[an]  =  [/■« 


Die  fttnf  Oleichungen  nach  der  Elimination  von  x  sind  also 
die  folgenden: 

•  l]w  +  [be'  1]  u  +[bf-l]t  +  [bn  •  1]=0 

•  1] «;  +  [c«  •  1] «  +  [c/"- 1]  <  4-  [cn '  1]=0 
.  1] «  +  [de  •  1]  tt  4- [d/"- 1]  f  +  [dn .  1]=.0 

•  1]  w  +  [«e •  1] tt  +  [ef-  l]t  +  [en •  1]=0 
.  1]  m;  +  [e/'.  1]  tt +  [/•/'.  1]  <  + r/^rt .  1]=0 

Setzt  man  hier  wieder  die  linke  Seite  der  ersten  =  B'  so  wird 
für  B'-O 

[bc'l]  [bd-1]  [be-1]  [bf-l]    .      [bn-l] 


[bb-l]y  +  [bc'l]z  +  [bd 
[bc -  l]y  +  [cc •  1] g  +  [cd 
(31)  [bd-l]y  +  [cd'l]g  +  [dd 
[be  •l]y  +  [ce'l]z  +  [de 
[bf-l]y  +  [cf-l]z  +  [df 


y 


z  — 


t— 


[bb'l]  "       [bb'l]  [bb'l]  [bb'l]  [bb'l] 

nnd  die  Substitution  dieses  Werthes  f&hrt  auf  folgende  Coefftcienten : 
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(32) 


[ec .  1]  - 
[cd  •  1]  - 
[ce-l]- 
[cf'l]- 


[dd'l]- 
[de .  1]  - 


[d/.l]- 


[bel] 
[bb .  1] 

[bc-1] 

[bb '  1] 

[be-l] 
[bb '  1] 

[bc  •  1] 
[bb  •  1] 

[bd'l] 
[bb  •  1] 

[bd  •  1] 
[66.1] 

[bd-1] 
[bb '  1] 


[bc .  1]  =  [ce .  2] 
[bd-i]^[cd-2] 
[be .  1]  •=  [ee  ■  2] 
[6/'.l]-[c/'.2] 


[M .  1] -=  [(W .  2] 
[6e.l]>[(20-2] 
[6/'.l]-[d/'.2] 


[ee-l]- 


[ff-1]- 


[cn  •  1]  — 
[dn  ■  1]  — 
[ert .  1]  - 
[fnl]- 


[be- 

1] 

[bb- 
[be- 

1] 
1] 

[bb- 
[bf 

1] 
■1] 

[bb- 
[bc- 

■1] 
•1] 

[bb 

[bd- 
[bb- 

[be 

•1] 

1] 
1] 

•1] 

[bb 
[hf- 

■1] 
1] 

[bb- 

1] 

[6e.l]  =  [«e.2] 
[bf-l]r^[ef.i 


[bf'l]  =  [ffn 


[Jn.l]  =  [<!n-2] 
[6n-l]  =  [dn-2] 
[6n.l]  =  [eif2] 
[6n-l]  =  [/»i-2] 


(38) 


Hieraas  folgen  die  Gleichnngen 

[ce  •2]z  +  [cd-2]w  +  [ce'2]u  +  [cf-  2]  <  +  [cn  •  2]  =-0 
[cd .  2]  *  +  [d(i  •  2]  w  +  [de .  2]  tt  4-  [df-  2]  <  +  [dn  •  2]  -=  0 
[ce  •  2]  «  +  [de  •  2]  u;  +  [ee .  2]  t«  +  [e/"-  2]  *  +  [c«  •  2]  >-  0 
[c/'.  2]  <•  +  [d/".  2]  u;  +  [e/".  2]  «  4- [/■/■•  2]  <  +  [/■«  •  2]  =  0 

Die  linke  Seite  der  ersten  derselben  sei  »>  C".  Ans  C"  -»  0  folgt: 

, [cd.  2]  [ce.2]  [c/'-2]  [cn.2] 

[cc.2]  [cc.2]  [cc.2]  [cc.2] 

nnd  die  Snbstitation  dieses  Werthes  verlangt  folgende  neue  Grfifsen 


(34)  [<i/-2]-|^[c/'.2]=-[d/'.3] 

f"*21-[^f''*2^"f''-^^ 
f''^•2]-{^}[*^2]»[e^3] 


f''^'2]-^[cr2]-[f^3] 

f''*»'21-[^f'^-21"=[*»-^l 
f***-2^-[^jf'*-21-f«"-^^ 
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womit  die  neuen  Gleicbongen  werden: 

[dd  •3]w+  de-S]u  +  [df'S]t  +  [dn  -  3]  =  0 

(35) [rfe  •  3]  w  +  lec  •  3]  tt  4-  [«/■•  3]  «  4-  [en  •  3]  =  0 

[df-S]w  +  [ef-S]u  +  [ff-3]t  +  [fn-Z]'-0 

Wiederom  giebt,  wenn  die  linke  Seite  der  ersten  durch  D"'  be* 
zeicbnet  wird,  2>'"  =  0 


[dd-Z]  [dd-3] 


[dd-B] 


Macht  man  daher: 


[« •  3]-  &ä  [de-  3]  =  [ee  •  4] 


(36)  [e/'.  3]- 
[^•3] 


[dd3] 

[de- 3] 
[dd'S] 


[df-3]=[e/'.4] 
[df-d]=\ff.4] 


[««•3]-B§^  [dw3]=-[cn.4] 


[/•n.3]- 


[dd-3] 

[d^3] 
[dd-i] 


tän-3]'«[/h-4] 


(37) 


[dd-3] 

so  hat  man  nur  noch  die  zwei  Gleichungen: 

[ee  •  4]  u  +  [e/*  -  4]  <  +  [en  -  4]  —  0 
[e/"  -  4]  «  +  [/ir  -  4] « +  [/'n  •  4] -=  0 

In  dem  bisherigen  analoger  Weise  f&hre  man  E"  ein  und  entnehme 
ans  E"^0 


[e«-4]  [ee-4] 

und  fOr 

(38)[/f-4]-fc^j[e/.4]=[/y.5]  ;  [/•„.4]-[^[en.4]-[/n.6] 

wird  die  letzte  Gleichung 

(39).../. [ff'b]t^{fn^b]^0 

Die  linke  Seite  gleich  F"'  gesetzt,  und  F^^O  genommen^  giebt: 

.  Ifn^b] 

wodurch  t  bekannt  ist  Man  sabstitnire  den  Werth  yon  tisiE^  ^  0, 
so  hat  man  u;  womit  aus  D'"^0.  ..w^  und  eben  so  aus  C  — 0, 
B'^0,  ^  » 0,  nach  einander  t^yx  folgen. 
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Die  Biezeichnangen  sind  sehr  geeignet,  die  üebersicht  Über  die 
vielen  Hulfsgröfsen  zu  erleichtem.  Giebt  man  den  linken  Seiten  der 
übrigen  Gleichungen  in  (27),  ähnlich  wie  der  Werth  derselben  bei 
der  ersten  im  Allgemeinen  durch  Ä  ausgedrückt  worden,  die  Be- 
zeichnungen B  C  D  E  F^  und  verfährt  auf  gleiche  Weise  bei  den 
abgeleiteten  (31)^  (33),  (35),  (37),  (39),  so  hat  man  das  Schema: 

A 


B 

B' 

C 

C 

C" 

D 

D* 

D" 

D"' 

E 

E' 

E" 

E'" 

E" 

F 

F' 

F" 

F'ii 

J,'IV 

wodurch  die  Beziehung  auf  jede  einzelne  Gleichung  leicht  zu  übe^ 
sehen  ist. 

Eben  so  ist  die  Bezeichnung  aller  Hulfsgröfsen  [bb  •  1],  [Jc-l], 
[cc  •  2]  u.  s.  w.  in  dem  allgemeinen  Schema  enthalten : 

wenn  aß y  irgend  welche  Buchstaben,  und  fi  eine  beliebige  ZaU 
bedeutet. 

Die  allgemeine  Form  jedes  der  Systeme  von  Gleichungen  (27), 
(31),  (33),  (35),  (37),  bringt  es  mit  sich,  dafs  die  Polgereihe  dar 
Coefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  in  einer  und  der- 
selben Gleichung,  also  in  horizontaler  Beihe,  auch  in  verticaler 
Richtung  bei  derselben  Unbekannten  in  den  verschiedenen 
Gleichungen  sich  findet  Wenn  deshalb  die  Anzahl  der  unbe- 
kannten gleich  i  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Coefficienten,  die  aus  n  ge- 
bildeten mit  einbegriffen,  in  (27)  gleich  — — -J^ —  1  =  -^ — , 

woraus  für  die  abgeleiteten  Coefficienten  in  den  andern  Systemen 
folgt: 

Anzahl  in  dem  Systeme  B'  C  u.  s.  w. ^-^ 

(i-2)(i-H) 
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und  so  fort  bis  zu  der  Zahl  2  in  der  letzten  Oleichnng  hemnter. 
Die  ganze  Anzahl  aller  aus  den  Sammencoefßcienten  von  (27)  ab- 

geleiteten  andern  Zahlengröfsen  beträgt  damit  -^^ ^7^ —y 

nnd  wenn  man  dazu  die  Anzahl  der  Ooefßcienten  in  (27)  selbst 
legt,  so  sind  bis  zu  den  Endgleichnngen  Ä  B*  C**  D'**  u.  s.  w.  zu- 
sammen — ^^ — HT^ ztt  bildende  Gröfsen  nöthig.    Die  Weit- 

läuftigkeit  der  Rechnung  nimmt  deshalb  sehr  zu,  wenn  die  Anzahl 
der  unbekannten  wächst 

Der  leichteren  üebersicht  wegen  mögen  noch  die  End- 
gleichungen, aus  welchen  die  Werthe  der  unbekannten  unmittelbar 
folgen,  hier  zusammengestellt  werden: 

[ab]  [ac]  [ad]  [ae]  [af]     .     [an]        ^ 

[aa]   ^     [aa]  [aa]  [aa]  [aa]  [aa] 


[bc'l]       [bd'l]         [be-l]        [bf 


[66.1]     •  [66.1]      ■  [66.1]     '  [66 


(40)  [cc-2]         [cc.2]        [cc 


[de '  3]        [df 

W+r  .  ,      ^,«4- 


[dd'S]     '  [dd 


u+ 


2]    ■  [cc.2] 

3]      [*i^_ 
Sy     [dd-3] 


[e^.4]       [«6-4] 

[ff'ö] 

Man  kommt  genau  zu  denselben  Oleichungen,  wenn  man  ähnlich 
wie  bei  dem  einfachen  Falle  einer  unbekannten  Gröfse,  ohne 
Hülfe  der  Differentialrechnung,  der  Function  Si  eine  solche  Form 
^ebt,  dafs  das  Minimum  unmittelbar  daraus  hervorgeht.  Zugleich 
erlangt  man  eben  dieselben  Vortheile  in  Bezug  auf  das  Gewicht 
der  unbekannten  nnd  die  Orölse  des  absoluten  Minimums,  welche 
schon  bei  einer  Unbekannten  durch  die  ähnliche  Umformung  er- 
reicht wurden. 


(41) 
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Die  wirkliche  hierzu  nöthige  Entwickelang  von 

indem  man  die  Quadrate  von  v  selbst  aus  (25)  ableitet  und  sub- 
stituirt,  wird  durch  die  Bezeichnungsart  leicht  hingeschrieben  wer- 
den können.  Da  alle  v  einerlei  Form  haben,  so  erhebe  man  eines 
derselben  in  das  Quadrat,  und  verwandele  dann,  um  i2  zu  erhalten, 
alle  aus  n,  a,  &,  c,  df,  e,  f  gebildeten  Gröfsen  durch  eckige  Klam- 
mern in  Summen.    Hieraus  folgt  der  Ausdruck: 

[aä]xx 
+2[a6]a:y-H  [bb]yy 
+2[ac]a;^  'h2[bc]ye  +  [cc]ez 
'h2[acl]xw'h2[bd]yw'h2[cd]zw-h  [dd]ivw 
H-2[ae]a;M  •h2[be]yu  +2[ce]£'w  -+-2[de]u;u  -f-  [ee]uu 
+2[af]xt  'h2[bf]yt  -h2[cf]zt  'h2[df]wt  •h2[ef]ut+  {ff]tt 
+2[an]a?    -f-2[6n]y   +2[cn>    -f-2[dn]t^    +2[en]M  +2[fn]t-h[nn] 

Man  nehme  hier  alle  Glieder,  die  x  enthalten,  heraus,  und 
bringe  sie  in  eine  quadratische  Form.    Jede  Function 

a^FxX'h2Qx  +  B 

kann  auch  geschrieben  werden 

Ffir  den  gegenwärtigen  Fall  wird  folglich 
Px  -hQ^  [aa]  x-h  [ab]  y-f-  [ac]  z-k-  [ad\  «;+  [ae\  «+  [a/*]  <+  [an]^A 
wo  Ä  denselben  Werth  hat  wie  oben  bei  der  Ableitung  der  For- 

mein  (30),  und  das  Glied  -^  wird  nach  der  wirklichen  Entwicke- 
lung  die  Form  haben: 
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+  2 


+  2 


[aa] 

[ab] 
[aä\ 

M. 

[aa] 


yy 


{ac^ye  + 
\ad\  yw  +  2 


f«^?.. 


[aa] 

\acl 
[aa] 


[ad]ew 


[ad] 
[aa] 


2 


tow 


-h  2  -^— ^  [ae]  yu  +  2  -^ — f  [ae]  zu-h2  4 — f  [^«] 


wu 


+  2 


[aa] 
[ab] 


[af]yt  H-2 


H- 2 -f-4- [aw] y    -f-2 
[aa]  *-    -"^ 


+  2 


[acl 
[aa] 

[ac] 
[ad] 

jael 
[aa] 

[ae] 


[af]zt  +2 
[an]£    +2 


[ad] 
[aa] 

[ad] 
[aa] 


[af]  wt 
[an]tD 


uu 


[aa] 
[ae] 


[aßut-h 


[aa] 
[af] 


tt 


±2-^ — ~[an]t  +2-^-^-[an]^  + 


[aa] 


[aa] 


[anp 
[aa] 


Yereinigt  man  diese  Glieder  mit  denen  in  üj  welche  frei  von  x 
sind,  oder  bildet  man  die  Function 

-B — p- 

80  wird  man  finden,  dafs  alle  HfilfsgrOfsen,  welche  in  (30)  gebildet 
sind,  hier  wieder  ihre  Anwendung  finden.  Man  kann  anTserdem 
noch,  der  Analogie  wegen,  ein  Glied,  was  hier  neu  sich  bildet 

[any 


[nti]  — 


[aa] 


[nn  •  1] 


setzen,  und  erhält  dann  folgende  allgemeine  Form  ffir  O 


(42) 


[aa] 


[bb.l]yy 
'h2[bc'l]yg  +    [cc'l]ze 
+  2[bd'i]yW'h2[cd'l]zW'h    [dd'l]ww 
4-2[6e-l]yu4-2[ce-l]^tn-2[dc«l]ti;u+    [6e«l]uu 
+  2[ft/-l]y«  'h2[cf'l]zt  'h2[df'l]wt 'h2[ef'l]ut 
+  2[fcn*l]y    +2[cn-l]«    '^2[dn'l]w  +2[6n-l]u 

+    [ff'l]tt 

+  2[/'nl]«  +  [nn.l] 
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Von  der  allgemeinen  Gfiltigkeit  dieser  Formel  kann  man  sich 
anch  anf  anderm  Wege  überzeugen. 

Multiplicirt  man  in  (25)  die  Gleichungen  aaf  beiden  Seiten  re- 
spective  mit  v,  v',  v*' ...  so  erhält  man 

fl  =  [av]  X  -H  \bv\  y  +  {cv\  z  +  [dv\  w  +  [ev\  u  +  [fv]  t  +  [nv] 

und  wenn  man  in  [nv]  die  Wertbe  von  v  selbst  substitnirt,  oder 
um  [nv]  zu  finden,  die  Gleichungen  (25)  respective  mit  n,  n'^  n" ... 
Vi.  s.  w.  multiplicirt: 

Q  »     [av]  X'h[hv]y-+'  [cv]  z  +  [dv]  w  +  [ev]  u  ■+-  [fv]  t 

+  [an]  X  +  [bn]  y  -f-  [cn]  z  +  [dn]  w  +  [en]  u  -H  [fn]  t  +  [nn] 

welches  mit  (41)  fibereinstimmt.  Denn  die  Gleichungen  (27)  sind, 
der  Bedingung  des  Minimums  wegen,  dadurch  entstanden,  dafs  man 
[av],  [bv],  [cv],  [dv],  [ev],  [fv]^  oder  nach  der  später  erwähnten  Art 
der  Bezeichnung -4, 5,  C,D,E,F^O  setzte,  woraus  sich  die  Iden- 
tität der  hier  angewandten  Coefficienten  von  Xy  y,  z,  n.  s.  w.  in  der 
ersten  Beihe,  mit  den  Gleichungen  (27)  ergiebt.  Multiplicirt  man 
aber  die  Gleichungen  (27)  respective  mit  x,  y,  z,  tv,  u,  t,  addirt  die 
Producte  und  fugt  die  andern  Glieder  in  diesem  Ausdruck  yon  i2 
hinzu,  so  entsteht  die  Gleichung  (41). 

Zieht  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  y — f  oder  -? — ^  ab,  nnd 

[aaj  [aaj 

entwickelt  auf  der  rechten  Seite 


[aaj  [aa]  [aa] 


[av]x^-f — f '=*[»^]{^  — 4 — T 
^    ^        [aa]      *-    -^  [        [aa] 

l      [aa]         [aa]         [c^o] 

_j        [<^b]         [ac]^      M]^.      [ae]^      [af]  A 

I      [aa]  ^      [aa]         [aa]  [aa]         [aa]    J 

f        r         1  [^f>]    r        -1  [ötcl   r       ,  [ad]   ^        , 

I      ^      ^         [aa]  "-     ^^      [aa]  "-     ^        [aa]  ^     ^ 

[aa]  ^     ^         [aa]  ^    ^        [aa]  j 
so  erhält  man  die  Form 


w 


t 
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Nun  aber  entstanden  die  Gleichungen  (31)  oder  B*,  O,  D',  E\  P, 
aus  der  Elimination  von  x  zwischen  B  und  -4, 6' und  -4,  D  und  A  u.s.  w* 
vodorch  offenbar 

folglich  wird  die  neue  Function 

Q — ^^^B'y-^OZ'^iyw  +  Bu-^'Pt 
[aä\ 

welches  die  Formel  (42)  ist. 

Aus  dieser  Ableitung  geht  hervor,  dafs  ein  ganz  ähnliches 
Verfahren  hei  allen  Systemen  von  Gleichungen  augewandt  werden 
kann,  deren  Ooefflcienten  eben  so  symmetrisch  geordnet  sind  wie 
die  der  Gleichungen  (27),  und  da  bei  allen  folgenden  Systemen 
dieser  Fall  eintritt,  so  wird  eine  weitere  Entwickelung  unnöthig 
sein.  Man  übersieht  sogleich,  dass  die  folgende  Endform  richtig 
sein  muls. 

Zuerst  ffihre  man  noch  folgende  neue  Hülfsgröfsen  ein*: 


(43r 


r         Ol      [cn.2P      r        Ol        r        M      [/"«•Ö?      r        ßi 
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Ferner  setze  man  wie  oben: 

[aälx-hlab]    y+[ac]    e-^lad]    w-hlae]    tt+[a/']    *+[an]    ^Ä 
[bb'l]y-h[bC'l]Z'h[bd'l]W'h[he'l]u+[bf'l]t'h[bn'l]=B* 
[cc'2]Z'h[cd'2]W'^[ce'2]U'h[cf'2]t'h[cn'2]^C" 
(43)  [dd.3]u;H-[de.3]MH-[d/^.3]«+[dii.3]=iy" 

[ce-4]wH-[«/*-4]f-+-[ctt.4]=£^ 
[ff'b]t-h[fn'b]^F^ 

Gleichungen,  welche  immer  den  ersten  Gleichungen  in  den  Systemen 
(27),  (31),  (33),  (35),  (37),  (39)  correspondiren.  Dann  wird  fttr  jedoi 
Werth  von  x,  y,  e^  u.  s.  w. 

^^^''         [aa]'^[bb.l]'^[cc'2]'^W^'^l^ei:]'^[^ 

Bei  dieser  neuen  Form  ist  es  ein  wesentlicher  umstand,  daft 
alle  Nenner  [aa],  [66-1],  [cc-2],  [dd-S],  [«6-4],  [ff^b],  ihrer 
Natur  nach  positiv  sein  müssen.    Für 

[aä]  ^aa  +  a*a*  -f-  a**a"  + . , . 

als  einer  Summe  von  Quadraten  ist  dieses  von  selbst  einleuchtend. 

AA 
In  Bezug  auf  [ftft-l]  betrachte  man  die  Function  Ä — ? — ^.    So- 
wohl nach  den  letzten  Formeln  als  nach  der  obigen  Entwickelung 
ist  diese  Function  frei  von  x.    Hätte  man  daher  in  ü^  den  WerÜi 
von  X  substituirt,  der  aus  ^  =  0  hervorgeht,  so  würde  man  sogleid 

AA 
ß — P — T  erhalten  haben,  oder  wenn  man  in  jedem  v  dem  x  doi 

Werth  gegeben  hatte,  für  welchen  A  =  0  wird,  so  würde  die  Summe 

A^ 
der  Quadrate  dieser  v  gleich  ß  — — -  geworden  sein.    In  diesem 

Falle  würde  der  Coefftcient  von  yy  gleich  [bb-l]  geworden  sein,  folg- 
lich muTs  [bb  •  1],  als  eine  Summe  von  lauter  Quadraten  der  nenea 
Goefücienten  von  y  in  jedem  v,  nothwendig  immer  eine  positive 
Gröfse  bleiben.  Eben  diese  Schlufsart  ist  lauf  alle  anderen  Nenner 
anweiidbar.  So  würde  [cc  -  2]  der  Coefficient  von  ez  geworden  sdn, 
wenn  man  in  jedem  v  den  Unbekannten  x  und  y  die  Werthe,  welche 
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ans  -4  =  0  und  B'  =  0  hervorf^ehen,  g^leich  anfangs  gegeben  h&tte, 

nnd  dann  durch  Erhebung  jedes  v  in  das  Quadrat,  und  die  Sum- 

AÄ        B*  B* 

mirung  aller  Quadrate  die  Function  Ä  —  -7 — = p,,    ^^   unmittel- 

^  \aa\       \bo  •  1] 

bar  entwickelt  erhalten  hätte.    Eben  so  ist  [dd  •  3]  der  Coefflcient 

von  ww  nach  der  Elimination  von  o;,  y^  z,  aus  den  ursprfinglichen 

BediDgungsgleichungen  yermittelst  ^  =  0,  £'  =»  0,  C"  =  0  u.  s.  w. 

Hieraus  folgt,  dafs,  da  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (44) 
aus  lauter  positiven  Gliedern  zusammengesetzt  ist,  von  denen  jedes 
folgende  Glied  immer  eine  unbekannte  GrOfse  weniger  als  das  vor- 
hergehende enthftlt,  und  deshalb  auch,  weil  die  Unbekannten  selbst 
unabhängig  von  einander  sind,  kein  Glied  durch  das  andere  seinem 
Werth  nach  bedingt  ist,  der  absolut  kleinste  Werth  von  Si  nur 
dadurch  erhalten  werden  kann,  dafs  man  jedes  einzelne  Glied  —  0 
setzt.  Die  Bedingung  des  Minimums  ist  folglich,  übereinstimmend 
mit  dem  durch  die  Differentialrechnung  gefundenen  Resultate,  in 
den  Gleichungen 

^  =  0,    B'  =  0,    C''=0,  D'"  =  0,    jE'^  =  0,    J^  =  0 

nothwendig,  aber  auch  vollständig  enthalten. 

Indessen  giebt  die  neue  Form  (44),  aufser  den  Bedingungen 
des  Minimums,  auch  noch  den  numerischen  Werth  dieses  Minimums 
selbst,  nämlich  [nn*6],  und  gewährt  dadurch  eine  höchst  scharfe, 
und  bei  der  Weitläufigkeit  der  Rechnung,  eine  höchst  erwünschte 
Prüfung  über  das  ganze  Eliminationsverfahren.  Hat  man  nämlich 
die  Werthe  von  x,  y,  z,  n.  s.w.  aus  den  Bedingungsgleichungen 
des  Minimums  entwickelt,  so  wird  man  in  der  Regel  auch  die  Mühe 
der  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  (25)  nicht 
scheuen,  um  die  Fehler^  welche  nun  noch  übrig  bleiben,  einzeln 
kennen  zu  lernen.  Erhebt  man  dann  jeden  dieser  so  bestimmten 
Fehler  in  das  Quadrat,  und  bildet  die  Summe  der  Quadrate,  so 
mufs  diese  ^[nn*6]  werden,  versteht  sich  innerhalb  der  Grenze 
der  Genauigkeit,  welche  die  angewandten  Logarithmentafeln  er- 
lauben.    Die  üebereinstimmung  controllirt  die  ganze  Rechnung 
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von  den  Gleichongen  (25)  an,  so  daCs,  wenn  man  nach  dem  obigen 
VorBchlage  diese  Gleichnngen  besonders  geprüft  hat,  die  Richtig- 
keit der  Rechnung  verbürgt  werden  kann.  Dabei  ist  der  za  dieser 
Controlle  nothige  Zeitaufwand  höchst  gering.  Es  wird  nur  die 
Bildung  der  ersten  sechs  Hülfsgröfsen  in  (43)*  erfordert,  deren 
Anzahl,  wenn  man  noch  [nn]  hinzurechnet,  was  früher  auch  nicht 
eingeführt  war,  sich  auf  (t  + 1)  neue  Gröfsen  beläuft  Wenn  also 
vorher  die  Anzahl  der  Summencoefücienten  in  den  Gleichungen  (21) 
»(iH-3)  .,     .     .^^        i(i  +  3)       ,        (•+l)(t  +  2) 

(i  —  1)  i  (i  -f-  4)  • 
und  wenn  vorher  -^^ ^^ neue  Hülfsgröfsen  daraus  abge- 

,  ..  .  ,  ,  .  ^  ^(»-l)i(i  +  4)  .^  i(i  +  l)(i+2) 
leitet  wurden,  so  werden  jetzt  ^ ^-^ +  ♦  oder  -^ — sr4 — 

daraus  berechnet.    Die  ganze  Anzahl  aller  Zahlengröfsen  betrag 

,        i(i+l)(t  +  5)         ^      .x^     ^    X    11    (i  +  l)(iH-2)(t+3) 
vorher  — ^^ — ^^ ^,  und  mit  der  Controlle  ^ 2-3    — 

Die  entwickelte  Form  des  Minimums 

rnnßl-rnni     »^^^J'     t^^'^'     t^^'^^     tdn>3?     [en^JY    {fn^hf 

zeigt  übrigens,  wie  es  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  da&  nach 
dieser  Substitution  der  Werthe,  welche  das  Minimum  bewirken, 
alle  [an],  [bn  •  1],  [cn  •  2],  u.  s.  w.,  folglich  auch  alle  [an],  [bn],  [cm], 
[dn],  [en],  [fn]y  sämmtlich  »0  werden  müssen. 

Wenn  gleich  durch  die  bisher  gegebene  Auflösung  der  niehste 
Zweck,  die  Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbe- 
kannten, vollständig  erreicht  ist,  so  würde  doch  ein  Hauptvortheil 
bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  ja  Tid- 
leicht  der  wesentlichste  und  wichtigste  Nutzen,  den  sie  gewibii, 
ganz  wegfallen,  wenn  man  nicht  zugleich  auch  den  Grad  der 
Sicherheit  kennen  lernte,  den  die  erhaltenen  Werthe  haben  werden. 
Schon  ehe  man  diese  Methode  kannte,  hatte  man  durch  Yerviel- 
fältigung  der  Beobachtungen,  und  mannichfache  Combination  dtf 
Bedingungsgleichungen,  den  Mangel  an  Consequenz,  den  die  frühere 
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empirische  Weise  unbekannte  Oröisen  aas  beobachteten- Weitben 
[za  bestimmen  nothwendig^  haben  mn£rte,  hftnflg  mit  dem  besten 
Erfolge  ersetzt»  so  dafis  die  Behaaptnng  mehrerer  berOhmter  Astro« 
Bomen,  wie  z.  B.  eines  Delambre,  in  der  ersten  Zeit  der  An- 
wendonfi^  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Beobachtung  nickt 

* 

ganz  vngegrflndet  war,  man  könne  auf  den  gewöhnlichen  Wegen 
fast  dieselben  Werthe  der  unbekannten  finden.    Die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  kann  und  soll  ihrer  Natur  nach  nicht  etwas 
ganz  Neues  sonst  gar  nicht  Erreichbares  geben.    So  wie  im  ge- 
wöhnlichen Leben  practischer   Blick   und  richtiges  ürtheil   das 
wahrscheinlichere  Besaltat  yon  dem  weniger  wahrscheinlichen,  be- 
sonders in  einfachen  FUlen,  und  da  wo  keine  absolute  SchSrfe 
verlangt  wird,  meistentheils  unterscheiden  l&fst,  so  werden  bei 
einiger  Uebung  auch  Werthe  der  unbekannten,  die  von  den  wahr- 
scheinlichsten nicht'  sehr  abweichen,  aus  den  vorgelegten  Beobach- 
tungen sich  auch  ohne  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung wohl  ermitteln  lassen,  besonders  wenn  die  Anzahl  der  ünbe« 
kannten  nicht  sehr  grofs  ist.    Dafs  indessen  diese  letztere  Be-* 
schrftnkung  dabei  sehr  zu  beachten  ist,   lehrt  die  Erfahrung  aller 
früheren  Zeiten  auf  das  deutlichste.    Immer  gingen  die  frflheren 
Methoden  darauf  hinaus,  die  unbekannten  wo  möglich  einzeln  zu 
bestimmen.    Ffir  die  Elemente  der  Planetenbahnen  z.  B.  benutzte 
man  bei  jedem  einzelnen  ganz  allein  die  Hauptepochen,  welche  es 
am  Bch&rfsten  zu  geben  versprachen,  und  liefs  die  Beobachtungen, 
in  i^elchen  kein  Element  einen  ganz  tLberwiegenden  Einflufs  äufserte, 
nur  als  eine  ziemlich  rohe  Bestätigung  der  anderweitig  erhaltenen 
Bestimmungen  gelten,  ohne  sie  in  gehörige  Verbindung  mit  den 
flbrigen  zu  setzen.    Der  Vortheil  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate besteht  bei  der  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Werthe 
demnach  hauptsächlich  darin,  dais  diese  Methode  in  allen  Fällen, 
gleichviel  ob  eine  gröfsere  oder  geringere  Zahl  von  Unbekannten 
susammen  vorhanden  ist,  f&r  alle  Berechner,  sie  mögen  mehr  oder 
weniger  geftbt  sein  in  der  Unterscheidung  des  wahrscheinlicheren 
vom  unwahrscheinlicheren,  und  völlig  conseguent,  sobald  die 
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arsprfiQglichen  Annahmen  ftber  das  relatire  Yerhaitmlis  der  Gftte 
der  einzelnen  Beobachtongen,  und  ihre  Abhängigkeit  von  den  tlido- 
retischen  Hypothesen  festgestellt  sind«  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  finden  l&lst.  Der  einzige  Einwurf  gegen  sie  kann  in  dies» 
Hinsicht  nur  ihre  gröisere  Weitil&nftigkeit  sein.  Allein  dieser  ist  in 
der  That  nicht  so  l^egrflndet  als  man  es  liftoflg  glauben  machen 
wollte.  Würden  die  vielen  wiederholten  Versuchet  die  man  hei 
dem  rein  empirischen  Verfahren  macht  und  machen  mulÜB,  um 
einigermafsen  sicher  zu  gehen,  dafs  nicht  etwa  ein  Irrthum  sich 
eingeschlichen,  besonders  wenn  man  die  wahrscheinlicheren  Wertiie 
noch  nicht  sehr  gen&hert  kennt,  mit  gleicher  Offenheit  angegeben, 
mit  welcher  das  Verfahren  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
dargelegt  werden  kann,  so  wßrde  der  Zeitaufwand  auch-  in  den 
einfacheren  Fällen  so  gut  wie  gleich  ausfallen,  und  der  etwaige 
unterschied,  durch  die  Sich^heit,  welche  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  gewährt,  völlig  vergütet  werden.  In  zusammengesetzteren 
Fällen  scheint  es  selbst  fast  unmöglich,  ohne  diese  Methode  etwas 
befriedigendes  zu  erhalten.  Ein  andrer  Einwurf,  den  man  hin  und 
wieder  wohl  lüacht,  daCs  die  constanten  Fehler  und  Mängel  der 
Theorie  doch  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnnng  nn- 
sicher,  und  folglich  äberflfissig  machten,  kann  schwerlidi  in  Be- 
tracht kommen.  Dieselben  Umstände,  welche  der  strengeren  Be- 
handlung in  den  Weg  treten,  müssen  auch  der  roheren  Schätzung 
in  eben  dem  Grade  hinderlich  sein. 

Allein. aufser  der  Ermittelung  der  wahracheinlichsten  Werthe 
aus  gegebenen  Beobachtungen,  oder  auüser  der  besten  oder  doch 
einer  befriedigenden  Darstellung  des  Vergangenen  zufolge  einer 
theoretischen  Hypothese,  verlangt  die  Natur  unserer  Erfohmngs- 
Wissenschaften  auch  einen  sicheren  Schlufs  auf  die  Zukunft  Be- 
steht doch  das  eigentliche  Wesen  aller  dieser  Wissenscballea 
darin,  fortwährend  sich  Rechenschaft  zu  geben,  ob  die  aufgestelllea 
Theorieen  in  ihren  einzelnen  Theilen  der  Natur  entsprechen,  und 
zu  diesem  Zwecke  fortwährend  die  früheren  Theorieen.  mit  der 
späteren  Praxis  prüfend  zu  vergleichen,  um  aus  ihrer  Abw^chum^ 


lieber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  99 

oder  üebereinsüminiiDg  fttr  die  Aendemng  oder  Beibehaltong  Bieh 
entscheiden  zu  kennen.  Fehlt  uns  hier  der  aas  den  früheren  Daten 
allein  zn  entlehnende  Maafsstabf  wie  grofs  eine  solche  Abweichung 
sein  kann,  ohne  noch  gerade  einen  Fehler  der  Theorie  anzuzeigen,' 
oder  wann  ein  solcher  als  durchaus  bewiesen  anzunehmen  ist,  so 
entbehren  wir  jeder  Art  yon  Leitfaden,  und  werden  eben  so  leicht 
yerführt  werden  können,  Richtiges  zu  bezweifeln  als  Falsches  bei- 
zabehalten.    Besonders  wird  dieses  da  der  Fall  sein  können,  wo 
die  Theorie  ausgebildet  genug  ist,  um  nur  in  Einzelheiten,  deren 
Wirkung  weniger  auffallend  in  die  Augen  fUlt,  und  nur  in  einer 
gröiseren  Masse  von  Erscheinungen  sich  zeigt,  noch  successiver 
Verbesserung  zu  .bedflrfen.  Dieser  Schluls  aber  yon  der  Vergangen- 
heit auf  die  Zukunft,  wenn  er  auf  bestimmte  ZahlenTerhUtnisse 
znrfickgefUirt  werden  soll,  kann  nur  durch  die  strengere  Anwen- 
dung der  Wahrscheinlichkdtsrechnung  aus  der  Erfahrung  erhatten 
werden.  Das  empirische  Verfahren,  wenn  es  in  den  Werthen,  wie 
die  Vergangenheit  sie  fordert,   auch  nicht  allzubedeotend   irren 
würde,  gew&hrt  gar  keine  Bestimmung  der  Grenze,  innerhalb  wel- 
cher sie  alleifi  schwanken  können,  und  beraubt  uns  so  des  einzigen 
Mittels  schnell  und  sicher  dem  wahren  Ziele  uns   zu  nfthem. 
Selbst  wenn  es  uns  das  Richtige  giebt,  so  lUst  es  doch  in  völliger 
Ungewüsheit  aber  den  eigentlichen  Werth  des  Besitzes.  . 

Die  Geschichte  der  Astronomie  ist  voll  von  Beispielen  der 
nacbtheiligen  Wirkung  einer  solchen  ünkenntnils.  Wftre,  um  nur 
ans  den  neueren  Zeiten  einiges  anzuffihren,  der  hohe  Werth  der 
Bradley' sehen  Beobachtungen  frfiher  so  erkannt  worden,  wie  er 
dnrcli  Bessere  Bearbeitung  sich  gezeigt  hat  (und  es  unterliegt 
keinem  Zweifel,  dafs  eine  richtige  Anwendung  der  Wahrschein-^ 
liehkeitsreclmung,  auch  nach  dem  damaligen  Zustande  der  astro- 
nomischen anderweitigen  Kenntnisse,  eine  genäherte  Schätzung 
schon  viel  froher  möglich,  selbst  nicht  sehr  schwer  gemacht  hätte), 
so  wäre  der  jetzt  so  allgemein  erregte  Wetteifer  weit  früher  ein- 
getreten, und  es  wflrden  nicht  noch  in  der  letzten  H&lfte  des  ver- 
^anffenen^"  Jahrhunderts  und  im  Anfange  des  jetzigen,  gröfsere 
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Fehler  selbst  von  einer  oder  mehreren  Minuten,  als  nnbetrichtMcb 
haben  angesehen  werden  können.  Differenzen,  wie  die  zwischen 
den  Maskely'neschen  And  Piazzi'schen  Declinationen ,  h&tten 
nicht  so  lange,  wie  es  geschehen  ist,  die  so  hftnflg  hervoigehobene 
Gtonanigkeit  der  astronomischen  Daten  zweifelhaft  gemacht  Die 
lebendige  Ueberzeugnng  ron  der  Unmöglichkeit  solcher  Fehler, 
wie  die  Hjrpothese  einer  Kreisbewegung  sie  bei  den  Piazzi'schen 
Oeresbeobachtungen,  zur  Zeit  ihrer  Entdeckung,  zurückliefs,  wttrde 
es  gar^  nicht  gestattet  haben,  sich  bei  dieser  Hypothese  zu  be- 
ruhigen, und  eben  so  wenig  wflrden  die  irrigen  Voraussetzungen 
Aber  die  Lage  der  Apsidenlinie,  die  Burkhardt  machte,  und  aas 
welchen  er  schlofs,  dafs  zur  Aufsuchung  im  nächsten  Jahre  eine 
sehr  Tage  Kenntnifs  der  Elemente  hinreichen  wfirde,  die  Oefahr 
eines  Verschwindens  des  neuentdeckten  Planeten  herbeigefBhrt 
haben.  Wenn  nicht  ein  gl&ckliches  Zusammentreffen  yon  um- 
ständen damals  Oauf  s  der  Astronomie  zugewandt  hfttte,  und  durdi 
ihn  die  Auflösung  eines  der  schwierigsten  Problems  der  theoreti* 
sehen  Astronomie,  gerade  in  dem  Augenblicke  wo  das  Bedflrfnils 
es  dringend  forderte,  gegeben  wäre,  so  kann  man  mit  vollem  Rechte 
zweifeln,  ob,  wegen  der  Unkenntnifs  des  wahren  Werthes  der  astro- 
nomischen Beobachtungen  überhaupt,  die  Wiederaufflndung  der 
Oeres  gelungen  wäre.  Denn  wenn  auch  die  directe  Auflösung 
fehlte,  so  wQrde  bei  fester  Einsicht  von  der  Nothwendigkat 
Piazzi'^s  Beobachtungen  gehörig  darzustellen,  die  Zeit  eines 
Jahres  hingereicht  haben,  und  die  Wichtigkeit  des  Gegenstandes 
grofs  genug  gewesen  sein,  um  sich  nicht  abschrecken  zu  lassen 
durch  vielfache  Versuche  dem  Ziele  wenigstens  etwas  näher  zu 
kommen. 

Auch  bei  diesem  unbestreitbaren  Yortheile,  den  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate,  und  nur  sie  allein  vermittelst  der  Beob- 
achtungen gewähren  kann,  die  Bestimmung  der  Sicherheit,  mit 
welcher  wir  irgend  welche  Oröfsen  zu  kennen  hoffen  dürfen,  hat 
man  den  Einwurf  gemacht,  dafs  diese  Kenntnifs  sich  häufig  spät»* 
nicht  als  genau  bewährte,  und  es  deswegen  nicht  immer  der  Mihe 


lieber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  101 

werth  sei  darauf  anszagehen.    Es  l&Cst  sich  dabei  nicht  leugnen, 
dais  eine  nicht  ganz  richtige  Anwendung  der  Methode,  oder  viel- 
melir  eine  üeberschätzungt  ein  Mifskennen  dessen  was  sie  leisten 
könne,  dazu  beigetragen  hat,  diesem  Einwurfe  bei  Vielen  Gewicht 
zu  verschaffen.    Nur  zu  h&ufig  glaubt  man  durch  diese  Methode 
allein  alle  anderen  Mängel  ersetzen  zu  können,  und  durch  sie  so- 
wohl ungenaue  Beobachtungen  zu  dem  Bange  yon  genauen  zu  er- 
heben, als  auch  selbst  die  Lficken  in  der  theoretischen  KenntnUSs 
auszufallen.  Die  Methode  giebt  mit  strenger  Oonsequenz  das  was 
aus  den  ursprünglichen  Annahmen  folgt,  und  der  ungünstige  spätere 
Erfolg  kann  nicht  ihr,  sondern  nur  der  Unrichtigkeit  dieser  An- 
nahmen zur  Last  fallen.  Waren  die  Beobachtungen  nicht  so  genau, 
als  man  annehmen  zu  können  glaubte,  so  folgt  von  selbst,   dafs 
auch  die  Sicherheit  der  abgeleiteten  Besultate  in  eben  dem  Ver- 
hältnifs  geringer  wird,  besonders  wenn  groise  constante  Fehler 
den  SchlufSs,  den  man  sonst  von  der  üebereinstimmung  der  Beob- 
achtuAgen  unter  sich,  auf  ihre  absolute  Güte  machen  kann,  ganz 
entkräften  sollten.    Fehlt  anfserdem  die  Theorie  noch  um  so  viel, 
dafs  ganze  beträchtliche  Glieder,  die  nicht  um  den  Werth  von 
Null  als  ein  Maximum  hemmschwanken,  sondern  andere  Gesetze 
befolgen,   den   Bedingungsgleichungen   eigentlich   noch   beigefügt 
werden  sollten,  so  kann  natürlich  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate diese  nicht  ersetzen.    Aber  anstatt  hierin  einen  Nachtheil 
zu  finden,  sollte  man  dieses  vielmehr  als  einen  Vorzug  betrachten. 
Gerade  hierin  liegt  die  Möglichkeit,  sich  die  feste  üeberzeugung 
zu  verschaffen,  es  sei  noch  ein  wesentlicher  Mangel  in  der  theo- 
retischen Behandlung  der  Aufgabe  selbst,  und  es  wirke  noch  ein 
Element  ein,  was  man  bisher  aufser  Acht  gelassen  —  eine  üeber- 
zeagang,  die  wir  sonst  vielleicht  noch  längere  Zeit  entbehren,  und 
niemals  mit  gleicher  Sicherheit  aus  dem  empirischen  Verfahren 
erhalten  würden.    Ganz  dasselbe  findet  auch  in  Bezug  auf  die 
Entdeckung  constanter  Fehlerquellen  statt,   deren  Existenz   die 
Methode,  der  kleinsten  Quadrate  am  schnellsten,  sichersten  und 
leichtesten  erkennen  läfst.    Sind  freilich  die  Beobachtungen  so  un- 
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genau,  and  ist  die  Theorie  so  mangelhaft,  dals  wir  schon  im  Yoraiis 
wissen,  die  jetzt  darans  zu  ziehenden  Resultate  werden  spiter 
noch  einer  gftnzlichen  Umwandlung  bedBrfen;  so  ist  kein  Gnmd 
vorhanden  weiter  zn  gehen,  als  bis  zn  den  Nlhemngswerthen  von 
welchen  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erst  anftngt;  und 
wenn  gleich  ihr  Gebrauch  nie  schaden  kann,  so  wird  doch  die 
Unterlassung  ihrer  Anwendung  unter  solchen  unyortheilhaften  Um- 
standen hinreichend  entschuldigt  sein. 

Der  Wichtigkeit  des  vorgesetzten  Zweckes,  die  Bestimmimg 
der  Gewichte  der  wahrscheinlichsten  Werthe,  scheint  es  ange- 
messen, die  verschiedenen  Wege,  auf  denen  man  dazu  gelangen 
kann,  ausftUirlicher  durchzugehen.  Sie  sind  sämmtlich  von  Oaufs 
ihren  Prindpien,  und  grOfstentheils  auch  ihrer  vollständigen  Ent- 
wickelnng  nach,  in  der  Theoria  motiis  carp.  cod.  und  in  der  Theom 
combinatiorda  Observationum  angegeben. 

Am  directesten  gelangt  man  zu  der  Bestimmung  der  Oewichte, 
bei  jedem  f&r  die  Unbekannten  gefundenen  Werthe,  durch  die  Ye^ 
bindung  der  letzten  Form  fElr  ^  (44),  mit  den  frfiheren  Sätzen  [I] 
und  [II].  Nach  diesen  letzteren  ist  die  Wahrscheinlichkeit  irgend 
welches  Systems  von  x^  y,  e,^w^  t»,  f,  proportional  der  Function 

hm 

wenn  h  die  anfänglich  angenommene  Einheit  der  Genauigkeit  be- 
zeichnet, oder  mit  Weglassung  des  constanten  Factors  proportional*) 
dem 

Die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme  wird  sich  zusammensetiei 
aus  den  Combinationen  all^  möglichen  Werthe  der  einiebei 
Xy  yj  z  u.  s.  w.  mit  einander.    Aehnlich  wie  bei  den  Fehlem  der 


*)  Strenger:  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  eines  Systems,  dw 
zwischen  ar,  y,  -er,  tr,  i*,  t  und  x  +  d«,  y-hcty,  z  +  dz,  w-hdto,  u-hdtL,  t-^dU 
liegt,  ist  proportional  dem  e-***-^  dx- dydz' dw-du'dty  wofür  im  fol- 
genden derselbe  abgekürzte  Ansdrack  wie  hier  gesetzt  werden  wird. 
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Seobachtang  wird  es  aach  hier  erlaubt  sein,  die  Grenzen,  inner- 
Iialb  welcher  ein  Werth  von  x  z.  B.  möglich  ist,  analytisch  anzu- 
nehmen, d.  h.  so  wie  die  Natur  der  Functionen  v  für  die  möglichen 
Werthe  jedes  v  es  erlaubt;  oder  da  v  für  alle  Correctionen  eine 
lineare  Function  ist,  für  a?,  y,  ^r  u.  s.  w.  die  Grenzen  —  oo  und  +  oo 
zu  setzen.  Nimmt  man  nun  die  Summe  aller  der  Functionen,  wel- 
chen die  jedesmalige  Wahrscheinlichkeit  einer  einzelnen  Combi- 
nation  von  o;,  y,  2;  u.  s.  w.  proportional  ist,  für  alle  möglichen 
Werthe,  so  wird  man  die  Gröfse  erhalten,  welcher  die  Gewifsheit 
proportional  gesetzt  werden  muTs,  oder  für  unsern  Fall  wird  die 
iSewifsheit  ausgedrückt  werden  können  durch  das  sechsfache  Inte- 
gral, welches  deswegen  als  Einheit  für  die  andern  Wahrscheinlich- 
keiten gilt 

I  e-^^^dxdydzdwdiidt^l 

wo  sich  die  Grenzen  auf  jede  Variable  beziehen. 

Integrirt  man  hier  zuerst  nach  einer  der  Variablen,  z.  B.  x^ 
und  betrachtet  bei  dieser  Integration  die  andern  als  constant,  so 
erhält  man  die  Wahrscheinlichkeit  jedes  einzelnen  bestimmten 
Systems  von  y,  z^  u?,  u,  f,  bei  unbestimmt  gelassenem  x^  in  Bezug 
auf  die  eben  bestimmte  Einheit,  oder  man  erhält  die  Zahl,  wie  oft 
ein  einzelnes  bestimmtes  System  von  ^,  ^,  u^,  %  ^  mit  Rücksicht 
auf  die  Häufigkeit  seines  Vorkommens  unter  den  übrigen,  sich  mit 
irgend  welchem  Werthe  von  x  verbinden  kann,  wenn  das  eben  an- 
gegebene sechsfache  Integral  alle  möglichen  Fälle  überhaupt  vor- 
stellt Die  Integration  nach  x  kann  vermöge  der  Form  von  ^  in 
(44)  sehr  leicht  ausgeführt  werden.  Denn  da  hier  nur  Ä  allein 
unter  allen  andern  Gröfsen  x  enthält,  und 

\aa\dx^dA 
ist,  so  wird 


Si 


■*■*    „  ../  »B-   ^  C"C"    .    JP"'i)"'     .    g"g     .    F^W    .  ,      _\ 


£ 


*_AH^_  dÄ 
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wofür  man  nach  (5)  sogleich  den  Werth  findet 

"  hVlaäl  ^     ^  ^**'^      ^^^'^       ^'''''*^        ^"'*^       ^^'*^ 

Integrirt  man  diesen  letzten  Ansdrnck  jetzt  nach  y,  bei  con- 
stantem  Zj  w^  ti,  t^  so  hat  man  wiedernm  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  einzelnen  bestimmten  Systems  dieser  vier  letzten  Yariabdn, 
bei  nnbestimmt  gelassenem  x  nnd  y,  in  Bezng  anf  die  obige  Ein- 
heit, oder  die  Anzahl  der  Verbindungen,  in  welche  irgend  ein  be- 
stimmtes System  von  ^,  t^,  u,  t^  mit  allen  möglichen  x  nnd  y  tret^ 
kann.  Da  wiederum  B*  allein  y  enthält,  so  wird,  wie  man  sogleich 
Übersieht 


i 


+  00 

e^^^^dxdy 

—  00 


n  M.^  i  C*'C"   ^    DT' IT*    _^  JpiTÄw        ^tJTt 


Oeht  man  so  fort  für  ^,  u;,  m,  so  findet  sich  zuletzt  fftr  einen 
bestimmten  Werth  von  i  allein  der  Ausdruck: 

Die  oben*  bezeichnete  Einheit  wird,  anf  dieselbe  Weise  be- 
handelt, f&r  den  Inbeg^ff  aller  möglichen  FUle  geben: 

*•  »^([ö«] [ft* '  1]  [cö  •  2] [dd .  3] \tt . 4]  1//^-  5])  ^ 

so  dafs  die  Wahrscheinlichkeit  irgend  welches  bestimmten  Werthes 
von  i  ausgedrückt  wird  durch 


oder  wenn  man  den  Werth  von  F"  snbstitnirti  so  wird  die  Wab^ 
scheinlichkeit  von  U 
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aas  welcher  Form  sogleich  hervorgeht,  dals  sowohl  der  Werth 
von  tj  f&r  welchen  J^"" »  0,  der  wahrscheinlichste  ist,  als  auch  das  H^ 
welches  diesem  Werthe  entspricht  gleich  h  V[ff'b],  oder  das  Gewicht 
des  wahrscheinlichsten  Werthes  von  t  gleich  iff-^]  wird,  d.  h. 
gleich  dem  Cpefflcienten  von  t  in  der  letzten  Gleichung,  in  welcher 
t  allein  vorkommt. 

Man  würde  ohne  Berücksichtigung  der  hier  betrachteten  Ein- 
heit, als  des  Inbegriffs  aller  möglichen  Fälle,  aus  dem  Satze  (IV), 
der  sich  auf  das  Yerh&Itnifs  der  verschiedenen  Wahrscheinlichr 
keiten  gründet,  dasselbe  gefunden  haben. 

Hieraus  folgt  die  erste  allgemeine  Methode,  das  Gewicht  jedes 
wahrscheinlichsten  Werthes  bei  jeder  beliebigen  Anzahl  von  Unbe- 
kannten zu  finden,  wie  Gaufs  sie  in  der  Theoria  motm  corp.  cod. 
§  182  gegeben  hat: 

Eliminirt  man  aus  den  unveränderten  Gleichungen  des 
Minimums,  eine  Unbekannte  nach  der  andern,  durch  suc- 
cessive  Substitution,  ohne  einen  Eliminationsfactor  weiter 
einzuführen,  so  ist  das  Gewicht  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  der  Unbekannten,  die  zuletzt  allein  übrig  bleibt, 
gleich  dem  Ooefficienten,  welchen  die  Unbekannte  in  der 
letzten  Gleichung  hat,  in  welcher  sie  allein  erscheint, 
versteht  sich  in  Bezug  auf  die  Einheit  der  Genauigkeit, 
welche  bei  den  Grundgleichungen  angenommen  ist 

Um  hiemach  die  Gewichte  aller  Unbekannten  zu  bestimmen, 
wird  man  genöthigt  sein,  nach  und  nach  jede  zur  letzten  allein 
übrigbleibenden  zu  machen.  Die  anscheinende  Weitläuftigkeit  dieser 
JElechnung  wird  indessen  in  der  Ausübung  sehr  vermindert,  und  im 
Wesentlichen  darauf  beschränkt,  dafs  man  einmal  vollständig  um^ 
kehrt,  also  wenn  man  zuerst  die  Reihefolge  x,  y^  z,  w,  u,  t,  ange- 
nommen hat,  oder  was  der  Bezeichnung  nach  leichter  bei  der  Bech^ 
nnng  zu  übersehen  ist,  a,  b,  c,  d,  e,  f,  man  nachher  auch  einmal  die 
Ordnung  f,  e,  d,  c,  b,  a,  vollständig  durchführt.  Es  ist  nämlich  klar, 
da  es  blofs  darauf  ankommt,  eine  Gröfse  zu  der  letzten  zu  machen, 
dafis  die  Ordnung,  in  welcher  die  früheren  auf  einander  folgen, 
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hierbei  gleichg^tig  ist  Wfthlt  man  folglich  unter  allen  Combi- 
nationen,  bei  welchen  e  (odert«)  die  letzte  ist,  die  folgende  a,&,c,d,/;^, 
ans,  so  wird  man  alle  Systeme  bis  zn  [ee-A]  [e/^-4]  nnverSodert 
ans  der  ersten  Elimination  beibehalten  können,  und  hat  nur  mit 
den  beiden  Gleichungen  BP^  und  F^  zn  thun,  wodurch  man  so- 
gleich  [ee-5]  erhält.  Eben  so  folgt  [da  5]  aas  den  drei  Glei- 
chungen D'*',  Ef*'y  P*\  ganz  allein.  Behandelt  man  nun  die  An- 
ordnung f,  e,  d,  c,  b,  a,  eben  so,  so  hat  man  [aa-b]  unmittelbar, 
[bb'b]  aus  zwei,  [cc*5]  aus  drei  Gleichungen,  üeberhanpt  gehe 
man,  nachdem  man  einmal  vollständig  umgekehrt  hat,  in  jeder  der 
beiden  Eliminationen  bis  zur  halben  Zahl  der  Unbekannten  zuräek, 
und  bringe  durch  fortgesetzte  Halbimngen  jede  einzelne  zuletzt 
allein  in  eine  Endgleichung.  Man  hat  dabei  keine  anderen  Fo^ 
mein  zu  beachten,  als  die  der  ursprünglichen  Elimination,  kann, 
wenn  man  nur  die  Gewichte  haben  will,  bei  der  zweiten  ümkeb- 
rung  die  aus  n  zusammengesetzten  Gröfsen  weglassen,'  da  sie  mir 
den  Zahlenwerth  bestimmen,  und  wird  wenn  man  die  kleine  Mühe 
nicht  scheut  diese  mitzunehmen,  eine  schöne  PrQfhng  fBr  das  Eli- 
minationsverfEthren  haben.  Denn  der  Werth  von  x  bei  der  zweiten 
Umkehrung,  der  direct  erhalten  wird,  mufs  Übereinstimmen  mit 
dem  aus  der  successiven  Substitution  in  jP^  « 0,  ^^  =  0,  D"'  =  0, 
C"  =« 0,  JB'  =  0,  A^O  sich  ergebenden. 

Diese  Auflösung  ist  bisher  am  häufigsten  angewandt  worden, 
und  besonders  der  eben  erwähnten  Pr&fung  halber,  deren  Zweck- 
mäfsigkeit  bei  dem  wirklichen  Gebrauche  sehr  herror  tritt,  wird 
sie  auch  wohl  in  practischer  Hinsicht  in  Zukunft  den  Vorrang  be- 
haupten. Will  man  doch  einmal  vollständig  die  Reihefolge  um- 
kehren, so  ist  die  fibrige  Rechnung  zur  Ehmittelung  der  Gewichte 
ganz  unbedeutend.  Indessen  so  wenig  gegen  ihre  "Strenge  sidi 
einwenden  läfst,  so  kann  man  es  doch  als  eine  kleine  UnYolt 
kommenheit  ansehen,  dafs  hierbei  die  Werthe  und  Gewichte  nicbt 
isolirt  f&r  jede  einzelne  Unbekannte,  sondern  nur  gewissermabeai 
gemeinschaftlich  bestimmt  werden.  Eine  andere  von  6 aufs  in 
der   Thearia  combincUionis  obsv.  gegebene  Methode  (die  zum  Theil 


j 
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schon  in  der  Theoria  matus  carp.  §  183  angedeutet  ist)  ist  von 
diesem  kleinen  Mangel  frei;  nnd  betrachtet  überhaupt  die  Aufgabe 
aus  einem  so  verschiedenen  Gesichtspuncte,  dafs  sie  eben  deshalb 
den  wichtigen  Zweck  für  Viele  noch  anschaulicher  machen  wird. 
Betrachtet  man  sowohl  die  ursprünglichen  Gleichungen  (25) 
und  (27),  als  auch  die,  welche  die  Auflösung  unmittelbar  geben  (40), 
80  sieht  man,  dafs  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  y,  z  u.  s.  w. 
BOthwendig  lineare  Functionen  in  Bezug  auf  die  einzelnen  n  stets 
sein  müssen.  Man  kann  sich  nämlich  bei  den  Gleichungen  (40) 
leicht  überzeugen,  dafs  alle  Gröfsen  [an]^  [in  •  1]  bis  [fn  •  5]  sämmt- 
lich  lineare  Functionen  der  n  sein  müssen,  wenn  man  auf  ihre 
Zusammensetzung  zurückgeht.  Wftren  diese  Werthe  unmittelbar 
als  solche  lineare  Functionen  gegeben,  hätte  z.  B.  die  erste  der 
Gleichungen  (40)  an  sich  schon  die  entwickelte  Form : 

x-han-i-  a'n*  4-  a*'n'' =0 

so  würde  die  Bestimmung  des  mittleren  Fehlers,  folglich  auch  des 
Gewichtes  oder  wahrscheinlichen  Fehlers  von  x  nach  (20)  sehr 
einfach  sein.  Der  Voraussetzung  zufolge  haben  alle  n  einen  glei- 
chen mittleren  Fehler,  er  sei  ^  «,  wonach  der  mittlere  Fehler  von  x 

=  «  y  (aa  4- a'a' +  «''a'\  . . .) 

oder  das  Gewicht 


[aä] 

Die  unmittelbare  Ableitung  der  linearen  Form  würde  indessen, 
virenn  jedes  «  gegeben  werden  sollte,  der  Verwickelung  der  For- 
meln wegen  theils  höchst  weitläuftig,  kaum  ausführbar  sein,  theils 
auch  unnütz,  weil  zu  unserm  Zwecke  die  Summe  [aa]  allein  er- 
forderlich ist.  Man  kann  aber  durch  eine  allgemeinere  Behand- 
handlung der  ursprünglichen  Aufgabe  die  allgemeinen  Relationen 
aswischen  den  a  und  den  a,  b,  c,  d^  u.  s.  w.,  und  somit  auch  elegante 
und  geschmeidige  Formeln  fßr  die  Gewichte  erhalten.  Zu  diesem 
Zweck  gehe  man  zu  den  ersten  Bedingungsgleichungen  (25)  zu- 
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rfick,  nnd  behandele  si^,  ohne  die  Bedingong  des  Minimnms  einm- 
fBhren,  eben  so  als  nach  dieser  Bedingung  in  dem  Yorhergehendoi 
geschehen  ist  Die  Folge  davon  ist,.da&  in  (27)  die  GrO£s6n[at;] 
pt;][(;t;]  n.  s.  w.  anf  der  rechten  Seite  stehen  bleiben,  nnd  flber- 
hanpt  in  den  Endgleichungen  (40),  die  Werthe  von  x,  y,  z^  nicht 
mehr  blols  Functionen,  der  n,  sondern  auch  der  v  werden;  Ver- 
möge der  Form  der  Gleichungen  (25),  wird  sich  das  Resultat  für 
diese  allgemeinere  Art  der  Elimination,  sogleich  ans  den  Resul- 
taten, die  mit  der  Bedingung  des  Minimums  sich  ergeben  haben, 
ableiten  lassen.  Denn  da  die  ursprQnglichen  Bedingungsglei- 
chungen (25)  auch  geschrieben  werden  können 

so  wird  man  fiberall  nur  n  —  v  statt  n  zu  setzen  haben,  oder, 
bei  linearen  Functionen  von  n,  dieselben  Functionen  von  v  bilden, 
und  mit  entgegengesetztem  Zeichen  hinzuffigen.  Nothwendig 
mfissen  aber  alle  Gleichungen,  welche  man  auf  diese  aUgemeine 
Art  bildet,  vollkommen  identisch  werden,  sobald  man  in  ihnen  fBr 
die  V  ihre  Werthe  in  o:,  y^  z^  u.  s.  w.  ausgedrfickt  wieder  substitnirti 
und  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Variabeln  mfissen  dann  auch  die 
Coefficienten  von  Xy  y,  Zy  u.s.  w.  jeder  besonders  gleich  0  werden.  Man 
bekommt  auf  diese  Weise  die  Formeln  ffir  das  gegenseitige  Yer^ 
halten  der  Coefficienten  der  t;,  die  zugleich  die  Coefftdenten  der 
correspondirenden  n  im  Falle  des  Minimums  sind,  nnd  der  a,  5,  c,  d..^ 
welche  durch  die  Substitution  der  Werthe  von  v  eingeffihrt  werden. 
Es  kommen  hier  folglich  zwei  Arten  von  Werthen  von  j;,y,£^,u.s.w. 
vor.  Die  Werthe,  die  mit  der  Bedingung  des  Minimums  als  reine 
Function  von  n  gefunden  worden,  vermöge  der  Gleichungen  (40), 
sollen  in  Zukunft  durch  x^^y  y^j  Zq,  Wq,  ti^,  t^,  bezeichnet  werden.  Sie 
sind  bestimmte  ZahlengrOfsen.  Die  anderen,  aus  der  allgemeinen 
Form  der  Gleichungen  (25)  abgeleiteten,  ffir  welche  x,  y,  z,  w,  u,  t, 
beibehalten  werden,  bleiben  bei  der  identischen  Form  der  Glei- 
chungen immer  unbestimmte  Grölsen,  welche  ganz  unabhängig  von 
einander  sind. 
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Nach  der  o1)igen  Bemerkung  Aber  die  lineare  Form  der  Bnd- 
gleichlingen,  in  Bezug  anf  n,  wird  es  erlanbt  sein  fflr  x^,  Vof  ^o  u-  s-  ^• 
folgende  Form  anzonehmen 


(45). 


•  • 


tio  +  tn4-rn'-h:"n".. 
80  dab  hiemach  die  verschiedenen  Gewichte  werden: 


.  — a5b  +  [««]  = 

-0 

■'-yo  +  lßnh 

-0 

. -ao  +  [r»]  = 

=  0 

.  '=Wo+[in]'= 

-0 

••=«o  +  [C«]- 

-0 

.^to  +  [9n]  = 

=  0 

Gewicht  von  rcb « . .  • 


Pq  •  •  • •  — 


»       ^0 


«8^A  •  •  •  • 


0     tl?0  •  •  •  •  ^ 


«0 


•    •    •    • 


31  *0 


»O  •  •  •  • 


1 

1 

1 

1 

[tf] 
1 

[««] 


Eben  solche  Oleichangen  wird  man  anch  für  x,  tf,  g  n.  B.  fr.  er- 
halten, wenn  man  in  den  eben  gegebenen,  x^,  jfoi  ^^o  • '  •  ^^^  ^>  y>  ^  •  •  •• 
und  «,  n',  n",  mit  » —  v,  n'  —  i/,  n".  —v"...  vertanscht.  Man  hat 
folglich  mit  Berficksichtignng  dieser  Gleichungen: 


(46), 


y-yo  +  ßv+ß'v'-+-  ß"v" . . 

'  "  'o  +  y«  +  yV  4-  r"v" . . 

w=Wo  +  iv  +  d'v'  +  d^v^' . . 

«-<,  +  6»  +  e'D' +  e'v . . . 


—  «0  +  [««] 

-  *o  +  fr»] 

■=  Mo  +  [ff] 
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Substitairt  man  in  dies«  letzten  Gleichungen  die  Werthe  von  v,  v*^  t;", 
aus  (25),  so  erh&lt  man  ans  der  ersten: 

a;  =  Xo  +  [aa]  x  -h  [ba]  y  +  [cd\  z  4-  [da]  w  -I-  \ed\u  +  (/a]  t  +  \aiii[ 

folglich,  da  x^  +  [an]  vermöge  (45) « 0,  aus  der  Yergleichnng  der 
Coefficienten  der  unbestimmten  Yariabeln: 

[aa]  =  l,    [6a]«0,     [ca]  =  0,    [da]  =  0,    [«a]  =  0,    [fa]  =  0. 

Aebnliche  Bestimmungen  giebt  die  zweite  Gleichung  für  /?,  und  die 
folgenden  fOr  die  andern  Coefiflcienten.  Man  hat  also  zusammen- 
gestellt: 

\aa[  =  1  [6a]  =  \cd\  =  [da]  =  [<fa]  =  \fd\  ==  0 

[6/J]  =  l  [a/J]  =  [c/J]  =  [dfl=:[e/J]  «[/•/»]  =  0 

[cr]  =  l  [ay]  =  [6y]  =  [d;^]-[e^]  =  [/^r]=0 

[dcr]  =  l  [ad]  =  [6d]==[ccn«[<?cr]  =  [/^d]  =  0 

[.t]  =  i  [at] = [6C]=[c{:]«[df] =[/•{:] =0 

[/^e]  =  i   [ae]  =  [6e]  =  [ce]«[de]  =  [ee]  =  o 


(47) . . . . 


Statt  der  Gleichungen  (27)  kommen  hier  die  allgemeineren 


(48) 


[aa]  X  H-  [a6]  y  +  \aö\  z  +  [ad]  tt;  4-  [ae]  u  -h  [a/]  i  +  [an] 
[aJ] »  4-  [ft6]  y  H-  [6c]  £^  -4-  [6d]  u;  +  [6«]  m  4t  [6/]  t  H-  [Jn] 

[ac]  a;  4-  \hc\  y  4-  [cc]  z  4-  [cd]  w;  4-  [ce]  t*  4-  [c/]  ^  4-  [cn] 

[ad]  a?  4-  [6d]  y  +  [cd]  5  4-  \ä,d\  w  4-  [de]  u  4-  [d/]  ^  4-  [dn\ 
[ac]  a;  4-  [6e]  y  4-  [cc]  ^  4-  [de]  tc?  4-  [ee]  u  4-  [«/3  ^  4-  [en] 
[ana?-f-[*ny  +  [cn^H-[d/']u;4-[e/lu4-[/^/l<4-[/'n] 


[av] 
[6  t;] 
[et;] 
[dt;] 
[et.] 

IM 


Welche  Art  der  Elimination  man  auch  bei  ihnen  yomehmen 
will,  immer  wird  sich  das  Endresultat  dadurch  erreichen  lassen, 
dafs  man  die  Gleichungen  respective  mit  den  unbestimmten  Fac- 
toren  Q,  ^,  ^".•.  multiplicirt,  und  diese  letzteren  dadurch  be- 
stimmt, dafs  in  der  Summe  aller  Froducte  die  Ooefflcienten  aller 
Unbekannten  Null  werden,  bis  auf  den  Coefftcienten  der  einen  ün- 
bekannten,  deren  Werth  man  angeben  will.  Der  Coefficient  dieser 
Unbekannten  wird  «=  1  gesetzt  werden  müssen.  Wollte  man  z.  B. 
aus  den  Gleichungen  (48)  x  bestimmen«  so  setze  man 
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[««]  Q  +  [at>]  Q'  +  [ac\Q^'  +  [a<q  Q"'  +  [ae]  Q"  +  \af}  «'  -  1  , 
[oi]  g  +  [6ft]  ^  +  [Je]  Q"  +  [bd\  Q"'  +  [he\  Q^  +  [bf]  Q^  =  0 
[ac]  Q  4-  [bc]  Q'  +  [ec]  Q"  +  [cd]  Q"'  +  [ce]  Q^^  +  [cf]  Q^^O 
^  '"[ad] Q  +  [bd\ Q'  +  [cd] Q"  +  [dd\ Q"'  +  [de\ Q'"  +  [dßQ^,  =  0 
[aelQ  +  [be]  Q'  +  [ce]  Q"  +  [de]  Q">  +  [ee]  Q"  +  [eß  Q'  =  0 
[af]  Q  +  [bf]  Q'  +  [cf]  Q"  +  [df]  Q"'  +  [ef]  <?•'  +  [//l «'  -  0 

1 

Dann  wird: 

x-^    Q  \an\  4-  Q'[hn\  4-  Q'[cn\  +  Q*''[dn\  +  Q"^[en]  -h  Q"  l/w] 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  der  angenommenen  allgemeinen 
Form  f&r  0?  in  (46),  wobei  offenbar  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
Xq  4-  \an\  werden  mufe,  lOst  auf  der  rechten  die  Summen  der  GrOfsen  v 
auf,  und  setzt,  wie  es  nach  der  Natur  der  Aufgabe  geschehen  mufs, 
die  Coefficienten  der  einzelnen  v  in  beiden  Gleichungen  sich  gleich« 
so  hat  man: 

a  Q-hb   Q'-hc  Q"^d  Q'^-^e  Q^-^f  Q^^a 
(51)....  a'  Q  +  V  Q' -hc'  Q''  +  d'  Q"'  +  e'  Q''' -^  f  Q'' ^  a* 
af'  Q  +  V*  Q'  4-  c"Q''  4-  rf"(2'"  4-  6"^"^  -^^0"  =  «" 

u.  s.  w.     ■  u.  s.  w. 

1 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  respective  mit  a,  «',  a",  so  er- 
hfllt  man: 

[««]  <2  +  \P «]  Q'  +  [ca]  (?"  4-  [da]  Q'"  4-  [ea]  «'^  4-  [/*«]  Q"  =  [aa] 

folglich  mit  Berücksichtigung  der  Belationen  in  (47) 

Eben  so  giebt  die  Multiplication  derselben  Gleichungen  mit  /},/?',/}"..., 
mit  r,  /'S  r" . . .,  rf,  rf^  rf" . . .,  u.  8.  w. 

<y  =  t«fl,   <2"-[«rl   <?"'«M],   «"^-[«a   (2^-[«e] 

und  durch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  (51)  hat  man 

a  {air]4-ft  [«/?]4-c  [ayl-hd  [ad]4-6  [aj;]4-/'  [«6]  =  « 
a'  [aa]4-6'  [afl-hc'  [ar]4-d'  [«(»]  +  «'  Kl  +  Z*  [«0]  =  «' 
a''  {aä\  4-  6"  [aß]  4-  c"  [«r]  4-  d*'  [ai\  +  «"  [af]  4-  f*  [a6]  =-  a" 

u.  s.  w.       u.  s.  w. 
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Bo  wie  durch  dieselbe  Einf&brong  in  (49)  man  erh&lt: 

[aä]  [aa]  4-  [ah]  [aß]  +  [ae]  [ar]  4-  [ad]  [ad]  +  [ae][a{r)  +  [aß[ai]  -=  1 
[ab]  [aa]  +  [bh]  [aß]  +  [bc]  [ar]  +  [bd]  [a&]  +  [be][aC]  +  [bf][ai]  -  0 

^  ^  [a<f]  [aa]  +  [6dl[a/»]  +  [cd]  [ay]  +  [dd]  [ad]  +  [de][ai]  +  [dß[a^  =  0 
[oe]  [aa]  +  [be][aß]  +  [ce]  [ar]  +  [de]  [ad]  +  [«e][aj:]  +  [e/"][ae]  -  0 
[af]  [aa]  +  [bß  [aß]  +  [ef]  [ar]  +  [df]  [ad]  +  [ef][a:]  +  [ff][ail]  -  0 

und  also  aach  statt  (50) 
a:«a;o+[aa][at?]H-[a/?][6t;]4-[a;'][ct;]+[arf][dt;]H-[aC][et;]4-[a8][/'t;] 

Die  Bedeatang  dieser  letzten  Formeln  l&Gst  sich,  da  in  (52) 
die  Coefficienten  von  [aa],  [aß],  [ay]  n.  s.  w.  genau  dieselben  sind, 
'Wie  in  den  Bedingangsgleichnngen  des  Minimums  die  Coefficienten 
von  x,y,zn.  s.  w.,  so  aussprechen:  Wenn  in  den  Bedingungs* 
gleichungen  des  Minimums  — 1  an  Stelle  von  [an],  für  alle 
andern  Functionen  von  n  aber,  [frn],  [cn],  [dn]  bis  |/n],  Null 
gesetzt  wird,  so  ist  der  unter  diesen  Annahmen  heraus- 
kommende Werth  Ton  x  gleich  dem  Quotienten  des  Ge- 
wichtes von  Xq  in  die  Einheit  Da  offenbar  für  alle  andern 
Yariabeln  dasselbe  gilt,  da  z.  B.  um  das  Gewicht  von  y  zu  erhalten, 
man  [bn]  durch  —  1,  und  alle  andern  [an],  [cn]  bis  [fn]  durch  Null  er- 
setzen mfifiste^  so  geht  hieraus  schon  eine  grofse  Abkflrzung  hervor, 
weil  jetzt  das  Gewicht  nur  noch  von  sehr  einfachen  Werthen  der 
ganzen  Summen  [an]  bis  [fn]  abhängt,  nicht  mehr  von  den  Ooef- 
ficienten  der  einzelnen  n. 

Der  Vollständigkeit  wegen  mögen  hier  die  sämmtlichen  Systeme 
von  Gleichungen  für  alle  unbekannte,  welche  aus  den  eben  ab- 
geleiteten durch  gleichzeitige  Vertauschnng  von  allen  a  und  a  mit 
den  b  und  ß  oder  c  und  r  u.  &  w.  entstehen,  folgen: 

a  [aa]-hb  [aß]-hc  [ay]-l-d  [ad] -he  [«?]  +  /*  [a6]fca 

[A]...  a'[aa]4-&'[afl  +  c'[ay]4-*[a(f]H-e'[ai;]4-r  [««]  =  «' 
a"[aa]  -h  b"[aß]  +  &*[ar]  -h  d'*[ad]  +  e"[a{:]  4-  f '[aO]  =  a" 

U.  S.  We  u.  s.  w. 


Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  113 

a  [aß]  +  b  {ßß]  +  c  [ßr]  +  d  \ßd]  +  e  [ß:]  +  f  [/Je]  =  /? 
[B]...  a'  [aß]  +  6'  [ßß]  +  &  [ßr]  +  d'  [ßd]  +  e'  [ßJ:]  +  f  [/je]  =  /J' 
a"[aß]  +  h"\ßß]  +  c-'lßr]  +  d"\ßi\  +  ef'lßi]  +  f'[ß^  =  ß" 

n.  8.  w.  n.  8.  w. 

a  [ay]  +  6  \ßr]  +  c  [rr]-\-d  l><f]  +  e  [rf]  +  /"  [ye]  =  y 
[C] . . .  a'  [ar]  +  6'  [/Jr]  +  c'  [ry]  +  d'  [y(f]  +  c'  [rf  ]  +  /»  [ye]  -  y' 
o"[ay]  +  h"\ßr]  +  c"[yy]  +  d"[r  rf]  +  e"[yC]  +  /"[yO]  =  y" 

Q.  8.  w.  n.  8.  w. 

a  [ad]  +  b  [ßd]  +  c  [yd]  +  d  [(Tdj  +  e  [<rt]  +  /'  [<Je]=-<r 
[D]...  a'[a<r|  +  i'[/J<r|  +  c'[yd]  +  d'[rf<r|+e'[<rC]  +  /»[<je]  =  <r' 
«"[«<!  +  h"\ßd]  +  c"[yrf]  +  d"[rf<f]  +  e"[<rf]  +  /"[rfO]  =  d" 

U.  8.  w.  n.  8.  w. 

a  K]  +  ft  [/»tl  +  c  [r{:]  +  <i  [<»C]  +  «  [«]+/'  [t«]-C 

[^ . . .  a'  [«t]  +  V  \ßi]  +  c'  [yC]  +  d'  [«Jf ]  +  e'  [Cf]  +  />  [C«]  =  f 
a"[al]  4-  6"[/Jf  ]  4-  c"[yI]  +  d"[<rf  ]  +  «"[tt]  +  f'[t^  =  C" 

O.  8.  w.  a.  8.  w. 

a  [ae]  +  &  [|je]  +  c  [r9]  +  d  [de]  +  e  [:«]  +  /"  [6e]  =  e 
[F]. . .  a' [oe]  +  6' [/je]  +  c* [yo]  +  d' [rfe]  +  e' [fei  +  z» [ee]=.e' 
o"[ae]  +  j"[/je]  H-  c"[y  e]  +  d"[<re]  +  e"[{:e]  +  /"[ee]  -  e" 

Q.  8.  W.  U.  8.  W. 

Entweder  aa8  die8en  sech8  Systemen,  dorch  Bildung;  der  [aa\, 
[a/J]  u.  8.  w.  [ha\  \bß]  u.  8.  w.,  and  Yergleichang  der  Bel»tionen 
in  (47),  oder  dnrch  unmittelbare  Vertauschung  der  correspondiren- 
den  Buchstaben  in  (52)  findet  man: 

[aa\  [oa]  +  [ah\  [a/J]  +  [ac]  [ay]  4-  [ad\  [aff\-¥  [oe]  [af]  4-  [af\  [«6]  « 1 

[a&]  [aa]  4- [i  i]  [a/J]  4- [ft  c]  [o>]  4- [J<q  [ad]  4- [6  e]  [af]  4- [J/1  [«e]  =  0 

r^n  [«c]  [«a]  4-  [&c]  [a/J]  4-  [cc]  [ay]  4-  [cd]  [ad]  4-  [ce]  [af]  4-  [cf]  [«8]  =  0 

^    ^  [ad]  [aa]  4-  [6d]  [a/J]  4-  [cd]  [ay]  4-  [dd]  [ad]  4-  [de]  [aj;]  4-  [d/]  [ae]  -  0 

[ae]  [aa]  4-  [Je]  [a/J]  4-  [cc]  [ay]  4-  [d«]  [ad]  4-  [ec]  [af]  4-  [e/*]  [aO]  -  0 

[af]  [ati\  +{hf]  [a/J]  4-  [Cf\  [ay]  +  [df^  [«rf]  4-  [ef]  [«£]  +  [/'/l  [««]  -  0 
Kndn'i  AbhandL  IL  8 
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[aa][aß]  +  [ah]lßß]  +  [ac]  [ßr]  +  [ad]{ßd]  +  [ae\[ßt]  +  [an{ßfi 

lab][aß]  +  [bb][fiß]  +  [bc]{ßr]  +  [bd][ßd]  +  [be][ßi:]-h[bn[ß% 

j.n[ac][aß]  +  [bc]\ßß]  +  [ec]{flr]  +  [cd]{ßd]+[ce][ßt]  +  [cf][ß(i 

^    had\[aß]  +  [bd]\ßß]  +  [cd][ßr]  +  [dd\[ß&]+[de][ß:]+[df][ß^ 
[ae][aß]  +  [be][ßß]  +  [ce][ßy]  +  [de][ßd]  +  [ee][ß:]  +  [eß[ßi 

[«/■]  [«/»]  +  [bf]  [ßß]  +  [cf]  [ßr]  +  [dnißS]  +  [ef]\ßi:\  +  [ff]  [ßfi 

[aa]  [ay]  +  [ab]  [ßy]  +  [ac]  [yy]  +  [ad][yS]  +  [ae]  [yC]  +  [aß  [yf> 
[ab][ay]  +  [bb][ßy]  +  [bc][yy]  +  [bd][yiS]+[be][yj;]  +  [bf][yf> 
[ac]  [ay]  +  [bc]  [ßy]  +  [cc]  [yy]  +  [cd]  [yd]  +  [ce]  [yC]  +  [cf]  [y6 
L^  J  [ad]  [ay]  +  [bd]  [ßy]  +  [cd][yy]  +  [dd]  [yd]  +  [de]  [y^  +  [dß  [y6 
[ae][ay]  +  [be][ßy]  +  [ce][yy]  +  [de][yd]  +  [ee][yj:]  +  [eß[yt 
[aß  [ay]  +  [bf]  [ßy]  +  [eß  [yy]  4-  [dß  [yd]  +  [eß  [yC]  +  [fß  [y^ 

[aa][ad]  +  [ab]  [ßö]  +  [ac]  [yd]  +  [ad]  [dd]  +  [ae]  [dl;]  +  [aß  [de 
[abJlad]  +  [bb][ßd]  +  [bc][yd]  +  [bc[][dd]  +  [be][dC]+[bf][d9 
[ac][adf]  +  [bc][ßd]  +  [cc][yd]  +  [cd][dd]  +  [ce][dC]-*-[cß[d% 
^  ^  [0'A][ad]  +  [bd]  [ßd]  +  [cd]  [yd]  +  [dd]  [dd]  +  [de]  [df]  +  [dß  [dO 
[ae][adi]  +  [be]  [ßd]  +  [ce]  [yd]  +  [de]  [dd]  +  [ee][di;]-\-[ef][di 
[af][ad]  +  [bß  [ßd]  +  [cf]  [y  d]  +  [dß  [dd]  +  [eß  [rff]  +  [fß  [J9 

[aa][at]  +  [ab]  [ßi]  +  [ac]  [yf]  +  [ad]  [df  ]  +  [ae]  [Ct]  +  [a/1  [fe 
[ab][at]  +  [bb][ßt]  +  [bc][yl:]  +  [bd][dl:]^[be][Zl:]  +  [bß[lh 
[<ic][al;]  +  [bc]{ßZ]  +  [cc][yt]  +  [cd][dt]-^[ce][^i]  +  [cf][li 
L^  J [ad\[al;]  +  [&d]  [ßl]  +  [cd]  [yZ]  +  [dd]  [dZ]  +  [de] [ff]  +  [df]  [f« 
[a«][«n  +  [be]  [ßZ]  +  [ce]  [yl]  +  [de][dl]  +  [ee]  [It]  +  [eß  [C6 
[«nC«?]  +  [  Jn  [/»t]  +  [cß  [yt]  +  [dß  [df]  +  [eß  [ff]  +  [m  [f « 

[ao][ae]  +  [ab]  [/JO]  +  [ac]  [y^  +  [ad]  [dO]  +  [ae]  [f  6]  +  [a/][e« 
[o6][ae]  +  [J6][^6]  +  [Jc][ye]  +  [6d][de]  +  [Je][fe]  +  [6/-][9« 

[ac][«e]  +  [6  c]  [/?6]  +  [cc]  [yö]  +  [cd]  [dö]  +  [ce]  [f  6]  +  [c/l[»6 
'■    J  [ad][a9]  +  [bd]  [/»e]  +  [cd]  [yO]  +  [dd]  [dB]  +  [de]  [f  6]  -i-  [dn[9e 

[ae][«9]  +  [he]  [/»9]  +  [ce]  [y  9]  +  [de]  [d9]  +  [ee]  [f  9]  +  [eß  [99 

[«n[««]+[*/i[/»8]+[cn[y9]+[dn[<^«]+[en[:ö]+[/'/i[96 

Jedes  dieser  letzteren  Systeme  Terbanden  mit  (48)  giebt 


0 
1 

0 
0 
0 
0 

0 

■  Q 

1 

0 

=0 

=0 
=0 
.0 

=1 

=0 

=0 
=0 
=0 
=0 

=1 

.0 

=0 
=0 
=0 

=0 

=1 
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x^Xq-^  [aa][av]  -h  [aß][bv]  4-  [a;'][ot;]H-[arf][dt;]4-[at][et;]+[ae][/*i;] 
!/  =  S/o  +  [«/»][«v]  H-  [ßß][bv]  4-  [ßr][cv]-h[ßd][dv]-^[ß:][ev]-h[ßmfv] 

I^  J  u;=u;o  +  [ad][av]  H-  [/Jcr][iv]  +  [ri][cv]'h[dd][dv]-\-[d^][ev]-^[dmfv] 

f  =  fo  +  [«ö][at;]  +  Q?e][6i;]4-[ye][ci;]+[rfÖ][dt;]+[fe][et;]-h[ee]|/v] 

OleichuDgen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp.  §  183  auf  etwas 
anderm  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  ansgedrflckt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
cher [av]j  [bv],  [cv]j  nicht  gleich  Null  gesetzt,  sondern  als 
l)esondere  Functionen  beibehalten  werden,  wt  in  dem 
Ausdrucke  für  x  der  Coefficient  von  [at?],  für  y  der  von 
[bv]^  für  z  der  von  [et;]  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  für 
eine  Unbekannte  jedesmal  der  Coefficient  derjenigen 
Snmme^  welche  aus  den  Ooefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Gewichts 
dieser  Unbekannten  in  die  Einheit. 

Hierauf  gründet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wichte, welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
die  Seeberger  Sternwarte  das  Jubilftum  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschlägt  Er  l&fst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  ^,  £,  C,  D,  JE,  i^,  die  [av], 
[bv],  [cv]  u.  s.  w.  stehen,  für  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[av]=^[aa]      P 

•[6t;]-[66.1]g 
[cfj]  =  [cc  •  2]  jB  . . .  u.  s.  w. 
Es  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B*  C  D*  E*  P  die  Ausdrücke  kommen: 

-[ab]P  +  [bb'l]Q 

—  [ac]P-h[cc •  2]  JB  u.  s.  w. 

Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,  so  wird  in  den 

Oleichnngen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  Ton  P,  Q,  i2,  enthalteUf 

2.  B.  die  erste  Gleichung  C*  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 

8* 
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[aa]  [aß]  +  [a  h]  [ßß]  +  [ac]  [ßy]  +  [ad][ßd]  +  [ae]  [ß:]  +  [af]  [ß9 
[ab][aß]-h[bb][ßß]  +  [bc][ßr]  +  [bd][ßd]  +  [be]{ßl:]  +  [bß[ß% 
j.Jae][aß]  +  [bc]{ßß]  +  [cc]{ßr]  +  [cd][ßd]  +  [ce][ß:]  +  [ef][ßfi 
^^[adi[aß]  +  [bd][ßß]  +  [cd][ßr]  +  [dd][ßd]+{de][ß:]  +  [df][ßi 
[ae][aß]  +  [be][ßß]  +  [ce][ßr]  +  lde][ßd]+[ee]{ßC]  +  [en\fi'i 
[af]  [««  +  [bf]  [ßß]  +  [cf]  [ßr]  +  [df]  [ßd]  +  [e/l  [/Jf]  +  [fß  D»« 

[aa]  [ar]  4-  [ab]  [ßy]  +  [ac]  [yr]  +  [ad]  [yd]  +  [ae]  [yC]  +  [af][yi 

[ab]  [ay]  +  [bb][ßy]  +  [bc]  [yy]  +  [bd][yd]  +  [be]  [/f]  +  [bß  [yO 
,^,  [ac  ]  [ay]  +  [bc]  [ßy]  +  [cc]  [yy]  +  [cd]  [yd]  +  [ce]  [yt]  +  [cß  [rO 
^^  J  [ad]  [ay]  +  [bd]  [ßy]  +  [cd]  [yy]  +  [dd]  [yS]  +  [de]  [yC]  +  [dß  [yi 

[ae][ay]  +  [be][ßy]  +  [ee][yy]  +  [de][yd]  +  [ee][y^-i-[eß[rfi 
[aß  [ay]  +  [bf]  [ßy]  +  [cß  [yy]  +  [dß  [yd]  +  [eß  [y^  +  [fß  [yi 

[aa][ad]  +  [ab]  [ßd]  +  [ac]  [yd]  4-  [ad]  [öd]  +  [ae]  [SC]  +  [aß  [dO 
[abJ[ad]  +  [bb][ßd]  +  [bc][yS]  +  [bd][dd]  +  [be][dC]  +  [bf][di 
[ac][ad]  +  [bc]  [ßd]  +  [cc]  [yd]  +  [cd]  [dS]  +  [ce]  [dj:]  +  [cß[d9 
*■  lad][ad]  +  [6d]  [ßd]  +  [ca]  [yd]  +  [dd]  [ÖS]  +  [de]  [dJTI  4-  [dß  [69 
[ae][aS]  +  [be][ßd]  +  [ce][yd]+[de][Sd]  +  [ee][dC]  +  [eß[St 
[af][ad]  +  [bß  [ßd]  +  [cß  [y  d]  +  [dß  [dd]  +  [eß  [dC]  +  [fß  [de 

[aa][at]  +  [ab]  [^C]  +  [ac]  [yt]  +  [ad]  [d^]  +  [ae]  [tC]  +  [aß  [t« 
[ab][aZ]  +  [bb][ßt:]  +  [bc][y:]  +  [bd][d^]  +  [be][a]  +  [bß[:ft 
.„J<ic][a:]  +  [bc][ß:]  +  [cc][yC]  +  [cd][di]  +  [ce][U]  +  [cf][i9 
L^  J [ad][ai]  +  [bd]  [ß:]  +  [cd]  [r f]  +  [dd]  [df ]  +  [de] [CC]  4-  [df]  [JO 
t««][«n  +  [he]  [ßi]  4-  [ee]  [rf  ]  4-  [de]  [df  ]  4-  [ee]  [ff]  4-  [eß  [f » 
[«n[«  C]  +  [bß  [/»f]  +  [cß  [yi] + [dß  [df  ]  +  [^ß  [ff] + [fß  [f  e 

[aa][ad]  4-  [ab]  [/JO]  +  [ac]  [yö]  4-  [ad]  [dO]  4-  [ae]  [f  6]  +  [aß[M 
[ab][aa]  +  [bb][ßft]  +  [bc][y(i]  +  [bd][d^  +  [be][C^  +  [bß[Bi 
[ac][afi]  +  [bc][ßfi]  +  [cc][y(i]  +  [cd][dn]  +  [ce][^fi]  +  [eß[fi9 

t*  J [ad][aO]  4- [Jeq  [jje]  4- [cd]  [yO]  4- [dd]  [de]  4- [de]  [f  6]  4- [dn [99 
[ae][afi]  +  [he]  [ßd]  4-  [ce]  [yfi]  +  [de]  [de]  4-  [ee]  [f  e]  4-  [eß  [66 

[an[«e]  4- [ft/q  [/je]  4- [c/i  [y  e] + [d/]  [de]  4- [cn  [f  6]  +  [//i  [68 

Jedes  dieser  letzteren  Systeme  yerbnnden  mit  (48)  fpeht 
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x  =  XQ-h  [aa][av]  +  [aß][bv]  4-  [ay][cv]-h[ad][dv]'h[al;][ev]'{'[ab]\fv\ 
y-^y^-^  [«fl[«t;]  H-  [ßß]\bv\  +  \ßr^\cv]-\-[ß^][dv]+\ßl:]\ev]+[ß^\fv^ 

<=  ^o4-[«ö][at^]  +  Q?ö][6v]4-[ye][ct;]4-[de][dt;]+[fe][ev]+[e8][/*t;] 

OleichaDgen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp.  §  183  auf  etwas 
anderm  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  ansgedrfickt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
cher [av]^  [6v],  [et;],  nicht  gleich  Null  gesetzt,  sondern  als 
^besondere  Functionen  beibehalten  werden,  i«t  in  dem 
Ausdrucke  für  x  der  Coefficient  von  [at?],  für  y  der  von 
[6t;],  für  z  der  von  [cv]  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  für 
eine  Unbekannte  jedesmal  der  Coefficient  derjenigen 
Summe^  welche  aus  den  Ooefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Oewichts 
dieser  Unbekannten  in  die  Einheit 

Hierauf  gründet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wichte, welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
^e  Seeberger  Sternwarte  das  Jubiläum  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschlägt  Er  läfst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  Ä,  JB,  C,  JD,  E,  F,  die  [av], 
[bv],  [cv]  u.  s.  w.  stehen,  für  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[av]='[aä\      P 

[er]  =  [cc  •  2]  JB . . .  u.  s.  w. 
Es  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B'  O  ly  E  P  die  Ausdrücke  kommen: 

-[a6]PH-[i6.1]Q 

—  [ac]P+{cc .  2]  iJ  u.  s.  w. 
.Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,  so  wird  in  den 
Gleichungen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  von  P,  Q,  i2,  enthalteut 
2.  B.  die  erste  Gleichung  C*  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 

8* 
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[B'] 


[aa]  [aß]  +  [ah]  [ßß]  +  [ac]  [ßy]  +  [ad][ßd]  +  [ae]  [ßC]  +  [af][ß(^ 

[ab]  [aß]  +  [66]  [ßß]  +  [6c]  [ßr]  +  [bd][ßif]  +  [be]  [/»?]  4-  [bf]  [)»• 
[ae][aß]  +  [bc][ßß]  +  [ec][ßr]  +  [cd][ßd]  +  [ce][ßC]  +  [cß[ß9 
[ad]  [aß]  +  [bd]  [ßß]  +  [cd]  [ßr]  +  [dd]  [ßJ^+  [de]  [ßZ]  +  [df]  [ßd 
[ae][aß]  +  [be][ßß]  +  [ce][ßr]  +  [de][ßd]+[ee][ß^]  +  [eß[ß9 
[af]  [aß]  +  [bf]  [ßß]  +  [cf]  [ßr]  +  [df]  [ßS]  +  [ef][ßC]  +  [ff]  [ß9 


[aa]  [ar]  +  [ab][ßr]  +  [ac]  [rr]  +  [ad] 

[ab]  [ar]  +  [66]  [ßr]  +  [tc]  [rr]  +  [bd] 
^Äac][ar]  +  [bc][ßr]  +  [cc][rr]  +  [cd] 

L^  J  [ad]  [ar]  +  [bd]  [ßr]  +  [cd]  [rr]  +  [dd] 

[ae][ar]  +  [be][ßr]  +  [ce][rr]  +  [de] 
[af]  [ar]  +  [bf]  [ßY]  +  [cf]  [rr]  +  [df] 

[aa][ad]  +  [ab]  [ßd]  +  [ac]  [yd]  4-  [ad] 
[ab^ad]  +  [bb][ßd]  +  [bc][rd]-\-[bd] 
r„,,[ac][ad]  +  [6c]  [ßd]  +  [cc]  [ri]  +  [cd] 
^^  J  [ad][ad]  +  [bd]  [ßd]  +  [cd]  [rd]  +  [dd] 
[ae][ad]  +  [be]  [ßS]  +  [ce]  [rd]  +  [de] 
[af][ad]  +  [bf]  [ßS]  +  [cf]  [ri]  +  [df] 

[aa][ai]  +  [ab]  [ßC]  +  [ac]  [y  f  ]  +  [ad] 
[ab][ai]  +  [bb][ßl:]  +  [bc][r:]  +  [bd] 
[ac][a;]  +  [6c]  [ßZ]  +  [cc][ri]  +  [cd] 
[ad][aj:]  +  [bd]  [ßC]  +  [cd]  [yf  ]  +  [dd] 
[««][«:]  +  [be]  [ßi]  +  [ce]  [ri]  +  [de] 
[af][a:]  +  [bf]  [ßi]  +  [cß  [ri]  +  [dß 


[E'] 


[F] 


[aa][a^  +  [ab]  [ß^  +  [ac]  [y9]  +  [ad] 
[fl6][«e]  +  [66]  [/je]  +  [6c]  [yO]  +  [bd] 
[ac][a9]  +  [6  c]  [ßd]  +  [cc]  [yO]  +  [cd] 
[ad][ad]  +  [bd]  [/je]  +  [cd]  [rd]  +  [dd] 
[ae][ad]  +  [Je]  [/je]  +  [ce]  [rd]  +  [de] 
[aß[ad]  +  [bß  [ßd]  +  [cß  [rd]  +  [dß 


yd]-i-[ae][r^]-h[aß[rd 

r^]+[be][r:]  +  [bß[r^ 
r^]  +  [ce][ri:]-h[cß[rd 
r^]  +  [de][r:]  +  [dß[rd 

r^  +  [ee][r^  +  [eß[rd 

ri]  +  [eß[rC]  +  [ff][r9 

3d]  +  [ae][d:]  +  [aß[Sd 
ifd]  +  [be][dl;]  +  [bf][dd 
dd]  +  [ce][iC]  +  [cß[d* 
dd]  +  [de][iC]-h[dß[dt 
dd]  +  [ee][dl:]-h[eß[dd 
dd]  +  [ef][dl:]  +  [fß[dd 

3i:]  +  [ae][U]  +  [aß[:d 
^^]  +  [be][CC]  +  [bß[l:d 
ii]  +  [ce][U]  +  [cf][j;d 
^n  -h  [de]  [ff]  4-  [df]  [Ce 
m  +  [ee][;:]  +  [eß[ii 

<^c]+[«nKt]+[/'n[f« 

<je]  +  [ae][Ce]  +  [a/l[0» 
dd]  +  [be][Sd]  +  [bf][dd 
dd]  +  [ce][:d]  +  [cß[dd 
dd]  +  [de][l:d]  +  [dß[dd 
dd]  +  [ee][l:d]  +  [eß[dd 

i^]+[ef][m+[fm^^ 
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Jedes  dieser  letzteren  Systeme  verbunden  mit  (48)  giebt 
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X  =  Xo  -h  [aa][av]  -+-  [aß][b  v]  +  [ar][cv]'h[aS][dv]'h[a^][ev]'h[a^][fv] 
y  =  yo  +  [«/^][«^]  +  [ßß]V>v]  -h  [ßr][cv]-h{ß^][dv]'h[ß:][ev]+[ßmfv] 

iy  J  w^Wo  +  [ad][av]  +  [/Jcr][iv]  +  [rd][cv]+[dd][dv]+[d^][ev]-h[dmfv] 
te  =  ti^  +  [««[at;]  +  [ß:][bv]  +  [rn[c^^]+[<»C][d^^]+Kn[ö^]+[£ö][/^v] 
<  =  <o  +  [«ö][at;]  +  [/9e][6t;]4-[ye][cv]+[de][dt;]+[fe][et;]+[e6]|/v] 

GleicbuDgen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp.  §  183  auf  etwas 
anderm  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  aasgedrfickt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
<^her  [av]y  [bv],  [cv],  nicht  gleich  Null  gesetzt,  sondern  als 
besondere  Functionen  beibehalten  werden,  ist  in  dem 
Aasdrucke  für  x  der  Coefficient  von  [av],  für  y  der  von 
Ipv],  für  z  der  von  [cv]  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  für 
eine  Unbekannte  jedesmal  der  Coefficient  derjenigen 
Summe^  welche  aus  den  Coefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Gewichts 
dieser  Unbekannten  in  die  Einheit. 

Hierauf  gründet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wiohte,  welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
die  Seeberger  Sternwarte  das  Jubiläum  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschlägt  Er  läfst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  -4,  JB,  C,  D,  ^,  F,  die  [av], 
£Jt;],  [cv]  u.  s.  w.  stehen,  für  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[at;]  =  [aa]      P 

'[bv]^[bb^l]Q 

[cv]  ==  [cc  •  2]  -B . . .  u.  s.  w. 
Ss  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B*  O  D'  Ef  F  die  Ausdrücke  kommen: 

-[a&]P  +  [6&.l](2 

—  [ac]  P  -H  [cc .  2]  JB  u.  s.  w. 

Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,  so  wird  in  den 

Gleichungen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  von  P,  Q,  i2,  enthalteut 

2.  B.  die  erste  Gleichung  C"  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 

8* 
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[aa]  [aß]  +  [ah]  [ßß]  +  [ac]  [ßr]  +  [ad][ßi]  +  [ac]  [/»f]  +  [aß[ß9 
[ab][aß]-h[bb][ßß]  +  [bc]{ßr]  +  [bd][ßd]+[be][ßi]  +  [bf]\ß9 
[ac][aß]  +  [bc][ßß]  +  [cc][ßr]  +  [cd][ßd]  +  [ce][ßS]  +  [cf][ßi 
"■^  ^  [ad][aß]  +  [bd][ßß]  +  [cd]  [ßr]  +  [dd]  [ßd]  +  [de]  [ß^]  +  [dß  [ß9 
[ae]  [aß]  +  [be][ßß]  +  [ce]  [ßr]  +  [de]  [ßd]  +[ce]  [/»f]  +  [eß  [/J6 
[af][aß]  +  [bß[ßß]  +  [cß[ßr]  +  [dß[ßd]  +  [eß[ß^  +  [fß[ß9 

[aa]  [ar]  +  [ab]  [ßr]  +  [ac]  [rr]  +  [ad]  [rd]  +  [ae]  [rf]  +  [aß[r^ 
[ab] [ar]  4-  [bb][ßr]  +  [bc] [rr]  +  [bd] [rd]  +  [be] [yf]  +  [bß [r8 

[ac][ar]  +  [bc][ßr]  +  [cc][rr]  +  [cd][rS]  +  [ce][rn  +  [cß[r^ 

^  J  [ad]  [ar]  +  [bd]  [ßr]  +  [cd]  [rr]  +  [dd]  [y rfj  +  [de]  [yC]  +  [dß  [yO 
[ae][ar]  +  [be]  [ßr]  +  [ce]  [rr]  +  [de][rd]  +  [ee][r^  +  [eß[r9 
[aß  [ar]  +  [bf]  [ßY]  +  [cß  [rr]  +  [dß  [r<f]  +  [eß  [yC]  H-  [fß  [y6 

[aa][ad]  +  [a6]  [ßd]  +  [ac]  [yd]  +  [ad]  [öd]  +  [ae]  [df]  +  [aß[d9 
[ab][aS]  +  [bb][ßd]-i-[bc][rd]  +  [bd][dd]  +  [be][Si;]  +  [bß[d9 

[ac][ad]  +  [bc][ßd]  +  [cc][rS]  +  [cd][dS]^[ce][i!:]  +  [cß[S* 

■•^  J  [ad][a<r]  +  [6d]  [|8rf]  +  [cd]  [rd]  +  [dd]  [dd]  +  [de]  [df]  h-  [d/1  [d« 

[ae][ad]  +  [Je]  [)»d]  +  [ce]  [yd]  +  [de]  [dd] +[««]  [df]  +  [e/1  [d« 

[an[«d]  +  [6n[/»d]  +  [c/'][yd]  +  [dn[dd]  +  [en[dt]  +  [f/l[d« 

[aa][«t]  +  [a6]  [ßt]  +  [ac]  [yf  ]  +  [ad][dj:]  +  [ae][i:C]  +  [aß[:9 

[ab][ai]+[bb][ßi:]+[bc][ri:]+[bd][dj;]+[be][t::]-i.[bß[ti 
.„Jac][ai:]+[bc][ßi:]+[cc][ri]+[cd][dS]+[ce][:i]+[cß[i:fi 

1-^  J  [ad][a:]  +  [bd]  [ßt]  +  [cd] [y n  +  [dd]  [df]  +  [de]  [U]  +  [dß  [fO 
[ae][at]  +  [6e]  [/Jf]  +  [ce]  [yf  ]  +  [de]  [df  ]  +  [ee]  [CC]  +  [e/1  [f« 
[aß[ai]  +  [bß[ßS]  +  [cß  [y  t]  +  [dß  [df]  +  [«^  [Jf]  +  [fß  [t« 

[aa][ae]  +  [a&]  [ß%]  +  [ac]  [yO]  +  [ad]  [dO]  +  [ae]  [C«]  +  [aß  [6» 
[a6][a6]  +  [66][/J6]  +  [6c][ye]  +  [6d][d6]  +  [Je][Ce]  +  [6/-][»» 

rp,  [«<'][«9]  +  Üx^}  [/»Ö]  +  [cc]  [yO]  +  [cd]  [dö]  +  [ce]  [fO]  +  [cH  [»9 

^    J[ad][ae]  +  [6d][/»e]  +  [cd][y6]  +  [dd][d6]  +  [de][?6]  +  [dn[9« 

[ae][ai]  +  [Je]  [jje]  +  [ce]  [yO]  +  [de]  [de]  +[ee]  [fO]  +  [e/1  [0« 

[an[ae]  +  [j/1  [/J6]  +  [c/1  [y9] + [d/]  [d6] + [cn  [fe]  +  [/-/i  [ee 

Jedes  dieser  letzteren  Systeme  verbanden  mit  (48)  giebt 
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a;  =  Xo  4-  [«a][at;]  +  [«/*][&«?]  +  [ar][ct;]+[arf][dv]4-[at][öt;]+[a6][/'v] 
»  =  yo  -+-  [€^ß][av]  +  [ßß][bv]  -4-  [ßr][cv]+[ßd][dv]-\^[ßl:][ev]+[ßmfv] 

f  =  ^o-H[«e][at;]4-[/je][ftt;]  +  [y6][ct;]+[de][dv]+[fe][et;]+[ee][/'t;] 

Gleichungen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp.  §  183  auf  etwas 
andeim  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  ausgedrückt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
cher [av]^  [bv],  [cv],  nicht  gleich  Null  gesetzt,  sondern  als 
hesondere  Functionen  beibehalten  werden,  i«t  in  dem 
Ausdrucke  für  x  der  Coefficient  von  [av],  ffir  y  der  von 
[6t;],  fär  z  der  von  [cv]  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  für 
eine  Unbekannte  jedesmal  der  Coefficient  derjenigen 
Summe,  welche  aus  den  Coefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Gewichts 
dieser  Unbekannten  in  die  Einheit. 

Hierauf  grttndet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wichte, welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
die  Seeberger  Sternwarte  das  Jubilftum  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschlägt  Er  läfst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  -4,  jB,  (7,  D,  JE,  J',  die  [av]j 
lbv]j  [cv]  u.  s*  w.  stehen,  f&r  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[at;]  =  [aa]      F 

[bv]=^[bb>l]Q 

[cv]  =  [c(?  •  2]  jB  . . .  u.  s.  w. 
Es  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B*  O  D'  B  F  die  Ausdrücke  kommen: 

'-[ab]P  +  [bb'l]Q 

—  [ac]P  +  [cc •  2]  J8  u.  s.  w. 

.Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,  so  wird  in  den 

Gleichungen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  von  P,  Q,  12,  enthalten, 

2.  B.  die  erste  Gleichung  O*  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 

8* 
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[aa]  [aß]  +  [ah]  [ßß]  +  [ac]  [ßr]  +  [ad][ßd]  +  [ae]  [ßC]  +  [af][ß9 

[ab][aß]  +  [bb][ßß]  +  [bc][ßr]  +  [id][ßd]  +  [be][ßl:]  +  [bf][ß9 
j.J<'c][aß]  +  [bc][ßß]  +  [cc][ßr]  +  [cd][ßd]  +  [ce][ßl:]  +  [cß[ß<i 

^^  J  [ad]  [aß]  +  [bd][ßß]  +  [cd]  [ßr]  +  [dd]  [ßd]  +  [de]  [ßC]  +  [df]  [ßH 
[ae][aß]  +  [be][ßß]  +  [ce][ßy]  +  [de][ßd]+[ee][ß:]-h[eß[ßf> 
[«n  [«/»]  +  [bf]  [ßß]  +  [cf]  [ßr]  +  [df]  [ßS] + [eß  [ßi] + [fß  [/»e 

[aa]  [ar]  +  [ab]  [ßr]  +  [ac]  [rr]  +  [ad]  [yd]  +  [ae]  [ri]  +  [aß  [yO 

[ab]  [ar]  +  [bb][ßr]  +  [bc]  [rr]  +  [bd]  [rd] + [be]  [yC] + [bß  [/i 
,„,  [ac][ar]  +  [bc]  [ßr]  +  [CO]  [rr]  +  [cd]  [rd]  +  [ce]  [rC] + [cß  [r» 
L^  J  [ad]  [ar]  +  [bd]  [ßr]  +  [cd]  [rr]  +  [dd]  [rd] + [de]  [rt] + [dß  [y» 

[ae][ar]  +  [be][ßr]  +  [ee][rr]  +  [de][rd]  +  [ee][r^  +  [eß[/9 

[aß  [ar]  +  [bf]  [ßy]  +  [cß  [rr] + [dß  [rd] + [eß  [rC]  +  [fn  [r« 

[aa][ad]  +  [ab]  [ßd]  +  [ac]  [rd]  +  [ad]  [dd]  +  [ae]  [dJ:]  +  [aß  [dd 
[abj[ad]  +  [bb][ßd]  +  [bc][rd]-\-[bd][dd]-h[be][d^]+[bf][d9 
[ac][ad]  +  [bc][ßd]-h[cc][rd]  +  [cd][dd]H-[ce][d^  +  [oß[d9 
^  ^  [ad][ad]  +  [bd]  [ßd]  +  [cd]  [rd]  +  [dd]  [dd]  +  [de]  [dC]  4-  [dß  [di 
[ae][ad]  +  [be]  [ßd]  +  [ce]  [rd]  +  [de]  [dd]-i-[ee][df:]  +  [ef][d% 
[af][ad]  +  [bß  [ßd]  +  [cß  [r  d]  +  [dß  [dd]  +  [eß  [dl;]  +  [fß  [d6 

[aa][at]  +  [ab]  [ßC]  +  [ac]  [ri]  +  [ad]  [dl;]  +  [ae]  [fC]  +  [aß  [fO 

[ab][az]+[bb][ßi:]+[bc][ri:]+[bd][di:]+[be][:i:]+[bß[!:ti 

,„Aac][a:]  +  [bc][ßC]  +  [cc][ri]  +  [cd][dl:]  +  [ce][a]  +  [cf][ii 

L^  J [ad][ai]  +  [bd]  [/»:]  +  [cd]  [ri]  +  [<i(q  [di]  +  [de]  [Cf]  +  [df]  [fe 

[««][«:]  +  [fte]  [jJ?]  +  [ce]  [ri:]  +  [de]  [<Jf  ]  +  [ee]  [?  C]  +  [  «/l  [?« 

[on[«n  +  [^n  [/»f  ]  +  [cß  [yt]  H-  [d/-]  [dt]  +  [en  [ff]  +  [fß[l:9 

[aä][a%  ]  +  [ab]  [ßi]  +  [a  c]  [y  6]  +  [ad]  [dB]  +  [a«]  [C«]  +  [a/]  [6» 

[a6][a9]  +  [6J]  [/J6]  +  [6c]  [ye]  +  [6(q[<re]  + [6  e][CÖ] +  [&/'][•• 
[ac][«e]  +  [Jc][/je]  +  [cc][y6]  +  [c(i][d9]  +  [ce][{:9]  +  [c/l[6« 

^*  J [od][a«]  +  [Jd] [/»e]  +  [cd]  [yO]  +  [dd][<je]  +  [de] [fö]  +  [d/] [66 

[ffe][aO]  +  [be]  [ßf>]  +  [ce]  [y6]  +  [de]  [<f  6]  +  [ec]  [fO]  +  [e/1  [98 

[aß[ad]  +  [bß[ß9]  +  [cß[rd]  +  [dß[d9]  +  [ef][:i]  +  [fß[i9 

Jedes  dieser  letzteren  Systeme  verbanden  mit  (48)  giebt 
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x^^XQ-h  [tta][av]  4-  [aß][b  v]  4-  [a;'][cv]+[a<f][dt;]4-[a  J][ev]-h[ae][/'v] 
y  =  S/o  +  [«fl[«^]  -*-  [ßß][bv]  -h  \ßr][cv]-h{ß6][dv]-h[ßl:][ev]+[ß(^][fv] 

tt = Wo + [«c][at;] + [ß:][bv]  4-  [rnM4-[dn[eii;]4-[tn[öt;]4-[  cejcz-v] 

<=  fo  +  [«ö][at;]  +  [/je][Jt;]4-[ye][ci;]4-[<fe][dv]4-Ke][ev]4-[ee]I/t;] 

Gleichungen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp,  §  183  auf  etwas 
anderm  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  aasgedrfickt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
cher [av],  [6t7],  [cv\,  nicht  gleich  Nall  gesetzt,  sondern  als 
l)esondere  Functionen  beibehalten  werden,  ]«t  in  dem 
Ausdrucke  f&r  x  der  Coefficient  von  [at?],  für  y  der  von 
[6t;],  für  z  der  von  [cv]  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  für 
eine  unbekannte  jedesmal  der  Coefficient  derjenigen 
Summe,  welche  aus  den  Coefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Gewichts 
dieser  unbekannten  in  die  Einheit. 

Hierauf  gründet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wichte, welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
die  Seeberger  Sternwarte  das  Jubil&um  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschlägt  Er  l&fst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  ^,  J5,  C,  2>,  JE,  -F,  die  [av], 
£6t;],  \cv\  u.  s.  w.  stehen,  für  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[at;]»[aa]      P 

•[6t;]  =  [66.1](2 
[cf  ]  « [cc  •  2]  JB . . .  u.  s,  w. 
Es  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B^  O  D*  E  P  die  Ausdrücke  kommen: 

-[a6]P4-[J6-l](2 

—  [ac]  P  4-  [cc .  2]  2J  u.  s.  w. 
.Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,  so  wird  in  den 
Gleichungen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  von  P,  Q,  i2,  enthalteut 
2.  B.  die  erste  Gleichung  O*  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 

8* 
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[aa][aß]  +  [ah]{ßß]  +  [ac][ßr]-h[ad]{ßd]  +  [ae][ßt]  +  [an[ß^ 
[ab]  [aß]  +  [bb]  [ßß]  +  [bc]  [ßr]  +  [bd]  [ßd]  +  [be]  |jJf]  +  [bf][ß9 

[ac][aß]  +  [bc][ßß]  +  [cc][ßr]  +  [cd][ßd]+[ce][ßC]  +  [ef][ßit 

^    \ad][aß]  +  [bd][ßß]  +  [cd]  [ßr]  +  [dd][ßif]+[de][ß^]+[df][ß9 

[ae][aß]  +  [be]  [ßß]  +  [ce]  [ßr]  +  [de]  [ßd]  +  [ee][ßi]  +  [eß  [/»6 

[af]  [aß]  +  [bf]  [ßß]  +  [cß  [ßr]  +  [dß[ßS]+[eß[ßC]  +  [fß  [i»» 

[aa]  [ar]  +  [ab][ßr]  +  [ac]  [rr]  +  [ad]  [/  d]  +  [ae]  [r  f]  +  [aß  [y» 

[ab]  [ar]  +  [bb]  [ßr]  +  [bc]  [rr] + [bd][rd] + [be]  [rC]  +  [bß  [y« 
.^Äac][ar]  +  [bc][ßr]  +  [cc][rr]  +  [cd][rd]  +  [ce][rC]+[cß[r^ 
L^  J  [ad]  [ar]  +  [bd]  [ßr]  +  [ccq  [rr]  +  [dd]  [rS] + [de]  [yf] + [dß  [^e 

[ae][ar]  +  [be][ßy]  +  [ce][rr]  +  [de][rd]  +  [ee][y^  +  [eß[rfi 
[aß  [ay]  +  [bf]  [ßy]  +  [cß  [yy]  +  [dß  [yd]  +  [eß  [yC]  +  [fß  [r« 

[aa][ad]  +  [ab]  [ßd]  +  [ac]  [yd]  +  [ad]  [dd]-h[ae]  [dl:]  +  [aß  [di 
[abj[ad]  +  [bb][ßd]  +  [bc]  [yd]  +  [bd][dd]-^  [b  e]  [d^]  -h[bß  [d9 
[ac][ad]  +  [bc][ßd]  +  [cc][yd]  +  [cd][dd]-^[ce][d^  +  [cß[d% 
^^^[ad][ad]  +  [bd][ßd]  +  [cd][yd]  +  [dd][dd]+[de][dC]  +  [dß[dti 
[ae][ad]  +  [be][ßd]  +  [ce][yd]  +  [de][dd]  +  [ee][di:]  +  [eß[d6 
[aß[ad]  +  [bß  [ßd]  +  [cß  [yd]  +  [dß  [dd]+[eß  [d^  +  [fß  [di 

[aa][at]  +  [ab]  [ßi]  +  [ac]  [yi]  +  [ad]  [rfC]  +  [ae]  [ff]  +  [aß[:9 

[ab][aZ]+[bb][ßi:]+[bc][yi;]+[bd][di:]+[be][:i;]+[bß[:t 

.„Jac][al:]  +  [bc][ßl;]  +  [cc][yC]  +  [cd][di:]  +  [ce][U]  +  [cf][l:9 

l^  J [ad][al:]  +  [bd]  [/Jf ]  +  [cd]  [rf ]  +  [dd]  [dC]  +  [de] [Cf]  +  [df]  [C« 

[ae][ai]  +  [be]  [/»?]  +  [ee]  [yi]  +  [de]  [df]  +  [ee]  [ff  ]  +  [«/l  [f « 

[af][a:]+[bß[ßt]+[cf][yi]+[df][dc]+[^ß[i:i:]+[fß[:9 

[aa][ali]  +  [ab]  [ßü]  +  [ac]  [y9]  +  [ad]  [dÜ]  +  [ae]  [fO]  +  [aß[^9 

[ab][afi]  +  [bb][ßfi]  +  [bc][yii]  +  [bd][dfi]  +  [be][C9]  +  [bf][9i 

[ac][aa]  +  [bc][ßfi]  +  [cc][yfi]  +  [cd][d9]  +  [ce][:^  +  [cß[ii 

^^[ad][a(i]-h[bd][ß9]  +  [cd][y9]  +  [dd][dfi]  +  [de][m  +  [dß[ft9 

[ae][a(i]  +  [he]  [ß9]  +  [ce]  [y%]  +  [de]  [dO]  +  [ee]  [fO]  +  [eß  [«» 
[aß[a9]  +  [bß[ßfi]  +  [cß[yft]  +  [dß[d^  +  [ef][^^  +  [fß[H 

Jedes  dieser  letzteren  Systeme  Terbonden  mit  (48)  giebt 
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x^XQ-h  [aa][av]  +  [aß][bv]  4-  [ar][cv]+[arf][<iv]-4-[a?][öv]+[ae][/'v] 
y  -  !/o  -f-  [«fl[«v]  +  [ßß][bv]  +  \ßr][cv]+[ßd][dv]-^[ßl:][ev]-h[ßW^^] 

^  =  ^o  +  [«r]M  +  [/»y][6t^]  +  [^r][ct;]+[r(J][dt?]+[;'f][«^]+[;'ö][/-v] 

^^  ^  tt;=M;o  -f-  [ad][av]  4-  [^(J][&v]  4-  [r^][cr]+[^cr][dv]4-[d:][«v]-4-[rfe][/'i;] 

t=  fo  +  [«Ö][«v]  +  li^Ö][Jt;]  +  [ye][ct;]+[(fe][dt;]+[fe][et;]4-[ee][/'t;] 

GleichuDgen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp.  §  183  auf  etwas 
anderm  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  ausgedrückt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
<^her  [at;],  [ftt;],  [cv],  nicht  gleich  Null  gesetzt,  sondern  als 
l)esondere  Functionen  beibehalten  werden,  ifit  in  dem 
Ausdrucke  für  x  der  Coefficient  von  [at?],  für  y  der  von 
[6t;],  für  z  der  von  [cv\  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  für 
eine  Unbekannte  jedesmal  der  Coefficient  derjenigen 
Summe,  welche  aus  den  Coefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Oewichts 
dieser  Unbekannten  in  die  Einheit. 

EQerauf  gründet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wichte, welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
die  Seeberger  Sternwarte  das  Jubil&um  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschlägt  Er  l&fst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  -4,  JB,  C,  D,  jE,  J^,  die  [av], 
\hv\  \cv\  u.  s.  w.  stehen,  für  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[av]  =  [aa]      P 

•[6i;]  =  [66.1]Q 

[er]  =  [cc  •  2]  i2 . . .  u.  s,  w. 
Es  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B*  O  D*  E  P  die  Ausdrücke  kommen: 

-[a6]P  +  [J6.1](2 

—  [ac\P+[cc .  2]  JB  u.  s.  w. 

.Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,  so  wird  in  den 

Gleichungen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  von  P,  Q,  12,  enthaltenf 

2.  B.  die  erste  Gleichung  O*  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 

8* 
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[aa]  [aß]  +  [a  h]  {ßß]  +  [ac]{ßr]  +  [ad][ß&]  +  [ae]  [/»t]  +  [«/l  D»« 

[ab]  [aß]  +  [bb]  [ßß]  +  \bc]  [ßr]  +  [bd][ßd]  +  [be][ßi]  +  [»^0»» 
.j.n[ac][aß]  +  [bc][ßß]  +  [cc][ßr]  +  [cd][ßd]  +  [ce][ß^]  +  [cf][ßfi 
l^  J  [ad]  [aß]  +  [bd][ßß]  +  [cd]  [ßr]  +  [dd]  [ßd]  +  [de]  [ßj:]  +  [df]  [ßO 

[ae][aß]  +  [be]  [ßß]  +  [ce]  [ßr]  +  [de]  [ßd]  +  [ee][ßi]  +  [eß  [ß% 
[af][aß]  +  [bf][ßß]  +  [cf][ßr]  +  [df][ßd]  +  [eß[ßi:]  +  [ff][ß^ 

[aa][ay]  +  [ab][ßy]  +  [ac][yr]  +  [ad][rd]  +  [ae][ri]  +  [an[r^ 
[ab]  [ar]  +  [bb][ßr]  +  [bc]  [rr]  +  [bd][yd]  +  [be]  [yf]  +  [bf]  [yO 
r„,[«c]  [«r]  +  [bc]  [ßy]  +  [cc]  [yy]  +  [cd]  [y<f]  +  [ce]  [y^]  +  [cß[y9 
^^  J  [ad]  [ay]  +  [bd]  [ßy]  +  [cd]  [yy]  +  [dd]  [yd]  +  [de]  [yf]  +  [dß  [yO 
[ae][ay]  +  [be][ßy]  +  [ee][yy]  +  [de][yS]  +  [ee][yJ:]-h[eß[y9 
[aß  [ay]  +  [bf]  [ßy]  +  [cß  [yy]  +  [dß  [yd]  +  [eß  [yfl  +  [fß  [yO 

[aa][ad]  +  [ab]  [ßS]  +  [ac]  [yd]  +  [ad]  [dd]  +  [ae]  [dZ]  +  [aß[di 
[abj[ad]  +  [bb][ßd]  +  [bc][yd]  +  [bd][dd]  +  [be][di:]  +  [bß[d<i 
„,,,  [ac][ad]  +  [bc]  [ßd]  +  [cc]  [yd]  +  [cd]  [dd]  +  [ce]  [d^  +  [cß[d% 
^^  J  [ad][ad]  +  [bd]  [ßd]  -{-[cd]  [yd]  +  [dd]  [dd]-i-[de]  [dC]  +  [dß  [di 
[ae][ad]  +  [be][ßd]  +  [ce][yd]-h[de][dd]-i-[ee][dC]-h[eß[di 
[aß[ad]  +  [bß  [ßd]-{-  [cß  [yd]  +  [dß  [d(J]  +  [eß [df]  +  [fß [di 

[aa][ai]  +  [ab]  [/Jf  ]  +  [ac]  [yf]  +  [ad]  [df]  +  [ae]  [??]  +  [aß[Z9 
[ab][a:]  +  [bb][ß:]-\-[bc][yj;]  +  [bd][dJ:]-i-[be][a]-i-[bß[:a 
.„Jac][a:]-i-[bc][ß:]-{.[cc][yi]-{-[cd][dC]  +  [ce][U]  +  [cf][t^ 
^^  J  [ad][a:]  -{-[bd]  [/»C]  +  [cd]  [yt]  +  [dd]  [dC]  +  [de]  [Cf]  +  [dß  [fO 
[a«][«n  +  [6e]  [/»?]  +  [ce]  [y  f]  +  [de]  [d^  +  [ee][;C]  +  [eß[j;i 
[af][ai]  +  [bß[ßi]  +  [cß[yt]-{-[dß[dZ]-{.[^ß[:^]-i-[fß[l:9 

[aa][a^  +  [ah]  [ßO]  +  [ac][re]  +  [ad][<re]  +  [ae][C«]  +  [a/][«« 
[a  J][ae]  +  [66]  [ßü]  +  [6c]  [y  6]  +  [6d]  [de]  +  [6  e]  [CO]  +  [6^  [90 
[ac][afi]  +  [bc][ßfi]-h[cc][y^-{-[cd][d9]  +  [ce][m-i-[cß[9t 
^  ■' [od][ae]  +  [6d]  [|«9]  +  [cd]  [y6]  +  [di]  [d6]  +  [de]  [fÖ]  +  [i/"]  [88 
[ae][ae]  +  [Je]  [ßü]  +  [ce]  [yO]  +  [de]  [dB]  +  [ce]  [fS]  +  [«/]  [88 

[«n[«»n- [ft/1  [/»«]+ [cn  [r«] + w]  [«J9] + [en  [f  8] +[/•/!  [88 

Jedes  dieser  letzteren  Systeme  Terbonden  mit  (48)  giebt 


=0 
=  1 
=0 
=0 
=0 
=0 

=  0 
=0 

=1 

=0 
=0 
=0 

=0 
=0 
=0 

=1 

=0 
=0 

=0 
=  0 
=0 
=0 

=1 

=0 

«0 
=0 
=0 
=0 
=0 

»1 
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X  =  a^o  +  [cca][ai;]  +  [ccß][b  v]  4-  [a/][ct;]-l-[a<f][dv]4-[aC][ei;]4-[ae][/*v] 
!/  =  !/o  +  [^ß][<^v]  +  [ßß][bv]  -h  [ßr][cv]+[ßd][dv]-^[ßl:][ev]-h[ßmfv] 

i^  J  u;==M?o  +  [ad][ai;]  +  [/?rf][ft  v]  +  [yd][cv]+[dd][dv]-i-[d^][ev]-{'[db]\fv] 
w  -  ti,  +  [at][ar]  +  [ß:][bv]  +  [r t][ct;]+[rft][dv]-h[Cn[^v]+[f  ö][/'t;] 

f  =  fo  +  [«Ö][«v]  +  IJ^e][6t;]  +  [ye][ct;]+[de][dt;]+[J:e][ev]+[66]|/t;] 

GleichuDgen,  welche  in  der  Theoria  mot  corp.  §  183  auf  etwas 
anderm  Wege  abgeleitet  sind,  und  die  in  Worten  so  ansgedrfickt 
werden  können:  Bei  der  allgemeinen  Elimination,  in  wel- 
cher [av]^  [ftr],  [et;],  nicht  gleich  Null  gesetzt,  sondern  als 
1>esondere  Functionen  beibehalten  werden,  ist  in  dem 
Ausdrucke  für  x  der  Coefficient  von  [av],  für  y  der  von 
[6t7],  für  z  der  von  [et;]  u.  s.  w.,  oder  in  dem  Ausdrucke  fftr 
eine  unbekannte  jedesmal  der  Ooefficient  derjenigen 
Summe^  welche  aus  den  Coefficienten  dieser  unbekannten 
Gröfse  gebildet  wird,  gleich  dem  Quotienten  des  Gewichts 
dieser  Unbekannten  in  die  Einheit. 

Hierauf  gründet  sich  die  Methode  zur  Bestimmung  der  Ge- 
wichte, welche  Herr  Director  Hansen  in  dem  Programm,  mit  dem 
die  Seeberger  Sternwarte  das  Jubil&um  des  Herrn  Doctor  Olbers 
gefeiert  hat,  vorschl&gt  Er  lafst  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (27),  oder  der  Gleichungen  Ä^  JB,  C,  D,  Ej  F,  die  [av], 
[bv],  [cv]  u.  s«  w.  stehen,  f&r  welche  er  dabei,  der  Vermeidung  der 
Brüche  wegen,  die  Form  annimmt: 

[av]  =  [aa]      P 

'[bv]^[bb'l]Q 
[cv]  =  [cc  •  2]  i2 . . .  u.  s,  w. 
Es  ist  klar,  dafs  dadurch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (31), 
oder  des  Systems  B'  O  D*  Ef  F  die  Ausdrücke  kommen: 

-[a6]P  +  [J6.1](2 

—  [ac^P-^lcc .  2]  JB  u.  s.  w. 
.Geht  man  folglich  in  der  Elimination  so  weiter,   so  wird  in  den 
Oleichungen  (33),  die  rechte  Seite  Glieder  von  P,  Q,  12,  enthaltenr 
2.  B.  die  erste  Gleichung  O*  wird  auf  der  rechten  Seite  haben 
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welches  die  Formeln  von  Oaufs  in  der  Thearia  combinai,  observ. 
Bind.  Diese  vierte  Methode  giebt  den  mittleren  oder  wahrschein- 
lichen Fehler  der  Werthe  der  Variabein,  fOr  jede  gesondert,  nnab- 
hfingig  von  den  Fehlem  der  übrigen. 

So  wie  die  Gleichungen  zur  Findung  der  hier  gebrauchten 
Multiplicatoren  oben  geordnet  stehen,  findet  man  aus  einem  System 
alle  A,  die  den  Fehler  von  x  bedingen,  aus  einem  zweiten  alle 
Bj  die  zu  dem  Fehler  von  y  gehören  u.  s.  f.  Diese  Anordnung  ist 
daher  die  zweckm&fsigste,  wenn  man  den  mittleren  Fehler  irgend 
einer  Unbekannten  allein  bestimmen  will.  Sonst  kann  man  die 
Multiplicatoren  auch  in  anderer  Ordnung  finden.  Denn  da  bei 
ihrer  Herleitung  die  Gröfsen  [an]^  [&n],  [cn],  u.  s.  w.  als  relativ 
unabhängig  angesehen  worden,  so  müssen  diese  auch  umgekehrt 
wenn  man  aus  (57)  die  Gleichungen  (40)  wieder  herstellt,  als  un- 
abhängige Oröfsen  betrachtet,  und  ihre  Coefficienten  einzeln  ver- 
glichen werden.     Multiplicirt  man  also  in  dem  System  (57)  die 

ni  •  v  .^1      [<**]      [ötc]      [ad]      [ae]      [aß        , 

Gleichungen  resp.  mit  1,  ^ — f ,  4— f ,  -h:^^  'hr;^^  rjr:^^  ™* 
®  *^  [aa]      [aaj      [aa]      [aa]      [aaj 

addirt  die  Producte,  um  die  erste  der  Gleichungen  (40)  wieder  in 

ihrer  Summe  zu  erhalten,  so  muTs  der  Ooefficient  von  [an]  gleich 

j — T,  die  Coefficienten  von  [ftn-l],  [cn'2]  u.  s.  w.  jeder  gleich  Null 

werden.  Aehnlich  ist  das  Verhalten  wenn  man  aus  den  fünf  letzten 
Gleichungen  von  (57)  die  zweite  von  (40),  aus  den  vier  letztoi 
von  (57)  die  dritte  von  (40)  und  so  fort  bildet.  Man  erhält  hieraus 
die  Bedingungen: 
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(59) 


ro= 

0  = 
0  = 
0  = 
0  = 

0  = 
0  = 
0  = 
0  = 

0  = 
0  = 
0  = 

0  = 
0  = 

0  = 


aa]Ä'   +[ab] 

aa]A"  -h[ab]B"  +[ac] 

oo]  A'"  +  [ab]  B'"  +  [ac]  C"  +  [ad] 

aa]  Ä^  +  [ab]  S^  +  [ac]  C^  +  [ad]  D^  +  [ae] 

aa]  Ä'  +  [ab]  B^  +  [ac]  CT  +  [ad]  D^  +  [ae]  BT  +  [aß 

bbl]B"  +[bc.l] 

bbl]B"'  ■{■[bc'l]0"  +  [bd'l] 

bb-l]ff'  +[bc-l]Cr  +  [bd'l]ir  +  [be-l] 

bb'l]B^  +[bC'l]C^  +[bd-l]D^  +[be'l]  E'' +  [bf'l] 

cc-2]C"+[cd-2] 

CC'2]C"  +  [cd-2]  D^  +  [ce-2] 

cc-2]C^  +[cd'2]D''  +[ce-2]Er'  +[cf-2] 

dd-^D"  +[de'S] 

dd-5]D^  +[de-5]E^  +  [df-3] 

ee-4]^  +[ef'4] 


Aas  diesen  Gleichungen  findet  man  znerst  Ä',  B",  C",  D",  E', 
deren  Werthe  in  einer  Gleichung  immer  allein  vorkommen.  Ver- 
mittelst dieser  erhUt  man  A'\  B**\  CP"",  D^,  ans  den  Gleichungen 
mit  zwei  Multiplicatoren,  dann  folgen  A***^  B^^  C^  ans  den  Glei- 
chungen mit  drei  Multiplicatoren,  und  so  alle  flbrigen.  Gaufs 
nennt  jene  Art,  die  Multiplicatoren  zu  finden,  die  erste,  diese  die 
zweite. 

Um  den  Zusammenhang  der  früheren  specielleren  Sätze  mit 
dem  letzten  allgemeinen  zn  übersehen,  kann  man  noch  bemerken, 
daÜB  eben  diese  Multiplicatoren  auch  die  Functionen  ßn-l],  [cn-2].... 

vermittelst  [an\^  [in],   [cn\ ,  oder  was  dasselbe  ist  [bvl] 

[cv  •  2],  vermittelst  [at;],  \bv\,  [cv],  geben.  Vergleicht  man  nämlich 
das  DilBferential  von  Q  aus  (44) 

mit  der  andern  ursprünglichen  Form 

\dQ^  [av\  dx  -l-  [bv\  dy  +  [cv\  de  4-  [dv\  dw 

locke*!  AbhuBdL  IL  o 


(60) 
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nachdem  man  in  diese  letztere  die  Werthe  von  dx,  dy^  dz^  als  Func- 
tionen von  d  [av\,  d  [6t;  •  1],  d  [cv  •  2],  u.  s.  w.,  wie  sie  sich  aus  (57) 
unmittelbar  hinschreiben  lassen,  substitnirt  hat,  und  setzt  die  Coeffi- 
cienten  der  unabhängigen  Differentiale  einander  gleich,  so  erh&lt  mau 

\av\     =        \av\ 

[ct;.2]  =  ^"  [avl-hiJ''  [6t;]  +  [ct?] 

[dv.S]  =  A'*  [av\  +  jB'"  [hv]  -+-  C''' [cv\  -h  [dv\ 

[ et?.4]  =  ^'^  [av\  -h  fi»^  [hv\  -h  C'^  [cv]  -t-  D'^ [dt?]  -h [er] 

[/^t;.5]  =  ^^  [at;]-hfi^  [6t;]  +  C^  [ct?]-hD^  [dr]wH£^[gr]+[/f]. 

Naturlich  wird  das  Verhalten  derselben  Functionen  von  n  gegen 
einander  ganz  das  nämliche. 

Wendet  man  auf  diese  Formeln  die  obigen  specielleren  Yor- 

Schriften  an,  nach  welchen  man,  um  ^  zu  finden,  in  dem  Werthe 
von  Xq,  [an\  =  —  1,  [bn\  =  [cn]  =  u.  s.  w.  =  0  setzen  soll,  so  wie  fBr 

3    ,  \bn\  =  —  1  und  [an\  =  [cn]  u.  s.  w.  =  0,  so  sieht  man,  dafc 

für^[  a«  ]  =  -l,  [bn'l]  =  -Ä',  [cn'2]  =  -A",  [dn-3]  =  -il"', 

[en.4] A^,  \fnb] ^^ 

»  ^[Jn.l]  =  -1,  [cn-2]=-JB",  [dn.3]=-B"',[en.4]=-ll", 

[/'n-5]  =  — B^u.  s.  w. 

in  die  Formeln  für  Xq,  y^j  Zq,  u.  s.  w.  (57)  gesetzt  werden  musscDt 
wodurch  dieselben  Werthe  der  mittleren  Fehler  wie  in  (58)  erhalten 
werden. 

Endlich  liegt  in  diesen  Formeln  noch  das  vollständige  Schema 
fflr  die  oben  angeführte  zweite  Methode,  oder  die  wirkliche  Ans- 
fdhrung  der  allgemeinen  Elimination.  Hat  man  die  Ä,*  Ä" . . .  i^ 
B,*'  jB,'"  . . .  J3^,  u.  s.  f.  bis  zu  E7  berechnet,  so  fftgt  man  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichungen  (40)  die  Werthe 

[av]        [bv'l]        [cv » 2]       [dt;>3]        [ev » 4]        [/^p>5J 
[aa]'     [fti.l]'     [cc.2]'     [dd-S]'     [ee-i]'     [ff-^]' 


lieber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  131 

nach  der  hier  gegebenen  Form  als  Functionen  von  [av],  [bv],  [cv], 
[rfr],  [ev],  [fv]  hinzu,  betrachtet  diese  letzteren  als  unabhängige 
Variabele,  und  erhält  so  durch  die  successive  Substitution  der 
Werthe  von  ^  tt,  tc?,  z,  y,  wie  die  spätem  Gleichungen  sie  geben, 
in  die  frfiheren,  so  wohl  nach  den  Functionen  von  n,  als  nach  denen 
von  Vj  die  Coefflcienten  von  [av]  für  x,  von  [bv]  für  y,  von  [cv] 
für  ^,  u.  s.  w.,  welche  respective  gleich  den  oben  so  bezeichneten 

[aa],  [ßß],  [yy],  oder  den  ^-^,  "^^i  -^^TT"  ^'  s-  w-  s^^*- 

So  wie  die  in  Bezug  auf  jedes  einzelne  n  entwickelte  Form 
der  Yariabeln  zu  verschiedenen  Methoden  die  Gewichte  zu  be- 
stimmen geführt  hat,  unter  welchen  die  von  Gaufs  vorgezogene 
(hier  die  vierte)  Methode,  sowohl  in  Hinsicht  auf  analytische  Ele- 
ganz, als  auf  Kürze,  und  besonders  auch  wegen  des  ümstandes, 
dafs  die  Gewichte  jeder  unbekannten  unabhängig  von  denen  der 
übrigen  gefunden  werden  können,  den  Vorrang  hat;  so  läfst  sich 
auch  an  die  erste  Auflösung  aus  der  Integration  von  e-**^,  und 
dem  daraus  folgenden  Satze  für  den  Ooefficienten  der  letzten  Un- 
bekannten, noch  eine  Betrachtung  anknüpfen,  die  zu  einer  Ab- 
kürzung führen  kann. 

Die  Integration  von  e-**^  nach  allen  Variabein,  innerhalb  der 
Grenzen  —  <»  und  -f-  <»,  führt  auf  einen  Ausdruck,  der  aufser  con- 
stanten  Gröfsen  auch  das  Product 

w  =  [aa]  •  [66 . 1]  •  [cc .  2] .  [dd  -  3]  •  [ee  •  4]  •  j//".  5] 

enthält.  Da  die  Ordnung  des  Integrirens  willkürlich  ist,  so  mufs 
dieses  Product  unabhängig  von  der  Ordnung  sein,  in  welcher  man 
eliminirt  hat  Für  jede  Anordnung  ist  w  eine  und  dieselbe  Gröfse. 
Man  kann  dasselbe  auch  aus  der  gewöhnlichen  Lehre  über  Eli- 
mination bei  Gleichungen  des  ersten  Grades,  angewandt  auf  die 
Gleichungen  (27)  finden.  Es  wird  sich  dabei  zeigen,  dafs  w  immer 
eine  ganze  Function  der  Ooefficienten  von  x,  y,  z,  u.  s.  w.  in  den 
Oleichnngen  (27)  ist,  und  dafs  es  der  gemeinschaftliche  Nenner  ist, 

den  man,  falls  kein  unnöthiger  Factor  eingeführt  ward,  auf  dem 
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gewöhnlichen  Wege  bei  allen  unbekannten  aus  der  gehörigen  Com- 
bination  der  Coefficienten  erhUt,  woraus  wiederum,  wenn  er  voll- 
ständig entwickelt  wäre,  auch  der  Zähler  bei  jedem  x^  y,  e,  sich 
auf  eine  leichte  Weise  ergeben  wfirde. 

Nimmt  man  nun  an,  es  seien  sechs  verschiedene  AnordnimgeDT 
in  jeder  eine  andere  Variable  zur  letzten  gemacht,  die  flbrigen 
aber  in  ihrer  zuerst  gewählten  Ordnung  beibehalten,  und  fugt  man, 
um  die  in  jeder  Anordnung  gebildeten  analogen  Hülfsgröfsen  von 
einander  zu  unterscheiden,  einer  solchen  immer  unten  den  Bncli- 
staben  hinzu,  den  man  zum  letzten  gemacht  hat,  mit  Ausnahme 
des  /*,  der  in  der  natürlichen  Ordnung  zuletzt  kommt,  so  hat  man 
für  w  die  sechs  Formen: 


w^[aa]  [bb 
=  [aa]e  [bb 
=  [aa]a  [bb 
=  [aä\c  [bb 
=  [aä]i,  [cc 
=  [6J]a  [cc 


1]  [cc.2]  [dd'3]  [ee.4]  [ff-b] 
i]e  [cc-2],  [dd'SU  [ff'^]e  [ee-5] 
l]d[cc'2]a[ee'ili[ff'4:]a[dd.b] 
l]c  [dd'2]c  [ee.3]c  [ff'4]c  [cc-b] 
l]b  [dd .  2]6  [ ee  •  3]^  [ff-  4]^  [bb  •  5] 
l]a[dd.2]a[ee.3]a{ff'^]a[aa'bl 


Allein  es  ist  klar,  dafs  durch  den  Umstand,  dafs  eine  andere 
Unbekannte  zur  letzten  gemacht  ist,  nur  die  Hulfsgrölsen  sich 
ändern,  in  welchen  bei  der  natürlichen  Buchstabenfolge  die  unbe- 
kannte eliminirt  ist,  welche  bei  der  neuen  Anordnung  zur  letzten 
gemacht  ward.  Für  alle  Hülfsgröfsen  z.  B.,  die  in  der  Klammer 
eine  Zahl  bis  4  enthalten,  ist  es  gleichgültig,  ob  f  oder  e  die  letzte 
Gröfse  ist,  für  alle  mit  3  bezeichnete,  ob  d  oder  e  oder  f  zuletzt 
bleibt,  für  die  mit  2  bezeichneten,  ob  c,  (2,  e  oder  /*,  für  die  mit  Ir 
ob  by  c,  (2,  e  oder  f^  für  die  ohne  Zahl  (die  wirklichen  Goef&cienteD)T 
ob  a,  bj  c,  dy  e,  /*,  die  letzte  wird.  Hiemach  erhält  man,  wenn  man 
jeden  spätem  Werth  von  w  dem  in  der  ersten  Anordnung  gleich 
setzt,  folgende  Gleichungen: 
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[/•/••5]  =  [/'/'-5] 
[e6*5]  =  [ee'4] 

[cc-5]  =  [cc.2] 
[66.5]  =  [J6.1] 
[aa-5]  =  [aa] 


[  fM] 

[ee-4]     1 

[ff-^] 

[  ««-4] 
[ee-3]4 

[d(i.3] 

[ee-4] 

[ee.3]     1 
[dd-3]    1 

[ff'Hi 
ec-4] 

[cc-2]    [ 

[cd]    I 
[Ji.l]    1 

;dd.2]6 
■cc.2] 

[/'/'•5] 

[  i6] 


CClja        [dd.2]a        [6^.3]a         [/•/•.4]a 


In  dieser  Form,  Terbunden  mit  einer  einmaligen  völligen  üm- 
kehrung,  scheint  mir  die  Berechnung  der  Gewichte  für  die  Praxis 
am  kürzesten  und  sichersten,  wenn  man  nämlich  nicht  blofs  die 
Endgleichnngen  (40)  kennt,  sondern  was  meistentheils  der  Fall  sein 
wird,  anch  alle  andere  Hülfsgröfsen  Tor  sich  hat. 

Man  verfährt  dann  hier  so:  Zuerst  eliminirt  man  nach  der 
Ordnung  a,  b,  c,  d,  e,  /*,  und  berechnet  aufser  den  oben  angezeigten 
HQlfsgröfsen  noch 

lff-^h''[ff-^]-^^^W.S] 

damit  sind  die  [ff-b],  [^^  *  5],  [dd-b],  vermöge  der  eben  gegebenen 
Formeln  (61),  in  einer  für  die  logarithmische  Bechnung  sehr  be- 
quemen Gestalt  unmittelbar  gefunden,  ohne  weitere  Einführung 
anderer  Factoren. 

Dann  eliminirt  man  nach  der  Ordnung  /*,  e,  d,  c,  &,  a,  und  fügt 
hier  noch  die  Hülfsgröfse  hinzu 

[ab .  3] 


[aa  •  4]c  —  [aa  •  3]  — 


[ab .  3] 


[66.3] 
so  wird  man  wiederum  vermittelst  lauter  gegebenen  Gröfsen  haben: 

[aa  •  5]  =  [aa  •  5] 

[aa '  5] 


[66.5]  =[66.4] 
[cc.5]  =[cc.4] 


[aa .  4] 
[66.4] 


[aa '  5] 


[66-3]      [aa.  41 
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Die  einmalige  ümkehrnng  controllirt,  wegen  des  doppelt  za 
findenden  Werthes  von  x,  den  Theil  der  Bechnang  von  den  Glei- 
chungen  (27)  an,  bis  zu  den  wahrscheinlichsten  Werthen  selbst 
Es  bedarf  übrigens  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dafs  die  [aa-5], 

\bl'b\  \cc*b\  u.  s.  w.  resp.  gleich  sind  den -p — t-,  t^^t-,  -7 — ,-  u. s.w. 

\  22  ^"^"^^     ^^^     ^^^^ 

oder  den  -^,  -^,  ^  u.  s.  w. 

Alle  Brache,  die  in  diesen  Formeln  vorkommen,  sind  ibrer 
Natnr  nach  ächte  Brüche,  so  dafs  man  deutlich  fibersieht,  wie  die 
vergröfserte  Anzahl  der  zu  ermittelnden  Werthe  bei  denselben 
Gleichungen  das  Gewicht  der  einzelnen  immer  mehr  und  mehr 
vermindert.  Es  ist  selbst  möglich,  dafs  die  Bestimmung  einer  ein- 
zelnen Variablen,  wegen  der  geringen  Sicherheit,  mit  welcher  sie 
aus  den  Gleichungen  sich  ableiten  läfst,  einen  so  nachtheiligen 
Einflufs  auf  die  Sicherheit  der  andern  ausübt,  dafs  es  rathsamer 
ist  diese  Variable  gar  nicht  bestimmen  zu  wollen,  sondern  die 
übrigen  als  Functionen  derselben  auszudrücken,  mit  dem  Vorbe- 
halt, wenn  man  auf  anderm  Wege  einen  zuverlässigeren  Werth 
der  unbestimmt  gelassenen  erhalten,  diesen  später  anzuAbren 
Dieses  würde  z.  B.  der  Fall  sein,  wenn  die  Aufgabe  in  practischer 
Hinsicht  sich  einer  unbestimmten  zu  sehr  näherte,  wenn  also  die 
Coefflcienten  aller  oder  einiger  der  Variabein  in  aUen  Gleichungen 
nahe  dasselbe  Verhältnifs  zu  einander  hätten,  wodurch  man  zwar 
wohl  einige  der  Oorrectionen  x^j  y^,  ^q,  genau  erhalten  konnte, 
wenn  die  übrigen  bekannt  wären,  aber  nur  höchst  unsicher  die 
wahren  Werthe  aller  zugleich,  getrennt  von  einander  aus  solches 
Gleichungen  allein  bestimmen  könnte.  Der  gröfseren  Bequemlich- 
keit halber,  wenn  dieseQ  ungünstige  Verhältnifs  eintreten  solltet 
wird  es  gut  sein,  die  Ordnung,  in  welcher  man  die  erste  Elind- 
nation  durchführt,  ungefähr  nach  der  Sicherheit  der  Endbestim- 
mungen einzurichten,  worüber  schon  ein  flüchtiger  Anblick  der 
Bedingungsgleichungen  im  rohen  belehren  wird.  Hat  man  so  den 
Gröfsen,  welche  sich  am  sichersten  bestimmen  lassen,  die  Coeffi- 
cienten  a,  h,  c,  gegeben,  und  findet  sich  [//^*5]  gar  zu  klein,  so 
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gehe  man  nicht  bis  zur  letzten  Gleichung  F^  fort,  sondern  bleibe 
bei  E^  stehen,  und  substituire  den  Werth  von  u,  der  aas  ihr  folgt, 

[66-4]  [66-4] 

in  alle  früheren  Gleichungen.  Man  erhält  dann  w^  Zj  y,  x,  als 
Functionen  von  t,  damit  auch  die  bei  den  neuen  Bestimmungen 
noch  zurückbleibenden  Fehler  l,  1/  l/*  eben  so,  und  selbst  die 
Summe  der  Quadrate  der  Fehler  in  derselben  Form.  Die  Sicher- 
heit oder  das  Gewicht,  was  man  jetzt  erhält,  setzt  die  Richtigkeit 
des  angenommenen  Werthes  fflr  Tq  voraus,  und  ändert  sich  mit 
der  Sicherheit,  welche  man  irgend  einem  anzunehmenden  Werthe 
von  t  zuschreiben  darf. 

Die  Formeln  ffir  die  obige  vierte  Methode  sind  für  einen 
solchen  Fall,  der  z.  B.  bei  parabolischen  Cometenbahnen  eintritt; 
schon  völlig  eingerichtet.  Es  ist  im  höchsten  Grade  unwahrschein- 
lich, dafs  Cometen  sich  genau  in  einer  Parabel  bewegen.  Sie 
werden  immer  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  welche  der  Parabel  sich 
nähern,  duixhlaufen.  Bringt  man  also^  nachdem  man  die  Func- 
tionen Vq  in  einer  strengen  Parabel  berechnet  hat,  in  die  Bedin- 
gungsgleichungen für  diese  parabolische  Bahn  noch  ein  Glied,  was 
den  Einflufs  einer  geänderten  Excentricität  ausdrückt,  hinein,  so 
wird  man  nur  selten,  wenn  der  Comet  blols  in  einer  Erscheinung 
beobachtet  ist,  das  Gewicht  für  eine  solche  Excentricitätsänderung 
grofs  genug  erhalten,  um  sie  einführen  zu  können.  Billig  aber 
sollte  man,  den  Formeln  (57)  und  (58)  gemäfs,  die  kleine  Mühe 
nicht  scheuen,  die  Gorrectionen  und  mittleren  Fehler  der  andern 
Elemente,  wenn  man  die  in  der  Parabel  wahrscheinlichsten  etwa 
durch  x'q,  y'o,  z*^^  w'q,  w'o,  bezeichnen  will,  und  unter  Iq  die  unbe- 
stimmt gelassene  Correction  der  Excentricität  versteht,  so  zu  geben: 

xo  =  x'o  +  ^^  <o  («^o)'  =  i^Af  +  ^^^'^  («<o)* 

(62)  j  ^0«  ^'o+C^to  (*-8'o)*  =  (*^'o)'  +  C^C^K)' 
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Diese  Ausdrücke  sind  für  jeden  Werth  von  t^y  den  man  spiter- 
hin  vielleicht  einführen  möchte,  vollkommen  strenge.  Denn  bei  der 
Durchsicht  der  Formeln  (&6)  sieht  man  bald,  dafs  die  Coefficienten 
von  t  in  den  'Bedingnngsgleichungen,  oder  die  /*,  nur  auf  die  llnl- 
tiplicatoren,  welche  mit  dem  Accente  ^  bezeichnet  sind,  Eänflnfs 
haben,  alle  andern  Multiplicatoren  sind  von  ihnen  unabhängig. 
Hieraus  l&fst  sich  schon  mit  Sicherheit  schlieüsen,  dafs  die  letzten 
Glieder  in  x^,  j/q,  z^^  u.  s.  w.  den  ganzen  EinfluDs,  den  irgend  ein 
Werth  von  to  ^^  die  andern  Yariabeln  haben  kann,  umfassen 
oder  dafs 

dt^  dtQ  dtQ 

sein  wird,  eine  Eigenschaft,  die  aus  den  Gleichungen  (57)  vermöge 
ihrer  Ableitung  aus  (40)  sich  auch  direct  und  strenge  ergiebt. 

Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  auch  auf  den  Fall  an- 
wenden, wenn  vielleicht  wegen  mangelhafter  Kenntnifs  der  theo- 
retischen Bedingungen  der  Aufgabe,  eine  Variable  ganz  bei  der 
Berechnung  der  Fq  fibergangen  w&re,  wie  es  in  der  Astronomie 
in  geringerem  Grade,  in  stärkerem  in  der  Physik  stattfinden  wird, 
wo  der  Einflufs  so  mancher  Kräfte  noch  bei  vielen  Erscheinungen 
ganz  unbekannt  ist.  Man  kann  diesen  Fehler  sich  so  vorstellen, 
als  ob  einer  der  Yariabeln  ein  bestimmter  Werth  beigelegt  ist, 
am  häufigsten  vielleicht  Tq  =  0  gesetzt  ist,  manchmal  auch  wie 
bei  der  Excentricität  der  parabolischen  Cometenbahnen  Tq  » 1, 
oder  sonst  einer  Constante  gleich  genommen,  und  die  Correction 
sowohl  der  Annahme  selbst,  als  auch  das  von  ihrer  Yeränderlidi- 
keit  herrfihrende  Glied  in  den  Bedingnngsgleichungen  vemadi- 
läfsigt  wäre.  Die  obigen  Formeln  zeigen  hier  zuerst,  dafs  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  solche  Mängel  durchaus  nicht  er- 
setzen kann,  sie  wird  wie  jede  andere  mehr  oder  minder  irrige 
Werthe  für  die  andern  Yariabeln  geben.  Wenigstens  aber  gewinnt 
man  häufig  durch  sie  ein  sicheres  Oriterium,  ob  ein  solcher  ICangel 
für  die  gegebenen  Beobachtungen  von  sehr  groüsem  Einflufs  ist 
Es  wird  nämlich  in  diesem  Falle  das  Minimum  der  Fehlerquadrate: 


lieber  die  Methode  der  kleinBten  Quadrate.  137 


2 


=  [nn.6]  +  [^^'  =  [nn.5] 

Eennt  man,  was  hftnflg  der  Fall  sein  wird,  die  ungefähre  Fehler- 
grenze der  Beobachtungen,  also  auch  die  ungefähre  Summe  der 
Quadrate  der  Fehler  bei  den  m  Beobachtungen,  welche  bei  yoll- 
sttndiger  Theorie  von  [nn-6]  nicht  viel  abweichen  darf,  und  er* 
fährt  man  durch  die  strenge  Behandlung  nach  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, welche  Summe  der  Fehlerquadrate,  der  gemachten 
Hypothese  zufolge,  die  kleinstmöglichste  ist,  so  wird  ein  allzu- 
starker unterschied  zwischen  beiden,  der  nothwendig  in  dem  Sinne 
stattfinden  wird,  dafs  [nn-5]  >[nn-6]  und  zwar  um  vieles  ist,  mit 
Sicherheit  auf  einen  Mangel  in  der  Theorie  schlieisen  lassen. 
Endlich  geben  die  Formeln  f&r  die  {€x^)\  {^y^Y  u.  s.  w.,  dafs  die 
Weglassung  einer  Variablen  ebenfalls  nothwendig  einen  zu  grofsen 
Grad  der  Sicherheit  bei  den  andern  Bestimmungen  annehmen 
läfst;  und  erklären  dadurch  die  Erscheinung,  dafs  bei  unvollkom- 
mener theoretischer  Eenntnifs  die  vermöge  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  aus  verschiedenen  Reihen  von  Beobachtungen 
erhaltenen  Werthe  derselben  Yariabeln  häufig  aufserhalb  der 
Grenzen,  welche  die  Gewichte  ihnen  anweisen,  verschieden  aus- 
fallen.   Ganz  ähnlich  wirken  constante  Fehler. 

Bei  zwei  und  mehreren  unbestimmt  zu  lassenden  Yariabeln 
können  die  Formeln  (57)  nicht  mehr  so  geradezu  angewandt,  sehr 
leicht  aber  auf  ganz  ähnliche  Weise  die  analogen  gefunden  wer- 
den. Fälle  dieser  Art  sind  indessen  weit  seltener  und  sollten  wo 
möglich  vermieden  werden. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  die  Bestimmung  des  mittleren 
Fehlers  einer  Beobachtung  aus  den  in  der  Hypothese  des  abso- 
luten Minimums  übrig  bleibenden  Fehlern  näher  zu  untersuchen. 
Wären  diese  Fehler  die  wahren,  so  würde  nach  der  Definition  des 
mittleren  Fehlers,  bei  den  m  hier  vorliegenden  Beobachtungen 
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sein.  Indessen  ist  es  klar,  dafs  aus  dieser  Oleichang  der  mittlere 
Fehler  immer  zu  klein  gefunden  werden  moCs.  Um  ein  der  Wah^ 
heit  n&her  kommendes  Resultat  zu  erhalten,  bezeichne  man  mt 
früher  die  Fehler  des  Minimums  mit  l,  V,  l",  u.  s.  w. 

l  =axQ  -hiyo  +^^o  +^«^0  +ß^  +/^^o  "+"^* 

V  =  a'xQ  4-  6'yo  +  ^'^0  ■+■  ^'  ^0  -+-  «'^0  +  f  0  +  ^'  ^-  s.  w. 

wobei  noth wendig  [Zq  =  [nn-6] 

[aZ]  =  [tq  =  [cZ]  =  [dq  =  [el]  =  |/q  =  0. 

Ferner  seien  die  wahren  Werthe  von  oc,y,z,tv,u,ty  x^-k-bx, 
Vo  H-  Ay,  2^0  4-  A2f;  t(;o  4-  ^w,  ti^  +  A  m,  ^0  +  Af,  und  die  wahren  Fehler 
resp.  i,  i/  A,"  u.  s.  w.  Durch  die  Substitution  dieser  wahren  Werthe 
wird  man  die  strengen  Gleichungen  haben: 

l  =aArc   +htSy   -^ctSz  -hd^w   +eAM   -i-ft^t   +Z 
(63)... -i'  =a'Aa;  +6'Ay  4-c'A2j  -+-d'AM;  4-€'Am  -hft^t  +f 
A"  =  a''Aa;  +  6''Ay  +  c"A«  +  d"Aw^-fe"Au4-/"A^+/'' 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Erhebt  man  hier  auf  beiden  Seiten  in  das  Quadrat,  so  wird 
wegen  der  Bedingungen  des  Minimums  [aq  =  [6q  u.  s.  w.  =0: 

[XX]  =  pq  +  :?|(aAa;  4-  6  Ay  4-  cäz  +  däw  4-  «A  m  4-  /"Af)'} 

Diese  letztere  Summe  läfst  sich  analog,  wie  oben  bei  ä  ge- 
schehen, in  eine  andere  Form  umgestalten.    Setzt  man 

[aa]  Ax  4-  [ab]  Ay  4-  [ac]  iSz  4-  [ad]  Ati;  4-  [ae]  A w  4-  [af]  tsi  =  A^ 

[66.1]Ay4-[6c.l]A0  +  [ftd.l]Au;  +  [6e.l]Att-h[6/'-l]A^  =  5i 

[cc.2]  A2f  4-  [cd.  2]  A  w;  4-  [ce.2]  At*  +  [c/*.2]  A^  =  C;' 

[dd.3]  Am?  +  [d^-S]  A w  +  [d/'-S]  A^  =  DÖ' 

[ee'i]lSu  +  [efA]M  =  E'^ 

[ff^ö]/St  =  FZ 

und  für  [XX]  den  Werth  w^^  so  wie  [nn-Q]  für  [/q,  so  wird  die 
Gleichung: 
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ms  -inn  oj+  ^^^^  ^[bb-iy[cc-2y[dd-3y[ee-4]^[ff-ö] 
Yermöge  der  Qleichongen  (63)  wird  aber:  * 

Au  =  [aX]     —  [oZ]      =[aA] 
B'o  =  [JA .  1]  -  [6M]  =  [bX .  1] 
C'ö  =  [cX-2]-[cl-2]  =  [cX'2] 

n.  s.  f.  wie  die  Bildang  der  Hülfsgröfsen  an  sich  es  lehrt.  Man 
hat  folglich  die  strenge  Gleichung 

inn  Dj-h  ^^^j  -^[jj.!]  ^[cc'2]  ^[dd-S]  ^[ee-i]      [ff-b] 

wo  die  Zahl  der  anf  der  rechten  Seite  neben  [nn-G]  stehenden 
stets  positiven  Glieder,  immer  gleich  ist  der  Anzahl  der  unbe- 
kannten, oder  vielmehr  hier  ihren  wahrscheinlichen  Werthen  nach 
zu  bestimmenden  Gröfsen. 

Die  quadratische  Form,  in  der  diese  Glieder  erscheinen,  zeigt, 
dafs  [nn  •  6]  immer  kleiner  sein  mufs  als  me^^  zugleich  aber  auch, 
dafs,  wenngleich  [aX],  [JA-1],  [eX*2]  u.  s.  f.  aus  einerlei  System 
der  A  bestimmt  werden,  doch  die  Fehler,  welche  in  jeder  einzelnen 
dieser  Summen  deswegen  zurückbleiben,  weil  wir  bei  ihnen  nur 
die  wahrscheinlichsten,  nicht  die  wahren  Fehler  anwenden  können, 
sich  nie  gegenseitig  aufheben  können,  sondern  jeder  einzeln  nach 
ihrer  Gröfse  einwirken.  Wären  zu  den  m  Beobachtungen  noch 
andere  derselben  Art  hinzugekommen,  deren  Fehler  wir  nicht 
genau  kennten,  so  würden  wir  so  viele  s^  zu  [nn  -  6]  hinzulegen 
müssen,  als  hinzugekommene  Beobachtungen  vorhanden  gewesen. 
Wollen  wir  uns  deswegen  in  dem  gegenwärtigen  Falle  der  Wahr* 
heit  so  viel  nähern  als  möglich,  so  werden  wir  für  [al],  [bX'l]  u.  s.w. 
die  Werthe  setzen  müssen,  welche  durch  das  Yerhältnifs  der  bei 
diesen  Summen  möglichen  Fehler,  in  Vergleich  mit  dem  mittleren 
Fehler  einer  Beobachtung  sich  ergeben.  Diese  mittleren  Fehler 
der  Summen  aber  finden  sich  aus  dem  allgemeinen  Satze  für  den 
mittleren  Fehler  irgend  einer  linearen  Function  Q  ganz  unmittel- 
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bar;  denn  es  ist  klar,  dafs  die  Variabein  hier  von  denselben  Be- 
dingungsgleichungen  wie  oben  abhängen.  Zugleich  aber  habea  die 
Summen  schon  die  dort  verlangte  Form.  Für  [al]  wird  A^  =  l, 
alle  andern  k  gleich  Null;  für  [bX-l]  wird  A^  =  1,  alle  andern  k 
gleich  Null  und  ähnlich  bei  den  übrigen.  Es  werden  deshalb  die 
mittleren  Fehler  von 

[aX]      e\/[aa]  [dl-S] €l/[dd'  3] 

[6i .  1] . . . .  €i/[bb  .1]  [el'4] «|/[ee  •  4] 

[cX'2]....  €i/[cc  .2]  [fX^b]....  eylff'  5] 

und  wenn  wir  diese  Werthe  substituiren,  so  kommt: 

m«»  =  [nn .  6]  +  «2  -f-  *2  -t-  «2  +  «2  4-  *2  -4-  «^ 

oder  wenn  die  Anzahl  der  aus  den  Gleichungen  bestimmten  wahr 
scheinlichsten  Werthe  =gi  gesetzt  wird 

w€2  =  [nw  •  6] -f- f*«2 

(64) {    ^  ^l//[nn>6]\ 

worin  der  allgemeine  Satz  für  jede  Anzahl  von  Yariabeln  Wr 
gesprochen  ist. 
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Zar  voUstftndigen  Anflösnng  der  Aufgabe,  bei  irgend  welcher 
Anzahl  von  unbekannten  Gröfsen  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  derselben  aus  gegebenen  Beobachtungen  zu  be» 
stimmen,  wenn  die  Gröfsen  selbst  völlig  unabhängig  von 
einander  sind,  gehört  indessen  wesentlich  auch  die  Andeutung 
emes  möglichst  bequemen  Weges  f&r  die  numerische  Berechnung 
dieser  Werthe  und  ihrer  Gewichte.  Denn  es  ist  nicht  zu  leugnen, 
dafs  die  allgemeinen  Formeln,  durch  die  verschiedenen  eingeführten 
Hülfsgröfsen ,  den  Schein  einer  so  gröfsen  Verwickelung  haben, 
dafs  wenn  es  wirklich  nöthig  wäre,  diesen  Formeln  stets  Schritt 
fBr  Schritt  folgen  zu  mfissen^  die  Ausführung  der  Rechnung  sehr 
ermüdend  sein  würde.  Allein  es  wird  sich  hoffentlich  im  Folgenden 
zeigen,  dafs  bei  gehöriger  Anordnung  der  einzelnen  Theile  es 
niemals  nöthig  sein  wird,  auch  bei  der  weitläuftigsten  Rechnung 
dieser  Art  einen  Blick  auf  die  Bedeutung  der  Buchstabenwerthe 
zu  werfen.  Man  kann  ganz  allgemein  für  alle  Fälle  von  Anfang 
an  eine  feste  Vorschrift  sich  machen,  welche  niemals  einer  Zwei- 
deutigkeit unterworfen  ist,  und  zugleich  den  Vorzug  einer  strengen 
Prüfung  der  ganzen  Rechnung  und  jedes  einzelnen  Theiles  gewährt. 

Die  Berechnung  theilt  sich  zuerst  in  die  Entwickelung  der 
ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  und  die  dazu  gehörige  Be- 
stimmung des  Gewichtes  einer  jeden  einzelnen  derselben.  Hierüber 
lassen  sich  weiter  keine  allgemeinen  Vorschriften  geben,  als  in 
Bezug  auf  die  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Bedingungsgleichungen, 
und  auf  die  zweckmäfsigste  Wahl  der  Werthe  für  h  schon  früher 
angerathen  worden  sind,  es  müfste  denn  sein,  dafs  aus  der  Natur 
des  behandelten  Gegenstandes  ein  spedelles  Gesetz  für  die  Coef- 
ficienten  hervorginge.  Indessen  möchte  es  doch  vielleicht  nicht 
ganz  überflüssig  sein  daran  zu  erinnern,  wie  sehr  man  an  Sicher- 
heit und  schneller  Ausführung  der  Rechnung  gewinnt,  wenn  bei 
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einer  Aufgabe  wie  diese,  wo  eine  gröfsere  Anzahl  ähnlicher  Beob- 
achtungen und  Bedingungsgleichungen  zusammen  behandelt  werden, 
die  Rechnung  so  tabellarisch  eingerichtet  wird,  dafs  jede  Beob- 
achtung eine  Yerticalcolumne  einnimmt,  in  welcher  die  horizon- 
talen Zeilen  überall  die  ähnlichen  Werthe  angeben.  Es  wird  da- 
durch möglich,  viele  Bedingungsgleichungen  zusammen  zu  be- 
rechnen, nicht  jede  einzeln,  und  da  meistentheils  die  Zu-  nnd 
Abnahme  der  Coefficienten  und  der  trigonometrischen  Functionen, 
die  hier  eingreifen,  nicht  sprungweise  geht,  sondern  einen  gesetz- 
mäfsigeren  Gang  hat,  den  man  häufig  noch  dadurch  regelmäfsiger 
machen  kann,  dafs  man  die  Beobachtungen  nicht  gerade  der  Zeit- 
folge nach  in  der  Rechnung  berücksichtigt,  sondern  sie  mehr  nach 
der  Gleichartigkeit  der  Elemente  ordnet,  so  erspart  man  theils 
viele  Zeit  im  Aufschlagen  der  Logarithmen,  theils  sichert  man  sich 
gegen  zufällige  Fehler  in  der  Gröfse  der  Werthe  und  ihrem  Zeichen. 
Sind  nun  die  Bedingungsgleichungen  in  der  Form  wie  sie  in  (25) 
verstanden  worden,  jede  schon  mit  ihrem  h  multiplicirt,  gegeben. 
80  erfordert  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
noch  folgende  Rechnungen: 

I.  die  Bildung  der  Summen  [an],  [bn],  [cn]  etc.  [ad],  [ab],  [ac]  etc. 

bis  zu  [ff]. 
IL  die  Bildung  der  Hülfsgröfsen  [bn- 1] . . .  [fn-b],  [bb-l],  [bei]  etc. 
bis  zu  [ff'b]. 

III.  die  Auflösung  der  aus  diesen  Hülfsgröfsen  gebildeten  Glei- 
chungen (40). 

IV.  die  Rechnungen,  welche  nach  irgend  einer  der  angeführten 
Methoden  zur  Kenntniss  der  Gewichte  führen. 

Von  diesen  vier  Theilen  hängen  die  drei  letzten  nicht  von 
der  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  sondern  blofs  von  der  An- 
zahl der  unbekannten  Gröfsen  ab.  Da  diese  letztere  meistentheils 
nicht  grofs  ist,  selten  die  Zahl  6  ftberschreitet,  während  die  An- 
zahl der  Bedingungsgleichungen  in  das  unbestimmte  wachsen  kann, 
und  manchmal  über  50,  selbst  über  1(X)  steigt,  so  wird  der  erste 
Theil,  der  zugleich  von  der  Anzahl  der  unbekannten  Gröfsen  nnd 
der  Bedingungsgleichungen  abhängt,  bei  weitem  den  gröfsten  Theil 
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der  ganzen  Arbeit  umfassen,  nnd  eine  Pi*fifang  der  Richtigkeit  bei 
seiner  Weitläaftigkeit,  so  wie  ebenfalls  eine  Anordnung  um  kein 
Product  und  keine  Summe  zu  fibergehen,  um  so  wichtiger  werden. 
Das  letztere  erreicht  man  am  einfachsten,  wenn  man  die  Zahlen 
der  Bedingungsgleichungen  so  ordnet: 

Nummer  der  Beobachtung. 


^ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

s 

Zahlenwerthe  .  . . 

logw 

logw' 

log«" 

log  «'" 

logw"' 

logn^ 

etc. 

Coefflc.  von  x  ,..a 

loga 

loga' 

loga'' 

log  «'" 

logo'^ 

loga^ 

etc. 

Coefflc.  von  y . . .  6 

log  6 

logt' 

log  6" 

log  V" 

XaglP 

logJ^ 

etc. 

Coefflc.  von  z ,..c. 

logt? 

logC 

logc" 

log  C" 

logc'* 

logc'^ 

etc. 

Coeffic.  von  w  .^i 

logä 

logd' 

logeZ" 

log  d'" 

logrf" 

log«?^ 

etc. 

Coefflc.  von  w . . .  e 

löge 

löge' 

löge" 

log  e'" 

loge^ 

loge^ 

etc. 

Coefflc.  von  <.../* 

log/- 

log/' 

logf 

log  r 

logr 

logr 

etc. 

Schreibt  man  sich  jetzt  zuerst  die  logn,  logn',  logn",  logw'"  etc. 
auf  den  untern  Band  eines  Papiers,  so  dafs,  wenn  man  dieses  über 
die  Tabelle  hält,  Spalte  auf  Spalte  pafst,  und  legt  das  Papier 
zuerst  so,  dafs  der  log  n  ober  dem  log  n,  log  n'  über  log  w'  etc.  zu 
stehen  kommt,  so  kann  man  mit  Leichtigkeit,  besonders  da  die 
Logarithmen  nur  ffinf  Stellen  enthalten,  die  beiden  fibereinander- 
stehenden  Logarithmen  jedesmal  im  Eopf  addiren,  und  die  zu  der 
Summe  gehörige  Zahl  sogleich  aufsuchen  und  hinschreiben.  Diese 
Zahlen  vertical  untereinander  gesetzt  und  addirt  geben  das  Pro- 
duct [nn].  Schiebt  man  dann  das  Papier  eine  Zeile  tiefer,  so 
dafs  log  n  über  log  a,  log  n'  Aber  log  a'  etc.  zu  stehen  kommt,  so 
erhält  man  auf  dieselbe  Weise  das  Product  [an];  und  wenn  man 
so  fortfShrt,  nach  einander  [6w],  [cw],  \dn\,  [en],  |/n],  womit  die 
Multiplicationen  von  n  beendigt  sind.  Man  schreibt  sich  jetzt 
wieder  auf  den  untern  Hand  eines  Papiers  die  log  a,  log  a'  etc., 
fängt  mit  diesen  bei  der  Zelle  log  a,  log  af  etc.  an  und  erhält  bei 
successivem  Herabrficken  die  Producte  [aa],  \ah\  \ac\  [ad],  [ae], 
[a/^.  Hiermit  schliefsen  die  Multiplicationen  mit  a.  Es  folgt  dann 
die  Zeile  log  2>,  log  V  etc.,  die  zuerst  mit  sich  selbst  multiplicirt, 
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nnd  nachher  mit  den  unter  ihr  stehenden,  die  Prodncte  [bb],  [bc], 
[bd],  [be],  [bß  giebt.  Die  best&ndige  Fortsetzung  der  n&mlichen 
Operationen  fährt  zuletzt  auf  \fß,  womit  die  Rechnung  schliefet 

Möge  es  erlaubt  sein,  hier  ein  paar  kleine  practische  Bemer- 
kungen hinzuzufügen.  Das  Aufschlagen  der  Logarithmen  nnd  die 
Begelmäfsigkeit  des  Schreibens  der  Zahlen,  was  so  wesentlich  zur 
Vermeidung  von  Fehlern  beiträgt,  wird  beträchtlich  erleichtert, 
wenn  man  sich  gewöhnt,  bei  zwei  Logarithmen,  die  zu  einander 
addirt  oder  von  einander  subtrahirt  werden,  die  Addition  und 
Subtraction  von  der  Linken  zur  Rechten  (nicht  wie  gewöhnlich 
von  der  Rechten  zur  Linken)  zu  machen.  Man  erhält  dadurch 
zuerst  die  Zahlen,  welche  das  Aufschlagen  leiten  müssen,  ohne 
(bei  siebenstelligen  Logarithmen)  das  Gedächtnifs  mit  den  letzten 
Ziffern  zu  beschweren,  und  für  die  kleine  Aufmerksamkeit,  ob 
man  eine  Einheit  mehr  oder  weniger  nehmen  müsse  der  folgenden 
Stellen  wegen,  erlangt  man  die  nöthige  üebung  fast  augenblicklich, 
so  lange  nur  zwei  Reihen  von  Zahlen  miteinander  zu  yerbinden 
sind.  Sollte  die  Summe  oder  Differenz  wirklich  hingeschrieben 
werden  mfissen,  so  ist  unsere  Gewohnheit  zu  schreiben  dieser  Art 
der  Verbindung  ebenfalls  günstiger. 

Für  das  Zeichen  der  Zahlen,  deren  Logarithmen  man  vor  sich 
hat,  scheint  eben  so  die  Art,  welche  Gaufs  in  der  Theoria  nwim 
eingeführt  hat,  hinter  dem  Logarithmen  einer  negativen  Zahl  m 
kleines  n  zu  setzen,  Vorzüge  zu  haben  vor  der  andern  Methode, 
ein  Minus-  oder  Pluszeichen  vor  oder  hinter  zu  setzen,  weil  durch 
das  letztere  nur  allzuleicht  Verwechselungen  der  Logarithmen  mit 
den  Zahlen  herbeigeführt  werden  können*  Eine  gerade  Anzahl 
der  n  vernichtet  sie  in  der  Verbindung  mehrerer  Logarithmen, 
eine  ungerade  läfst  ein  n  hinzufügen. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrig,  eine  bequeme  Prüfungsrechnmig 
mit  diesem  weitläuftigsten  Theile  zu  verbinden.  Zu  diesem  Zwede  • 
scheint  es  am  einfachsten,  in  jeder  Bedingungsgleichung  die  al* 
gebraische  Summe  aller  Coefücienten  der  unbekannten  Gröüsen  ni 
nehmen,  so  dafs 
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a'  4-  6'  +  c'  +  d'  4-  e'  H-  /^  =  s'  etc. 

und  diese  neuen  Gröfsen  «,  «',  s"  etc.  gleichsam  als  Coefflcienten 
einer  siebenten  unbekannten  Oröfse  zu  den  übrigen  Gliedern  noch 
hinzuzusetzen,  und  völlig  auf  dieselbe  Weise  mit  der  Bildung 
der  Summen  bei  ihnen  zu  verfahren  wie  bei  den  andern*  Es 
kommt  folglich  zu  dem  obigen  Schema  noch  die  neue  Zeile  hinzu : 

Summen-Coeflf.  s  |  log  s  |  log  s'  |  log  a"  |  log  s'"  |  log  s^  \  log  «^  |  etc. 

und  die  Verbindungen  dieser  Logarithmen  mit  den  darüber  stehen- 
den log  n,  log  a,  log  b  u.  s.  w.  werden  auf  dieselbe  Weise  gleich- 
zeitig mit  den  andern  gebildet.  Aus  dem  Werthe  von  «,  s*  etc. 
folgt,  dafs 

an  +ft«  -hcn  +rfn  -hen  -hfn  =sn 
a'n*  +  b'n'  +  &n'  +  d'n'  +  e'n*  +  fn*  =  s'w'  etc. 

also  auch: 

[an]  +  [bn]  4-  [cn]  -f  [dn]  +  [en]  +  [fn]  =  [sn] 

[aa]  H-  [ab]  +  [ac]  •+■  [ad]  +  [ae]  -h  [af]  «  [as] 

[ab]  +  [66]  +  [6c]  +  [6d]  +  [be]  -h  [bf]  =  [bs] 

[ac]  +  [6  c]  +  [cc]  4-  [cd]  +  [ce]  +  [cß  =  [es] 

[ad]  H-  [bd]  4-  [ceq  4-  [dd]  4-  [de]  +  [d/1 «  [ds] 

[ae]  4-  [6e]  4-  [ce]  +  [de]  4-  [ee]  +  [eß  =  [es] 
[a/1  +  [6n  4- [cn  4- [dn  +  [e/l  +  [/^n  =  [^5]. 

Auf  diese  Weise  werden  durch  die  Bildung  von  sieben  neuen 
Summen  alle  übrigen,  mit  Ausnahme  von  [nn],  um  so  sicherer  ge- 
prüft, als  die  meisten  derselben  zweimal  in  zwei  verschiedenen 
Summirungen  vorkommen.  Allgemein,  wenn  i  die  Anzahl  der  un- 
bekannten ist,  so  prüft  man  durch  (i  + 1)  neue  Summen  die  Sich- 

i(i  4-  3) 

tigkeit  der  übrigen,  an  der  Zahl      .    q   ■    ^^^^  ^st  der  Ort  des 

Fehlers,  wenn  nach  der  Bildung  von  [sn],  [as]  etc.  eine  Verschie- 
denheit sich  zeigen  sollte,  sehr  leicht  zu  entdecken,  weil  nach  der 
Anordnung  der  Rechnung  und  der  Bedeutung  von  s,  die  Summe 
aller  Glieder,  unter  den  Gröfsen  an,  aa,  ab  etc.,  welche  in  einer 

£iicke*t  Abhandi  IL  10 
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horizontalen  Reihe,  bevor  sie  zosammenaddirt  sind,  stehen,  gleich 
ist  dem  Gliede  von  sn^as  etc.  was  auf  der  gleichen  Zeile  berechnet 
worden  ist. 

Man  würde  anch  [nn]  prüfen  können,  wenn  man  in  den  Ans- 
dmck  von  s,  a'  etc.  die  Glieder  n,  n'  etc.  hätte  einschliefsen  wollen. 
Allein  diese  Zusammensetzung  ist  der  Schärfe  der  Prfifiing  nicht 
vortheilhaft,  welche  man  überhaupt  durch  eine  leichte  Aendemng 
in  der  Gröfse  der  Coefficienten^  jedesmal  wo  es  nöthig  sein  sollte, 
so  viel  als  möglich  zu  erhöhen  suchen  sollte.  Wenn  nämlich  einige 
Ooefücienten  z.  B.  die  a  oder  die  Coefflcienten  von  x,  sehr  viel 
gröfser  sind  als  die  übrigen,  so  wird  man  zwar  durch  [as],  die 
Richtigkeit  der  aus  a  gebildeten  Summen  ganz  so  scharf  prBfen 
können  als  die  Rechnung  es  verlangt,  allein  für  die  andern,  nicht 
aus  a  gebildeten  Summen,  [bb],  [bc],  [cc]  etc.  werden  die  Prfifdngs- 
summen  [bs],  [es]  etc.  nicht  dieselbe  Sicherheit  bis  auf  die  Ded- 
malstellen,  die  man  bei  ihnen  noch  verbürgt  zu  sehen  wünschen 
könnte,  gewähren,  weil  in  jeder  derselbe  eine  ans  a  gebildete 
Summe  vorkommt,  welche  wegen  der  überwiegenden  Gröfse  der 
Coefficienten  nicht  die  letzten  Decimalen  als  gültig  anzusehen  er- 
laubt. Es  ist  deswegen  vortheilhaft  dahin  zu  trachten,  dafs  alle 
Ooefflcienten  möglichst  gleich  hohe  Werthe,  abgesehen  von  ihren 
Zeichen,  haben.  Hierzu  aber  steht  es  uns  frei,  statt  2;  z.  B.  zu 
berechnen,  irgend  ein  Multiplum  oder  einen  aliquoten  Theil  des- 
selben als  unbekannte  Gröfse  zu  betrachten,  oder  zu  schreiben: 

statt  ax —  (mx) 

a^x —  (mx)  etc. 

WO  m  eine  beliebige  positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  sein  kann.    Rechnet  man  dann  mit  den  neuen  Coefficienten 


a       a'      a'* 


^  .    ^  '    ^    ®tCo  so  findet  man  den  numerischen  Werth  und  das 

Gewicht  von  mx^  und  wird  jenen  durch  m  zu  dividiren,  dieses 
mit  m^  zu  multipliciren  haben,  um  Werth  und  Gewicht  von  x  aUesi 
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ZU  erhalten.  Wenn  man  mit  einiger  Umsicht  dieses  Hülfsmittel 
gleich  bei  der  ersten  Bildung  der  Bedingnngsgleichnngen  anwendet, 
nnd  Oberhaupt,  je  gröüser  die  Anzahl  der  unbekannten  Gröfsen  ist, 
um  so  strenger  die  bekannten  Yorsichtsmaafsregeln  befolgt,  für 
die  positiven  und  negativen  Producte  besondere  Rubriken  zu 
machen,  die  Prflfungssummen  nicht  blofs  zuletzt,  sondern  in  ge- 
wissen Abschnitten,  je  nach  15  oder  20  Gleichungen  zu  bilden  u.  s.w., 
so  wird  die  völlige  Sicherheit,  die  Ordnung,  die  in  dem  ganzen 
Verfahren  herrscht,  und  die  Symmetrie  desselben  erlauben,  die 
Rechnung  abzubrechen  und  wieder  aufzunehmen  ganz  nach  der 
Bequemlichkeit,  und  einzelne  gflnstige  Momente  zu  benutzen,  wenn 
vielleicht  ein  zu  anhaltendes  Verweilen  ermüden  soUte.  Es  ist 
mir  nie  rathsam  erschienen,  und  fast  möchte  ich  glauben,  es  sei 
in  der  Regel  nicht  kurzer  oder  Oberhaupt  vortheilhaft,  wie  es 
manchmal  vorgeschlagen  wird,  sowohl  bei  diesem  als  bei  den  fol- 
genden Theilen  gewissermaafsen  indirect  zu  verfahren;  zuerst 
vielleicht  kleine  Oröfsen  zu  vernachlässigen,  oder  bei  einer 
gröfseren  Anzahl  von  unbekannten  erst  nur  eine  Erlasse  derselben 
vorzunehmen,  und  den  Einflufs  der  andern  als  völlig  verschwin- 
dend zu  betrachten,  um  weniger  Summen  zu  bilden  zu  haben; 
nachher  dann  die  hier  vemachl&fsigten  wieder  allein  zu  behandeln, 
und  mit  jedesmaliger  Substitution  der  erhaltenen  Werthe  ab- 
wechselnd von  der  einen  Klasse  zur  andern  überzugehen.  Häufig 
setzt  man  sich  dabei  der  Gefahr  aus,  durch  irrige  Schätzung  der 
verschiedenen  Ordnungen  in  Hinsicht  auf  die  Gröfse  des  Einflusses, 
der  Wahrheit  sich  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  zu  nähern, 
und  wenn  diese  erreicht  ist,  entweder  gar  nicht  weiter  zu  kommen, 
oder  selbst  von  dem  wahren  Ziele  sich  zu  entfernen.  Man  hat 
nie  die  Befriedigung,  das  ganz  scharfe  Resultat  kennen  zu  lernen, 
während  es  doch  nur  erforderlich  ist,  mit  fester  Ruhe  die  erste 
Anlage  gehörig  zu  entwerfen,  und  ohne  üebereilung  den  sicheren 
Weg,  der  niemals  irre  leiten  kann,  mit  der  gehörigen  Ausdauer 
zu  verfolgen.  Die  gröfsere  Schnelligkeit,  mit  der  man  jedesmal 
rechnen  wird,  wenn  man  weifs,  dafs  eine  ganz  sichere  PrOfung 

10» 
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stattfindet,  ersetzt  in  jedem  Falle  reichlich  den  Zeitaufwand,  deo 
die  Bildung  der  Summen  s,  s',  8**  etc.  erfordert  Bei  der  kleinsten 
wie  bei  der  gröfsten  Ausdehnung  der  Arbeit  habe  ich  sie  jedesmal 
Tortheilhaft  gefunden. 

Auf  die  Bildung  der  Summen  [an],  [bn]  etc.  folgt  dann  zweitens 
die  Berechnung  der  Hülfsgröfsen  [bn-l]  bis  zu  [/*/*•  5].  Betrachtet 
man  die  Form  dieser  sämmtlichen  Hülfsgröfsen,  so  ergiebt  sidi 
sehr  bald  das  einfache  Gesetz,  nach  welchem  sie  eine  aus  der  an- 
dern entstehen.  Alle  Gröfsen,  die  die  Zahl  1  in  der  Klammer 
ffihren,  und  den  Buchstaben  i,  werden  gebildet  durch  die  Differenz 
zwischen  der  gleiche  Buchstaben  enthaltenden  Klammer  ohne  Zahl^ 

Tn  hl 

und  einem  Producte,  dessen  einer  Factor  4 — J-  bei  allen  der  näm- 

[aa] 

liehe  ist,  während  der  andere  successiye  die  Verbindungen  des 
Buchstaben  b  mit  den  sämmtlichen  andern  enthält  Dasselbe  findet 
bei  c,  d,  e,  f,  n  statt.  Die  Hülfsgröfsen,  welche  die  Zahl  2  in  der 
Klammer  führep,  entstehen  aus  denen  mit  1  versehenen  auf  ganz 
ähnliche  Art.  Das  folgende  Schema  wird  deshalb  von  selbst  ver- 
ständlich sein. 

Zuerst  schreibt  man  in  einer  horizontalen  Linie  neben  einander  r 
[aa]  [ab]  [ac]  [ad]  [ae]  [af]  [as]  [an], 

und  darunter  ihre  Logarithmen. 

Unter  diesen  Logarithmen  kommen  die  Gröüsen  zu  stehen: 

[bb]  [bc]  [bd]  [be]  [bf]  [bs]  [bnl 
so    dafs   vorne   eine   Stelle    eingerückt    ist.     Man   nimmt   dann 

r  „  IT 

den  Logarithmen  von  4 — v-;  addirt  ihn  successive  zu  den  Loga- 
rithmen von  [ab],  [ac]  etc.  bis  [an],  d.  h.  zu  allen  Logarithmen, 
die  auf  der  rechten  Seite  des  Zählers  dieses  Bruches  steh^,  den 
Zähler  selbst  mit  eingeschlossen,  und  [setzt  die  zu  dieser  Samme 
der  beiden  Logarithmen  gehörige  Zahl  unter  die  in  gleicher  Yerti- 
cale  stehenden  Werthe,  oder  das  Froduct 
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[ab] 


[aa] 

[ab] 
[aa] 

[ah] 


[ab]  unter  [bb] 

[ac]  unter  [bc] 

[ad]  unter  [bd]  etc. 


[aa] 

Zieht  man  dann  die  beiden  Zeilen  Ton  einander  ab,  so  erhält  man : 
[bb'l]  .  [bC'l]  '  [bd'l]  .  [Je-l]  •  [bf-l]  •  [bs-l]  •  [bn-l] 

Von  diesen  setzt  man  wieder  die  Logarithmen  unter  jede  Zahl. 
Jetzt  folgt  die  Reihe  der  Werthe 

[cc]  [cd]  [ce]  [cß  [es]  [cn] 

gegen  die  b  um  eine  Stelle  vorne,  gegen  die  a  um  zwei  Stellen 
eingerückt.  Die  erste  Linie  unter  diesen  wird  gebildet  durch  die 
Producta 

M  f«,^  pl.[ad],  Pi-[ael  P]-[af],  MrM  ^[an]. 


[aa]  ■■    -^    [aa]  ^     -"    [aa]  *-    ^    [aa]  *■  '-"   [aa]  ^    ^    [ad] 

Beider  Zeilen  Differenz  giebt  [cc-l]  [cd-l]  [ce- 1]  [cf- 1]  [es •  1]  [cn- 1]. 
Man  schreibt  sie  hin,  und  setzt  unter  dieselbe  die  ganz  auf  ähn- 
liche Weise  gebildeten  Producte 

{ii^p'tt  ^p^ii  if^p-'i  ^p^'i  «•«• 

Diese,  von  neuem  abgezogen,  geben  die  GrOfsen 

[cc.2]  [cd'2]  [ce.2]  [cf^2]  [cs'2]  [cn.2] 

Ton  denen  man  die  Logarithmen  ansetzt. 

Die  folgende  Reihe  [dd]  [de]  [df]  [ds]  [dn]  wird  wiederum 
gegen  die  c  um  eine  Stelle  vorne  eingerückt,  und  hat  unmittelbar 

unter  sich  die  Grö&en  \—\'  [«^;  4~ri  [^^]  «te-  Von  beiden  wird 

[aaj  [aaj 

die   Differenz  gebildet.     Diese  Differenz  bekommt  unter  jedem 

Werthe  die  Producte  L^' J  [bd-l],  rjjTi]  t^^'^---  ®*^-  ^*  *^ 
die  ausgeschriebene  Differenz  dieser  beiden  Zeilen  folgt  die  Zeile 
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j— |2Y[cä-2],  Lg. 21 1^^^'^]  ®*^*     ^^®  ausgeschriebene  Differenz 

dieser   letzten  beiden  Zeilen  giebt  die   Gröfsen  [dd-S]  [de -3] 

[df*  3]  etc.,  von  denen  man  wiederum  die  Logarithmen  ansetzt 

So  setzt  sich  das  treppenförmige  Schema  weiter  fort  Den  Gröfsen 

[cc-2]  etc.  gehen  zwei,  den  Gröfsen  [dd'3]  drei,  den  Gröfsen  [ee-i] 

yier  Subtractionen  voran,  und  von  jeder  Zeile,  welche  bei  (  die 

Zahl  1,  bei  c  die  Zahl  2,  bei  d  die  [Zahl  3,  überhaupt  bei  dem 

fnf^  Buchstaben  die  Zahl  (m  —  1)  in  der  Klammer  hat,  werden 

auch  die  Logarithmen  hingeschrieben. 

Auch  diese  Rechnung  hat  vermöge  der  s  ihre  strenge  Controller 

Denn  da 

[as]  =  [aa]  •+•  [ab]  +  [ac]  -f  [ad]  +  [ae]  +  [af], 

und 

[bs]^[ab]'{'[bb]  +  [bc]^[bd]  +  [be]'h[bfl 

«^^*  [b8.1]^[bs]-^[as] 

^[bb'l}  +  [bc'l]  +  [bd'l]  +  [be'l]  +  [bf'll 

und  ganz  dasselbe  Verhalten  findet  bei  allen  folgenden  Hülftgrölsen 
statt,  so  dafis  zuletzt 

[fs'b]^[ff'b],    [sn.5]  =  [/^n.5] 
werden  mufs. 

Der  leichtem  üebersicht  wegen  möge  der  Anfang  des  Sehemtf, 
so  viel  der  Druck  verstattet,  hier  folgen. 

[aal      [abl      [ac],      [ad],      [ae],      [afl       [as],      [an] 

log        log       log        log        log        log        log       log 
[bb]       [be]       [bd]       [be]       [bf]       [bs]      [bn] 


t'act. 


[gft] 

[aa] 


[66.1]   [6c -1]   [bd'l]  [6e.l]   [bf-l]  [6a -1]  [6»-ll 
log       log        log        log        log        log        log 
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[cc]       [cd]       [ce]      [cf]       [es]       [cti] 

'-^U 

[ccl]   [cdl]   [eel]  [cf-l]  [esl]   [cn.l] 

Pa»ti*^l?l 

[cc-2]  [ed-2]  [ce-2]   [cf-2]  [c»-2]  [en-2] 
log        log        log        log        log        log 
[dd]       [de]       [df]       [ds]       [dn] 

[aa]  

[dd-1]  [de-1]  [df-1]  [ds-l]  [dn-l] 

PactJ^^:^ 

**^^  [bb-1]  

[dd.2]  [de.2]  [df2]  [d<-2]  [dn-2] 
«  ^    [ed'2] 

[cc-2]  

[dd'S]  [de 'S]  [dfS]  [ds-S]  [dnS] 

log        log        log        log        log 
[ee]      [ef]       [es]       [en] 

Pact.-^ 

[aa]  

[ee-l]  [ef'l]  [es-1]  [enl] 

^**^-  [66-1] 

[ee-2]  [c^.2]  [e«.2]  [en-2] 

Fact.i^ 

[cc-2] 

[e«-3]  [e/"-3]  [e«-3]  [en-S] 

*^*®'-  [dd  -  3] 

[ce-4]  [ef'4i]  [es -4]  [cn-4] 

log        log        log        log 
[ff]       [fs]       [fn] 

Pact-gg- 

[aa]  — 

\ff-n  [/■«•!]  [fn-l] 

"^^ 

[ff -2]  [fs.2]  [fn-2] 
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Pact  f'^-lff 

[ff. 3]   [fS'B]  \fn-i] 

va^Mtn. 

[ff.  4]   [fs.i]  \fn.i] 

Pact  li^f 

[ff.b]   Ifs.b]  [fn^b] 
log        log       log 

Es  fehlen  dann  nor  noch  die  beiden  Gattongen  von  HfilfsgrSlseD, 
welche  aus  [sn]  und  [nn]  entstehen,  von  welchen  die  ersten  zur 
Controlle  der  [bn-1]  [cn-1]  etc.  [cn*2]  [dn*2]  etc.  dienen,  die  an- 
dern zuletzt  den  mittleren  Fehler  ermitteln  lassen.    Bei  diesen 

beiden  treten  andere  Factoren  ein,  nämlich  4 — r»  ti — if  ^^ 

[aa]      [bn  •  1] 

so  dafs  man  diese  beiden  besonders  berechnen  kann,  und  der  Sym- 
metrie wegen  die  Gröfsen  [sn]  und  [nn]  in  dieselbe  horizontale 
Linie  mit  [ff]  [fs]  [fn]  bringen.  Fflr  sie  wird  folglich,  wenn  man 
als  zweite  Factoren  bei  den  Producten,  welche  stets  abgezogen 
werden,  immer  die  beiden  letzten  Logarithmen  einer  jeden  Reihe 
Yon  Logarithmen  versteht,  das  Schema  so  sich  stellen: 

[sn]       [nn] 
Fact-P4 

[aa]  

[«n-1]  [nn-1] 

Fact    [*"-^J 

**^^  [bb.l]  

[an -2]  [nn-2] 

^^'^^  [CC.2]  

[sn-3]  [nn-3] 


*» 


[sn-4]  [nn-4] 
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Fact.  p^ 


Fact. 


[»n-5]   [nw«5] 
[fn-b] 


[ff'ö] 


0       [nn-6] 

Hierdurch  ist  alles  controllirt.  Jede  Summe,  welche  s  ent- 
hält, ist  gleich  der  Summe  der  links  neben  ihr  auf  gleicher  Linie 
stehenden,  und  der  in  yerticalem  Sinne  aber  dem  letzten  linken 
Gliede  sich  befindenden  Grofsen  derselben  Ordnung.  So  z.  B.  wird 

[es-4]  =  [e/'-4]-f  [«e-4] 

[es. 2]  =  [ef'2]  +  [ee'2]  -f  [de'2]  4-  [ce.2J 

u.  8.  w.,  für  die  Glieder,  welche  n  enthalten,  geben  die  Glieder 
mit  sn  die  gehörige  ControUe.  Die  einzige  Reihe  von  [nn]  bis 
[nn*&]  bleibt  ohne  Prüfung.  Indessen  dient  diese  theils  nur  zur 
Ermittelung  der  Schätzung  f&r  den  wahrscheinlichen  Fehler,  auf 
die  Werthe  der  Unbekannten  ist  sie  ganz  ohne  Einflufs,  theils 
fehlt  bei  ihnen  eine  und  yielleicht  die  häufigste  Quelle  der  Bech- 
nnngsfehler,  nämlich  der  Zeichenwechsel.  Alle  hier  vorkommenden 
Zahlen  sind  ihrer  Natur  nach  nothwendig  positiv. 

Wenn  auch  bei  den  Bedingungsgleichungen  und  den  Sum- 
mationen  nur  Logarithmen  von  fünf  Decimalen  angewandt  sind,  so 
scheint  es  bei  dieser  Elimination,  wo  in  der  Regel  gröfsere  Zahlen 
vorkommen,  rathsam,  mehr  Decimalen,  sechs  oder  sieben,  zu  ge- 
brauchen. Häufig  vermindern  sich  die  anfänglich  beträchtlichen 
Summen  [an]  [aa]  etc.  in  den  HälfsgrOfsen  so  sehr,  dafs  wenn  auch 
die  letzten  Decimalstellen  immer  unsicher  bleiben,  es  doch  wün- 
schenswerth  wird,  sie  wenigstens  so  zu  kennen,  wie  sie  der  früheren 
Rechnung  entsprechen.  Aus  eben  diesem  Grunde  möchte  es  auch 
sweckmä&ig  sein,  bei  [as]  [b$]  etc.  nicht  die  Werthe  anzusetzen^ 
welche  die  unmittelbare  Berechnung  ergeben  hat,  sondern  die,  welche 
den  Summen  [aä]  +  [ab]  +  [ae]  +  [ad]  -f  [ae]  +  [aß  fttr  [as],  und 
Uuüich  für  die  andern  Hülfsgröfisen,  genau  entsprechen.  Man  wird 
dann  die  schärfste  Prüfung  bei  den  abgeleiteten  Hülfsgröljsen  haben. 
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Das  nächste  Geschäft  ist  jetzt  drittens,  ans  den  Endgleichnngen 
(40)  die  Werthe  von  xy  e  etc.  zu  berechnen.  Die  Endgleichnngen 
selbst  sind  schon  vollständig  ansgeschrieben  in  dem  obigen  Schema 
enthalten  9  es  sind  alle  die  Zeilen,  deren  Logarithmen  angesetzt 
worden  sind;  nnr  mit  dem  Unterschiede  von  (40)  in  Hinsicht  anf 
die  Form,  dafs  dnrch  die  Coefflcienten  von  x  y  e  etc.  oder  die 
Orofsen  [aa]j  [&&•!];  [cc'2\  noch  nicht  dividirt  ist  Fängt  man 
also  hier  bei  der  letzten  Gleichung  an,  und  nimmt  die  Differenz 
der  Logarithmen  von  |/n-5]  und  |//^*5],  und  zwar  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen,  so  hat  man  den  Werth  von  t  Schreibt  man 
sich  diesen  auf  den  untern  Band  eines  Papiers  an  der  rechten 
Seite,  so  dafs  linker  Hand  noch  Raum  zu  mehreren  Logarithmen 
ist,  und  hält  diesen  Werth  über  [ef*  4],  so  wird  die  der  Soiiime 
beider  Logarithmen  entsprechende  Zahl  zu  [en  •  4]  addirt  werden 
müssen.  Die  Differenz  der  Logarithmen  dieser  letzten  Sunme 
und  des  log  [^«*4]y  und  zwar  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ge» 
nommen,  giebt  den  Werth  von  u.  Dieser  linker  Hand  neben  dem 
log  t  auf  den  untern  Band  des  Papiers  geschrieben,  und  beide 
dann  über  [d/^S]  und  [de -3]  gehalten,  geben  Zahlen,  die  zu  [an -3] 
addirt  werden  müssen,  um  durch  [dd-^  dividirt  den  Werth  Tontr 
zu  geben,  wobei  immer  das  Zeichen  entgegengesetzt  genommen 
werden  muls.  Die  Operation  setzt  sich  anf  diese  Weise 
mechanisch  fort,  bis  zu  dem  Werthe  von  x.  Bei  x  müssen 
Zahlen  addirt  werden,  bei  y  fünf,  bei  e  vier,  bis  zu  ^  henmter, 
wo  keine  Addition  vorkommt.  Der  bequemste  Baum  zu  der  Hi»- 
setzung  der  zu  addirenden  Zahlen  findet  sich  unter  [aal,  {bh*\\ 
[cc'2\  [dd'2i]j  [66-4],  wodurch  alles  leicht  übersichtlich  wird. 

Es  wird  häufig  nicht  nöthig  sein,  fflr  diese  Operation  (bei  der 
blofs  auf  die  Vertauschung  der  Zeichen  bei  der  letzten  Diriska 
für  jeden  Werth  einige  Aufmerksamkeit  zu  richten  ist)  eine  be- 
sondere Prüfung  zu  haben.  Meistentheils  giebt  die  Bedurannf  ftr 
die  Gewichte  sie.  Will  man  sie  aber  doch  haben,  so  bilde  man 
durch  unmittelbare  Addition,  welche  sich  der  Anordnung  nach  Icidt 
ausführen  lUst,  die  Gleichung: 
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4-  {  [ac]  -<-  [bc'l]  +  [cc'2]}^ 

-f-  {[ad]  +  [bd'l]  4-  [cd-2]  +  [dd-S]  }w 

+  {  [ac]  +  [Jc-1] -f  [ce.2]  4- [de-3] -f- [«6-4]  }m 

+  {  [a/3  +  [ft/-.  1]  +  [c/^.2]  +  [d/-3]  +  [6/'.4]  +  [/^^5] }  ^ 

+    [aw]-f  [6n«l]-f  [cn-2]H-[dn-3]  +  [en«4]  +  |/n-5]«0 

welcher  durch  die  gefundenen  Werthe  von  xy  zwut  genau  genug 
gethan  werden  muijs.  Sollte  hier  ein  Fehler  entdeckt  werden^  so 
wird  man  leicht  durch  die  Addition  der  einzelnen  Producte,  die 
schon  berechnet  vorliegen,  den  Ort  des  Fehlers  entdecken. 

Endlich  kommt  viertens  die  Berechnung  der  Gewichte.  Diese 
wird  sich  ändern,  je  nachdem  man  die  eine  oder  die  andere  der 
vorgeschlagenen  Methoden  vorzieht.  Mir  ist  es  am  bequemsten  vor- 
gekommen, jedesmal  einmal  vollständig  die  Ordnung  der  unbe- 
kannten umzukehren,  also  mit  Bezug  auf  das  obige  Schema  eine 
zweite  Bechnung  auszufahren  nach  der  Form: 

Un  bf]  [df]  icf]  [hf]  [af]  [fB\  [M 

[ee]  [de]  [c«]  [6«]  [ae]  [es]  [en] 

[dd]  [cd]  [hd]  [ad]  [ds]  [dn] 

[cc]  \bc]  [ac]  [es]  [cn] 

[hh]  [ah]  [hs]  [hn] 

[ad]  [as]  [an]  [sn]  [n«]. 

Hierdurch  werden  die  numerischen  Werthe  fox xy e  etc.,  wie 
man  sie  aus  der  vorigen  Bechnung  erhalten  hat,  vollständig  con- 
troUirt,  weil  x  hier  zuletzt  erscheint,  und  der  auf  diese  Welse  un- 
mittelbar erhaltene  Werth  übereinstimmen  mufs  mit  dem  durch  die 
successiven  Substitutionen  erhaltenen.  Femer  hat  man  durch  die 
doppelte  Bechnung  die  Gewichte  von  vier  Unbekannten  sogleich, 

nämlich: 

« 

[/■/■•b] tixt  [aa-b] ftr« 
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Für  die  in  der  Mitte  liegenden  unbekannten  bildet  man  jetzt  noch 
die  Ableitungen: 

so  wird  für  das  Gewicht  von  w  der  Werth: 


[dd'3] 


[ee.3]        [ffA]a 
nnd  fftr  das  Gewicht  von  ^  der  Werth: 

gefunden.  Oder  man  geht  in  den  beiden  Entwicklungen  bis  zu  der 
in  oder  nächst  der  Mitte  liegenden  unbekannten  zurück,  und  rechneti 
nach  dem  Schema: 

[ff^d]  [ef.S]  [df.S]  [/•a.3]  [fn.3] 
[ee'3]  [de-Z]  [es- 3]  [en-S] 

[dd'S]  [dS'B]  [dn-3]  [sn-S]  [nn.3] 

[aa.3]  [a&.3]  [ac-S]  [as-S]  [an-3] 

[56.3]  [bC'S]  [6s. 3]  [6n.3] 

[cc.3]  [es -3]  [cn-3] 

in  welchem  letzteren  Falle  es  manchmal  angenehm  ist,  die  GröCsent 
welche  n  enthalten,  mitzunehmen,  wenn  gleich  sie  nicht  nötliig 
thun  zur  Bestimmung  der  Gewichte,  uul  bei  der  unbedeatenden 
Vermehrung  der  Arbeit,  zugleich  noch  eine  directe  BestüruDOV 
des  numerischen  Werthes  von  z  und  w  zu  haben,  üebrigens  wird 
in  der  Regel  dieser  letztere  Werth  ungenauer  ausfallen,  als  der 
in  der  früheren  Ableitung,  weil  der  Divisor  hier  jedenfalls  Ueber 
ist.  Dagegen  gestattet  eine  solche  Durchführung  der  Bechnnngi 
ohne  alle  Mühe  sich  die  Anordnung  auszuw&hlen,  welche  der  6^ 
nauigkeit  am  entsprechendsten  zu  sein  scheint,  so  dafe  wenn  viel- 
leicht das  Gewicht  einer  der  Unbekannten  gar  zu  klein  aosfiUti 
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man  um  nicht  die  anderen  Wertbe  dadurch  unsicherer  zu  machen, 
eine  solche  entweder  ganz  vernachlässigen,  oder  sie  doch  zur  letzten 
machen  kann,  und  die  anderen  als  Functionen  derselben  darstellen. 
Die  Rechnung  hierfDr,  oder  die  Berechnung  ^^  B^  etc.,  ist  ganz 
einfach  darin  enthalten,  dafs  man  für  ein  unsicheres  t  z.  B.,  als 
die  Theile  der  verschiedenen  Glieder  des  Endresultats,  nicht  blofs 
die  reinen  Zahlenwerthe  [6n-4]  [dn-3]  [cn-2]  [Jn-l]  [an]  ansieht, 
sondern  die  combinirten  Glieder: 

[e/'.4]-f-[en.4] 

[d/'-SJ  +  Cdn-S] 

[cf'2]-h[cn'2] 

[ft/'.l]  +  [6n.l] 

[af]     4-  [an] 

und  dem  aus  den  ersten,  f  in  sich  begreifenden,  Gliedern  abge- 
leiteten Coefficienten,  den  Factor  t  hinzufSgt.  Es  verursacht  dieses 
durchaus  keine  gröfsere  Mühe  als  die  numerische  Substitution. 

Ein  vollständig  durchgeführtes  Bechnungsbeispiel  für  sechs 
unbekannte  Gröfsen  wird  sich  des  Druckes  wegen  hier  nicht  geben 
lassen.  Indessen  wird  auch  eine  geringere  Anzahl  bei  der  sym- 
metrischen Form  der  Entwicklungen  den  Gang  vollkommen  deut- 
lich erkennen  lassen.  Ich  füge  deshalb  hier  die  Ausführung  der 
Rechnung  mit  dem  ganzen  Detail  für  die  vier  Gleichungen  bei, 
welche  Gaufs  in  seiner  Theoria  motiis  §.  184.  als  ein  solches  Bei- 
spiel gegeben  hat 

Die  Bedingungsgleichungen  sind  hier: 

X—   y-f-25?=s   3 
3x  +  2y  —  bz^  5 
4a;  -f-    y  +  4z=^21 
—  2x  +  6y4-6£r  =  28. 

Die  drei  ersten  haben  das  Gewicht  1,  die  letzte  das  Gewicht  {; 
80  dafs  die  ersten  unverändert  beizubehalten  sind,  die  letzte  mit  i 
zu  multipliciren.  Hiemach  wird  das  System  der  Bedingungsglei- 
ehungen: 
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3a:  +  2y  — 5-8'—  b^v* 
4a? -f    y  +  42'  — 21  =  v" 
—   rc -h  3y  4- 3;e' — 14  «=  v'" 

Obgleich  die  Coefflcienten  hier  so  einfach  sind,  dafs  man  die  Mnl- 
tiplicationen  ohne  Logarithmen  ausfahren  kann,  so  werde  ich  doch 
die  Form  der  Berechnung  dafür  einrichten. 

Zuerst  wird  für  die  verschiedenen  s  gefunden 

+  2,      0,      +9,      +5, 

und  damit  wird  die  ganze  Zusammenstellung: 


log w 

log  Coeff.  X a 

»        n      y 6 

0        »       «^  • . . .  c 
log s 


0,47712, 

0,00000 

0,00000, 

0,30103 

0,30103 


0,69897, 
0,47712 
0,30103 
0,69897, 


oo 


1,32222, 

0,60206 

0,00000 

0,60206 

0,95424 


1,14613, 

0,00000, 

0,47712 

0,47712 

0,69897 


[wn] 

[««] 

( 

hn\ 

{cn\       1 

[an] 

[ad\ 

[ai 

'] 

+ 

■+■ 

— 

+ 

— 

+ 

— 

+ 

— 

+ 

+ 

- 

9,0 

3,0 

3,0 

6,0 

6,0 

1,0 

1,0 

25,0 

15,0 

10,0 

25,0 

0,0 

9,0 

6,0 

441,0 

84,0 

21,0 

84,0 

189,0 

16,0 

4,0 

196,0 

14,0 

42,0 

42,0 

70,0 

1,0 

^ 

671,0 

14,0 

102,0 

3,0 

73,0 

25,0 

132,0 

0,0 

265,0 

+  27,0 

10^0 

4,0 



88,0 

70,0 

- 107,0 

-265,0 

+  « 

1,0 

[ac] 

[««] 

\hb] 

[he\ 

[hB\ 

[cc\ 

[Ci 

0 

1 

+ 



+ 

— 

+ 

+ 

— 

4- 

— 

+ 

+  •- 

2,0 

2,0 

1,0 

2,0 

2,0 

4,0 

4,0; 

15,0 

0,0 

4,0 

10,0 

0,0 

25,0 

0^0 

16,0 

36,0 

1,0 

4,0 

9,0 

16,0 

36,0 

3,0 

5,0 

9,0 

9,0 

15,0 

9,0 

15,0 

1 

18,0 

18,0 

38,0 

5,0 

+  15,0 

13,0 

12,0 

24,0 

2,0 

•+54,0 

55,0 

0, 

0 

+  3J 

(,0 

+ 

1,0 

+ 

22,0 

+6 

6,0 
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[ad]          [ab]  [ac]            [aa]           [an] 

+  27,000  +     6,000  +  0,000  +   33,000  -  88,000 

1,43136       0,77815  oo           1,51851      1,94448, 
-88,000 

0,000       [bh]  [bc]            [bs]           [bn] 

'+  21,305  +   15,000  +  1,000  +   22,000  -   70,000 

-66,695  +     1,333  0,000  +     7,333  -   19,556 

1,82410,  +   13,667  +     1,000  +   14,667  -   50,444 
log  «  =  0,39274      1,13567      0,00000      1,16633      1,70281„ 

[cd]  [es]  [cn]  [sn]  [nn] 

-50,444  +54,000  +55,000  -107,000  -265,000     671,000 
+  1,916       0,000       0,000         0,000-107,555-286,815 

1,68599,  +54,000  +55,000  -107,000  -157,445  +384,185 

log  y  =  0,55033  +  0,073  +  1,073  -    3,691  -  54,135  +186,189 

+53,927  +53,927  -103,309  -103,310  +197,996 
1,73181  2,01414,  +197,909 

log  z  =  0,28233    [nn  •  3]  =0,087 
nnd  die  Bechnong  fär  die  Gewichte  wird: 

[66]  [bc]         [cc] 

+  15,000    +1,000    +54,000    log[66-l]  1,13566  Iog[cc.2]  1,73181 
1,17609    0,0000        0,067    log[66]     1,17609  logCccl]  1,73239 

+  53,933  log  [cell,  1,73185 

1,43136  1,13566  1,73181 

9,95957  9,99942  log.  Gew.  ▼.  z 

9,99996  1,13508 


1,39089  log.  Gew.  v.  y. 

log.  Gew.  V.  X. 

Aach  wird  die  folgende  Pröfangsgleichong  erfüllt 

27,000  X  + 19,667  y  +  54,927  z  -  241,753  =  0 
80  dafJB  das  Endresultat  wird: 
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x  =  +  2,4702  Gewicht ....  24,597 
y  =  +  3,6508  ,  ....13,648 
;?  =  +  1,9157  53,928. 

Zum  Tölligen  Schlafs  und  zur  deutlichen  Erkennung  der  Yer- 
theilung  der  Fehler,  kann  man  nun  noch  die  Werthe  von  x,  y,  r, 
in  die  Bedingungsgleichungen  substituiren ,  und  die  Summe  der 
Quadrate  der  übrig  bleibenden  Fehler  bilden,  welche,  wenn  sie 
mit  [nn-6]  übereinstimmt,  die  letzte  Prüfung  darbietet  Wollte 
man,  wenn  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  sehr  grofs  ist, 
für  diese  Substitutionen  eine  OontroUe  haben,  so  würde  man  neue 
Summen  aus  den  Coefficienten  derselben  unbekannten  in  den  Te^ 
schied enen  Bedingungsgleichungen  bilden  müssen,  und  etwa  10 
und  10,  und  15  und  15  derselben  auf  diese  Art  in  eine  Sununes- 
gleichung  vereinigen,  so  dafs  wenn 

w  -f-  w'  +  w" ^n^o^p 

a-ha*  -^a" +  a^<*  =  er 

6  + j'+ j" +  bio^^i 

c  -f  c'  +  c" +  c^^  =  &'  etc. 

die  Prüfungssumme  würde 

welche  nach  der  Substitution  der  numerischen  Werthe  von  xy  z  ete. 
zu  ihrem  Resultate  die  Summe  der  wirklich  übrig  bleibenden  Fehler 

geben  müfste.   In  dem  vorigen  Beispiele  sind  die  übrig  bleibenden 

Fehler 

-0,25    -0,07    +0,09    -0,07, 

deren   Summe  der  Quadrate  0,080  so  weit  mit  [nn*3]  überem- 
stimmt^  als  die  Rechnung  mit  fünf  Decimalen  erlaubt. 

Wenn  gleich  es  etwas  ungewöhnlich  ist,  zu  einer  allgemeinai 
Formel  den  Schematismus  der  Rechnung  so  weitläuftig  anzogebeo, 
wie  hier  geschehen  ist,  so  hoffe  ich  doch,  dafs  der  hftofig  sehr 
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grofse  üiofang  der  numerischen  AnsfUmmg,  welcher  eben  deshalb 
jede  noch  so  kleine  Bequemlichkeit  am  so  wflnschenswerther 
macht,  den  etwas  gewagten  Versuch,  eine  Bechnungsmampulation 
in  Worte  zu  fibertragen,  entschuldigen  wird. 

Auf  specielle  YerhUtnisse  der  CoefBcienten  der  Bedingungs- 
gleichungen, wie  sie  z.  B.  bei  einigen  Anwendungen  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  in  der  Physik  statt  finden,  wo  die  Ooeffi« 
cienten  der  Unbekannten  xy  z  etc.  aus  den  Potenzen  ganzer  Zahlen 
gebildet  werden,  kann  hier  nicht  eingegangen  werden.    Die  Er- 
leichterung, welche  die  Bildung  der  Summen  yermittelst  der  be- 
kannten Summen  der  Potenzen  erhalten  kann,  wird  aufgehoben, 
sobald  die  regelm&JGsige  Reihe  der  Potenzen  unterbrochen  ist,  oder 
die  Gewichte  der  einzelnen  Beobachtungen  nicht  als  gleich  ange- 
sehen werden  dürfen.  Eben  so  scheint  auch  eine  andere  Vorschrift 
welche  man  häufig  in  einem  ebenfalls  speciellen  Falle  giebt,  mir 
nicht  wesentlich   zur   Erleichterung   der   Rechnung   beizutragen. 
Wenn  n&mlich  das  System  der  Bedingungsgleichungen  so  beschaffen 
ist,  dafs  eine  unbekannte  Grofse  in  allen  Gleichungen  denselben 
Coefficienten  hat  (wodurch  es  gestattet  ist,   diesen  Coefflcienten 
gleich  1  zu  setzen,  weil  in  diesem  Falle  nur  statt  x  eine  andere 
Variable  z.'&.ax  eingeffihrt  wird,  wenn  a  der  constante  CoeM- 
cient  von  x  in  allen  Bedingungsgleichungen  ist),  so  soll  man  das 
arithmetische   Mittel   aus   allen   Bedingungsgleichungen   nehmen, 
dieses   arithmetische  Mittel  von  jeder  einzelnen  Bedingungsglei- 
chung abziehen,  wodurch  die  eine  Unbekannte  eliminirt  wird,  und 
mit  dem  neuen  System  von  Bedingungsgleichungen  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  verfahren«    Der  Vortheil,  den  man 
dadurch  hat,  dafs  jetzt  die  Anzahl  der  Unbekannten  um  eine  Ein- 
heit Termindert  ist,  wird  durch  die  Subtraction  des  arithmetischen 
Mittels    Ton  jeder   einzelnen   Bedingungsgleichung    meistentheils 
Yöllig  aufgewogen.    Das  Verfahren  gründet  sich  darauf,  dafs  ffir 
ein  System  von  Bedingungsgleichungen  von  der  Form: 

x-\-hy  -hcz  -hdw  -{-eu  -hft  +«  =t? 
x-^-b^y-hc^z-hd'w-i-e'ii'hft'hn'^v*  etc. 

Encke's  AbhandL  n.  IX 
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die  erste  Sammengleichang  (25),  d.  h.  die  Gleichang,  welche  for 
das  Minimum  der  Feblerqnadrate  gilt,  so  fem  es  von  dem  Werthe 
von  X  abhftngt,  in  diesem  Falle  bei  m  Bedingangsgleichungen  vmrd: 

MX  4-  [b]y -h  [c]z  +  [d\w  4-  [e]u  -h  \f]t  +  [n]^0, 

woraus  der  entsprechende  Werth  von  x^  welcher  in  die  übrigen 
Sammengleichungen  substituirt  werden  soll,  gefanden  wird  durch: 

m   ^       m  m  m  m  m 

oder  durch  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  Bedingungsglei- 
chungen.  Es  mufs  für  die  übrigen  Werthe  gleichgültig  sein,  ob 
man  diesen  Ausdruck  in  die  einzelnen  Bedingungsgleichungen 
selbst  durch  Subtraction  desselben  von  jeder  einzelnen  substitaiit 
oder  nach  der  allgemeinen  Vorschrift  ihn  zur  Bildung  von  [bb-l] 
[bc'l]  etc.  benutzt,  üebrigens  läfst  sich  diese  üebereinstimmong 
auch  direct  leicht  übersehen.  In  dem  ersten  Falle  wird  das  neue 
System  von  Bedingungsgleichungen: 

etc.  etc. 

folglich  wird  die  Summe  der  Quadrate  der  Coefücienten  von  y: 

■■    ■*  m  mm 

und  die  Summe  der  Producte  der  Coefficienten  zweier  yerschiedenen 
Variablen  • 

[H-[6]-W-[c]-a+MM==[6,]_MM. 

^    ^     ^  ^   m       ^  ^  m  m         ^    ^  m 

was  vollkommen  übereinstimmt  mit  dem  Ausdrucke  für: 

[66-1]  =  [66] --t^  [5,a]  =  [6c]-i-J^ 

wenn  wie  hier  der  Fall  ist  [ab]  =  [b]  und  [aa\==m  wird.  Es  ist 
mir  immer  am  bequemsten  vorgekommen,  auch  in  diesem  Falle  von 
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der  gewöhnlichen  allgemeinen  Form  nicht  abzuweichen.  Selten 
dürfte  es  vorkommen,  dafs  man  die  Werthe  der  unbekannten 
Gröfsen,  wie  sie  aus  der  Behandlung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  sich  ergeben,  und  ihre  Gewichte  im  weiteren 
Verfolg  einer  analjrtischen  Entwickelung  benutzen  will.  Dann 
freilich  wird  es  gerathen  sein,  analytische  Ausdrücke  an  die  Stelle 
der  numerischen  Operationen  treten  zu  lassen. 

Ein  Fall,  der  in  der  Astronomie  und  Physik  sehr  häufig  vor- 
kommt, die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bei 
periodischen  Functionen,  würde  vielleicht  allein  eine  specielle  Aus- 
führung verdienen  wegen  der  Eleganz  und  Kürze  der  Resultate, 
wenn  dieser  Fall  nicht  schon  häufig  behandelt  wäre  und  die  un- 
vorhergesehene Länge  dieses  Aufsatzes  nicht  Kürze  geböte. 

Aufser  der  bisher  allein  betrachteten  ersten  Klasse  von  Auf- 
gaben, in  welcher  die  Werthe  der  unbekannten  Gröfsen  in  dem 
Sinne  unabhängig  von  einander  sind,  dafs  jeder  numerische  Werth, 
den   man  für  die  eine  als  den  wahrscheinlichsten  gefunden  hat, 
sich  mit  jedem  eben  so  ermittelten  numerischen  Werthe  der  an- 
dern verbinden  läfst,  hat  man  in  der  neueren  Zeit,  namentlich  bei 
geodätischen  Yermessungf^n,  auch  angefangen,   die  Methode   der 
kleinsten  Quadrate  bei  Aufgaben  der  zweiten  Klasse  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  bei  denen  diese  Unabhängigkeit  der  End- Werthe 
von  einander  nicht  stattfindet.    In  einem  System  von  Dreiecken 
werden  gewöhnlich  mehr  Gröfsen  unmittelbar  durch  Beobachtung 
bestimmt,  als  unumgänglich  nothwendig  sind,  um  das  ganze  System 
und  jeden  einzelnen  Theil  desselben  finden  zu  können.  So  würden 
in  jedem  einzelnen  Dreiecke  eine  Seite  und  zwei  Winkel,  nöthigen- 
falls   yerbunden  mit  dem  sogenannten  sphärischen  Excefs,  hin- 
reichen,  das  Dreieck  zu  bestimmen.  Hat  man  aufserdem  noch  den 
dritten  Winkel  so  beobachtet,  dafs  dieser  Bestimmung  ein  gewisses 
Gewicht  gegeben  werden  mufs,   so  wird  die  Verbindung  dieser 
Beobachtung  mit  den  Beobachtungen  der  beiden  andern  Winkel 
nicht  mehr  gestatten,  die  beobachteten  Werthe  geradezu  anzuwen- 
den ^   den  ganz  unwahrscheinlichen  und  in  der  Wii'klichkeit  nie 

11* 
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eintretenden  Fall  ansgenommen,  in  welchem  alle  drei  beobachtetem 
Werthe  ganz  genau  die  der  Theorie  nach  erforderliche  Sm&Bie 
geben  sollten.  Denn  theils  ist  kein  6mnd  yoriianden,  gerade  zwdi 
der  beobachteten  Winkel  als  absolut  richtig  anzunehmen,  und  den 
ganzen  bei  der  Summe  von  allen  dreien  vorhandenen  Fehler  einer 
einzigen  Beobachtung,  der  des  dritten  Winkels,  aufzubftrden. 
Theils  wird,  wenn  man  eine  solche  ausschliefsliche  Wahl  zweier 
Winkel  treffen  wollte,  fflr  die  Theile  des  Dreiecks,  welche  man 
aus  den  beobachteten  Gröfsen  berechnen  mnls,  eine  üngewifsheit 
in  ihrer  Bestimmung  zurückbleiben,  welche  auf  die  Fortsetzung 
der  ganzen  Dreieckskette  Einflufs  &ufsert  Man  wird  ungewifr 
sein,  welchen  Werth  man  der  zweiten  Seite  beilegen  soll,  ob  dei 
aus  den  Winkeln  A  und  jB,  oder  Ä  und  C,  oder  B  und  C  folgenden. 
Was  hier  schon  bei  einem  Dreiecke  stattfindet,  gilt  eben  so  bei 
dem  vollständigen  als  ein  Ganzes  betrachteten  Netze.  Sind  immo^ 
nur  die  drei  Winkel  in  jedem  Dreiecke  beobachtet,  und  hat  jedes 
folgende  Dreieck  nur  eine  Seite  mit  einem  einzigen  der  früheren 
gemein,  so  finden  nur  die  Bedingungen  in  Bezug  auf  die  Summe 
der  drei  Winkel  in  jedem  Dreiecke  statt.  Kehrt  aber  die  Kette 
nach  Iftngeren  oder  kürzeren  Intervallen  in  sich  selbst  zura<^,  so 
dafs  man  auf  zwei  oder  mehreren  Wegen  ii^end  welche  Seite, 
oder  irgend  welchen  Theil  des  Netzes  aus  den  beobaditeten 
Werthen  berechnen  kann,  so  treten  noch  andere  BediDgungen 
hinzu,  die  von  der  Betrachtung  des  Netzes  als  eines  geschlosaaeu 
Polygons  abhängen ;  besonders  wenn  man  sich  bei  der  Beobachtung 
nicht  hlob  auf  die  Winkel  jedes  Dreiecks  in  bekannter  Beilieiifolge 
beschrankt  hat,  sondern  überhaupt  an  allen  Punkten  so  viele 
Winkel  als  irgend  möglich  gemessen,  und  auf  diese  Weise  zwisch» 
mehr  als  drei  Punkten  die  Möglichkeit  ihrer  Verbindung  zu  je^ 
dreien  auf  mehrfache  Weise  sich  eröffnet  hat. 

Nach  der  früheren  empirischen  Behandlung  eines  mlchai 
Dreiecksnetzes,  pflegte  man  mit  ziemlicher  Willkür  aus  den  beob* 
achteten  Daten  so  viele  herauszunehmen,  als  zur  Bestimmung  aller 
hier  vorkommenden  Grö&en  nöthig  waren,  und  die  Unterschiede^ 
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welche  auf  diese  Weise  bei  den  fibrigen  direct  beobachteten  übrig 
blieben,  als  eine  nngeffthre  Prfifung  der  Genauigkeit  zu  betrachten. 
Eine  zweite  PrOfung  fand  man  darin,  wenn  eine  und  dieselbe 
OrGfise,  zu  welcher  man  auf  zwei  yerschieden^n  Wegen,  durch 
verschiedene  Beihen  von  Dreiecken,  gelangen  konnte,  nahe  gleich 
grols  gefunden  ward.    Denn  da  man  fast  immer  ausschliefslich 
das  Qanze  nur  als  ein  Netz  von  Dreiecken  betrachtete,  von  denen 
jedes  mit  dem  folgenden  eine  Seite  gemein  hat,  so  yemachl&ssigte 
man  in  der  B^el  alle  Bedingungen,  welche  aus  der  Betrachtung 
des  ganzen  Netzes  als  eines  geschlossenen  Polygons  herrührten, 
und  stellte  dadurch  hftufig  ein  in  dem  strengsten  Sinne  unmög- 
liches  System  Ton  Werthen  auf,  in  welchem,  wenn  auch   die 
Dreiet^e,  in  welchen  man  zwei  Winkel  aus  den  beobachteten  ge- 
nommen, und  den  dritten  ans   diesen  beiden  geschlossen  hatte, 
möglich  waren,  doch  die  aus  den  so  erhaltenen  Winkelpunkten 
allgemein  zu  bildenden  Figuren,  seien  es  nun  Dreiecke,  Vierecke 
oder  andere  Polygone,  nicht  mehr  den  theoretischen  Bedingungen 
entsprachen,  und  folglich  auch,  je  nachdem  man  die  zu  ihrer  Be- 
stimmiuig  unumgftnglich  nothwendigen  StUcke  aus  der  einen  oder 
der  andern  Bechnung  wählte,   für  die  daraus  berechneten  ver- 
schiedenen Werthe  finden  liefsen.     Man  hatte  auf  diese  Weise, 
selbst  nach  der  willkürlichen  Wahl  unter  den  beobachteten  Winkeln, 
nie  die  Befriedigung,  von  ihnen  aus  mit  vollständiger  Sicherheit 
6r5£sea  finden  zu  können,  die  auf  .einer  zusammengesetzteren  Yer- 
bindmiK  der  ausgewählten  Beobachtungen  beruhten,  und  war  selbst 
daan  nicht  im  Stande,  den  möglichen  Irrthum  bei  diesen  Gröfsen 
anzugeben,  wenn  man  auch  eine  solche  Schätzung  bei  den  aus- 
gewSlilten  beobachteten  Winkeln  versucht  haben  sollte. 

£8  ist  übrigens  im  Voraus  zu  übersehen,  dafis  wenn  man  zu 
einer  nnd  derselben  OrO&enbestimmung  z.  B.  einer  Dreieckseite, 
anf  mehrfachem  Wege  gelangen  kann,  und  jedesmal  etwas  ver- 
sdiiedeBe  Werthe  erhält,  einer  dieser  Wege  und  einer  dieser 
Werthe  genauer  sein  mufs  als  die  übrigen,  oder  wenigstens  dafs 
ein  gewisses  Maximum  der  Sicherheit  jedesmal  eintreten  mufs,  ab- 
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h&ngig  von  den  Gröfsen,  die  ans  der  unmittelbaren  Beobachtung 
dich  ergeben  haben;  nnd  im  Allgemeinen  kann  man  vielleicht 
sagen,  dafs  der  kürzeste  Weg,  den  man  von  der  nnmittelbaren 
Beobachtung  ans  wählen  kann,  die  geringste  Zahl  von  beobachteten 
Werthen,  die  man  zu  benutzen  nöthig  hat,  auch  die  gröfirte  Hoff- 
nung eines  genauen  Besultats  verbürgt,  weil  der  Fehler  des  Re- 
sultats sich  immer  aus  einer  Summe  von  Quadraten  zusammen- 
setzt, deren  jedes  den  Fehler  der  beobachteten  Qrölse  nnd  den 
Differentialquotienten  der  zu  berechnenden  Function  in  Bezug  auf 
diese  Gröfse  enthält.  Sind  deswegen  die  Differentialquotienten 
nicht  allzusehr  verschieden  und  die  Gewichte  nahe  gleich,  was 
nur  bei  einem  bestimmten  Falle  entschieden  werden  kann,  so  wird 
die  Anzahl  der  Glieder  den  Ausschlag  geben.  Dieser  vortheQ- 
hafteste  Weg  läfst  sich  aber  häufig  nicht  leicht  finden,  und  da 
man  doch  gewöhnlich  an  das  unmittelbar  Beobachtete  weitere 
Folgerungen  anknüpft,  so  mnfs  man  wünschen,  auf  irgend  eine 
Weise  sich  diese  Wahl  erspart  zu  sehen  und  versichert  zu  sein. 
dafs  man  in  jedem  Falle  den  vortheilhaftesten  Weg  eingeschlagen 
hat,  oder  vielmehr  in  jedem  Falle  auf  diesen  vortheilhaftesten 
Weg  hingeleitet  wird. 

Um  deswegen  nun  für  jedes  Datum,  was  aus  den  Beobach- 
tungen sich  herleiten  läfst,  wenn  gewisse  Bedingungen  der  Angabe 
nicht  erlauben,  die  unmittelbaren  Beobachtungen  anzuwenden,  in- 
sofern sie  etwas  sich  widersprechendes  geben  würden,  doch  immer 
nur  einen  bestimmten  Werth  zu  bekommen,  wird  man  zuerst  die 
Beobachtungsdata  so  ändern  müssen,  dafs  sie  den  Bedingungen 
Genüge  leisten,  und  wenn  dieses  auf  mehrfache  Art  geschehea 
kann,  die  Aufgabe  also  eine  unbestimmte  ist,  was  hier  immer 
vorausgesetzt  wird,  so  wird  man  dahin  streben  müssen»  die  Aen- 
derungen  der  Beobachtungsdata  so  einzurichten,  dafs  man  gsns 
allgemein  durch  die  geänderten  Beobachtungsdata  jedesmal  dea 
Werth  bekommt,  der  am  wenigsten  durch  die  zufälligen  Beobach? 
tungsfehler  einem  Irrthum  ausgesetzt  ist  An  und  für  sich  ist  es 
nicht  klar,  dafs  dieser  letzte  Yortheil,  so  wie  er  hier  ausgedrückt 
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worden,  nothwendig  Yerbnnden  ist  mit  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  oder  mit  der  Vorschrift,  nach  welcher  unter  den  Aen- 
derungen,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen,  die- 
jenigen die  wahrscheinlichsten  sind,  bei  welchen  die  Summe  der 
mit  den  respectiven  Gewichten^  multiplicirten  Quadrate  der  Aen- 
derungen  ein  absolutes  Minimum  ist  Um  so  mehr  aber  wird  es 
nöthig  sein,  gerade  diesen  Gesichtspunkt  nach  dem  Supplementum 
Theor.  combinat  Obsv.  von  Gaufs  ebenfalls  zu  verfolgen,  als  er 
eine  der  elegantesten  Formen  darbietet,  unter  welcher  man  den 
Erfolg,  den  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
gewährt,  in  Worten  auffassen  kann. 

Der  allgemeinste  Ausdruck  ffir  diese  zweite  Klasse  von  Auf- 
gaben würde  sein:  Es  sind  zwischen  einer  Anzahl  von  unbekannten 
theils  Gleichungen  gegeben,  welche  in  aller  Strenge  erf&llt  werden 
sollen,  theils  solche,  denen  man  nur  genähert  Genfige  zu  thun 
braucht,  und  überhaupt  kann.  Man  soll  das  System  finden,  was 
beiden  Arten  von  Gleichungen  zufolge  das  wahrscheinlichste  ist 
Im  folgenden  indessen  wird  die  Beschränkung  eintreten,  welche 
auch  Gaufs,  sowie  Bessel  und  Hansen  bei  ihren  Abhandlungen 
über  diesen  Gegenstand,  in  Bezug  auf  die  Anwendung  in  der 
Geodäsie  angenommen  haben,  dafs  nämlich  die  Gleichungen,  welchen 
möglichst  Genüge  gethan  werden  soll,  nur  eine  unbekannte  jedes- 
mal enthalten,  oder  wie  man  es  auch  ausdruckt,  dafs  die  Werthe, 
welche  verbessert  werden  sollen,  um  den  Bedingungsgleichungen 
strenge  zu  genfigen,  unmittelber  durch  Beobachtung  gegeben  sind 
und  nicht  erst  auf  anderm  Wege  aus  den  Beobachtungen  abgeleitet 
werden  mfissen.  Es  wird  dieses  gestattet  sein,  da  eine  der  nach- 
folgenden Behandlungen  ganz  unmittelbar  im  allgemeinsten  Falle 
angewendet  werden  kann.  Dagegen  abgesehen  davon,  dafs  bis 
jetzt  wenigstens  noch  kein  Beispiel  von  diesem  allgemeinsten  Fall 
in  der  Praxis  aufgestellt  worden,  folglich  auch  das  Bedfirfhifs  der 
grOfsten  Allgemeinheit  nicht  vorhanden  ist,  möchte  die  elegantere 
Form,  welche  das  Problem  so  annimmt,  die  Einsicht  in  das 
eigentliche  Wesen  desselben  erleichtem. 
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Angenommen  also,  es  seien  die  wahren  Werthe  irgend  welcher 
OrOfsen  w^  w**  w*'*  etc.  an  der  Zahl  m;  ans  unmittelbaren  Beob- 
achtongen  hat  man  für  sie  die  Werthe 

v'  v"  v'" v^^^ 

erhalten,  und  weils  im  Voraus,  dals  die  unterschiede  f^—f/, 
w"  —  v"  etc.,  oder  die  Fehler  der  Beobachtungen,  überall  so  k\m 
sind,  dafs  man  ihre  höheren  Potenzen  yemachlSssigen  kann  geg^ 
die  erste.  Die  Gewichte  der  verschiedenen  Beobachtungen  aaf 
eine  beliebige,  aber  bestimmte  Einheit  bezogen,  sollen 

p'  jp"  y jp^"> 

sein. 

Zwischen  den  Gröisen  w*  w"  w*"  finden  vermöge  iet  Katar 
der  Aufgabe  gewisse  Beziehungen  statt,  nach  welchen  sie  nicht  ak 
völlig  unabhängig  von  einander  zu  betrachten  sind.  Diese  Be- 
ziehungen werden  sich  immer  auf  Gleichungen  zwischen  den  Gröfsen 
w'  w'*  w*'*  etc.  und  gewissen  Constanten  zurflckf&hren  lassen,  wie 
z.  B.  in  dem  Falle  eines  Dreiecks  die  Summe  der  drei  Winkel 
weniger  ISO""  nebst  dem  sphärischen  Excesse  gleich  Null  werden 
muCs.  Wenn  also XT Z etc.  Functionen  von w' u/* u/"  ete. sind,  so 
werden  die  Bedingungsgleichungen  die  Form  haben: 

X^f  «  <'  <" )  =  0 

r«/^'  «  w,"  <" )«0 

Z«  f' «  m;,"  <" )  -  0  etc. 

Ihre  Zahl  möge  (a  sein,  wobei  der  Natur  der  Aufgabe  gemäls  st^ 
fA<m.  Bezeichnet  man  die  bis  jetzt  noch  unbekannten  wahr- 
scheinlichsten Verbesserungen,  welche  an  die  beobachteten  Werthe 
V*  v"  V*"  etc.  anzubringen  sind,  um  den  Bedingungen  der  Aolg&l^ 
zu  genügen  mit  x*  a^'  x"*  etc.,  so  dafs  die  wahrscheialichstsi 
Werthe  werden: 

tt?'  =  1/  +  x'         w^'^iy^  ä"         w"'  =  v"'  +  x*"  etc. 

setzt  man  ferner^  dafs  nach  der  wirklichen  Substitution  von  v'  ^'  V" 
etc.  statt  to*  u;"  w*"  etc.  gefunden  werde: 
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f   (i/y  V",  V'",  ....)-«' 
f  (v',  v",  t;"',  ....)=-«" 
f(v',  V",  t/",  ....)=♦»'" 

imd nennt  die  ersten Differentialguotienten  "3— t>  j  u  >  j  <ii» 

,   .  ,  -j-jT  etc.,  nachdem  in  ihnen  ebenfalls  t;'  v"  r'"  etc.  statt 

w'fo*'w'"  etc.  snbstitnirt  sind,  a*a'*a**\  VV^  etc.,  oder  setzt  man: 

df  (t;^t;'^r^^^ )         d/^  («t;^^' )_,,,  d/^  (t;^p^^t;^^....)      ,,, 

dt;'  ""* '  dv^'  ""^  '  5^?^^^  ^"^   • 

df  {v^,v^\v^*\....)         df  (v',v",v"' )  df  {f^,v»',v"^ )_^,,, 

dt/  ^^'  di;^^  ^'  dl?^^  *"   ' 

d^(t;^<t;% ,...),  drivww )_,u  dr  {v',i/^,v-' ) 

dty  "    '  dp''  "     ^  dl?'"  ^     ' 

etc.  etc. 


yernachlässigt  dabei,  wegen  der  Kleinheit  von  x^  x"  oe'"  etc.  die  höheren 
Ordnungen,  so  erhalten  die  obigen  Bedingnngsgleichnngen  die  Form : 

aV4-a"a:"4-a"'a;"'4- 4-n'    =0 

Vx'  4-  b"x''  +  6"'a;'"  4- +  w"  «  0  (65) 

c'x'  4-  c"x"  +  (^"'0;"'  4- 4-  n'"  =  0  etc. 

Diesen  /*  Gleichungen  mofs  durch  irgend  welche  Werthe  von  x' 
xf^  a;'"  etc.  strenge  Genflge  gethan  werden. 

Die  unmittelbaren  Beobachtungen  haben  t/  mit  dem  Gewichte  p', 
t/'  mit  dem  Gewichte  p'^  etc.  gegeben.  Wenn  folglich  die  wahr- 
scheinlichsten Fehler  der  Beobachtung  nach  dem  obigen  mit  x^  xf*  x"' 
etc.  bezeichnet  werden,  so  dafs  die  Gleichungen  stattfinden: 

w'  —  t/  =  a?' 

u?"  — f;"s=a;"  etc. 

so  wird  das  h,  was  der  ersten  Beobachtung  zukommt,  \/p'  sein, 
während  zu  der  zweiten  gehOrt  |/p"  etc.  Diese  Gleichungen,  auf 
eine  Einheit  der  Genauigkeit  gebracht,  werden  also: 

(w*  —  t/)  |/p'  =»'  |/p' 
(t(;"  - 1/')  |/p"  «  ä"  yp"  etc. 
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bei  welchen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  Fehler 
die  wahrscheinlichsten  sind,  für  welche  die  Somme  der  Quadrate 
ein  Minimnm,  folglich: 

l)'a:'2  ^pn^u2  ^p^i'x''*2  ^ _  (Minimnm) 

oder 
(66)    p*x'dx'^p''x**dxf'  4-jp'"a;'"dx'''  'hp^x'^dx^.....  =  0. 

Fftnden  keine  Bedingungsgleichungen  statt,  so  wären  dx*,  dz", 
dx'^'j , . .  völlig  unabhängig  von  einander.  Der  CoefScient  eines 
jeden  Differential quotienten  mfifste  gleich  Null  gesetzt  werden, 
folglich  wären  die  wahrscheinlichsten  Werthe  x'==x''==x"'  == . .  .=0. 
Allein  da  die  obigen  f»  Bedingungsgleichungen  für  alle  Werthe  von 
X*  X*'  X*'*  etc.  strenge  erfüllt  werden  sollen,  so  folgt  daraus,  iah 
wenn  durch  ein  bestimmtes  System  von  Werthen  x'  x"  cc"*  etc.  einmal 
ihnen  Genfige  gethan  ist,  die  übrigen  möglichen  Systeme  (immer 
unter  der  Voraussetzung  sehr  kleiner  Aenderungen)  nur  so  ange- 
nommen werden  dürfen,  dafs  die  unterschiede  der  neuen  Werthe 
von  x'  x'*  x^**  etc.  dieser  Erfüllung  keinen  Eintrag  thun,  oder  d&ls 
gleichzeitig  mit  (65)  auch  die  Gleichungen  statt  finden: 

a'da^  +  a"fl[x"  4-  a'^dx'" «0 

,    (67)  Vda^  +  V*dx*'  +  6'"da;'" =  0 

&dx\  4-  c''dx"  +  c'"da;'" =  0  etc. 

Diese  Gleichungen,  an  der  Zahl  /t»,  zeigen,  dafs  f*  Differentiale 
ausgedrfickt  werden  können  durch  die  (m  —  /i«)  übrigen.  Führt  man 
diese  Elimination  aus,  und  substituirt  die  Werthe  dieser  f*  Diffe- 
rentiale in  (66),  so  bleiben  noch  m  —  iA  unabhängige  Differentiale 
übrig.  Die  Coefficienten  derselben,  Functionen  von  a'  a''  etc., 
V  J"  etc.,  jp'  1?"  etc.,  X*  a;"  etc.,  jeder  einzeln  gleich  Null  geseilt, 
geben  (w  — f*)  Gleichungen,  welche  mit  den  /»  Gleichungen  (65) 
verbunden,  ein  System  von  m  Gleichungen  darbieten,  aus  denen 
sich  die  m  Gröfsen  x*  xf^  x'"  etc.  bestimmen  lassen. 

Es  kommt  bei  diesem  zuerst  sich  darbietenden  und  ganz  all- 
gemeinen Wege  darauf  an,  ob  die  Bestimmung  des  Ausdruckes  der 
f»  Differentiale  durch  die  m  —  f«  übrigen,  mit  Leichtigkeit  sich  be- 
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werkstelligen  läfst,  oder  was  dasselbe  ist,  ob  die  Bedingungsglei- 
changen  (65)  sich  leicht  in  die  Form  bringen  lassen,  dafs  gJb  Gröfsen 
x*  oc"  etc.  durch  die  übrigen  m  —  fi  Gröfsen  vermittelst  linearer 
Gleichungen  ohne  allzu  grofse  Weitläuftigkeit  direct  gefunden 
werden  können.  In  dieser  letzten  Form  nämlich  sind  dann  auch 
die  Differentialgleichungen  sogleich  enthalten.  Dafs  dieses  immer 
möglich  ist,  da  die  Form  der  Bedingungsgleichungen  selbst  linear 
ist,  ist  für  sich  klar,  es  mfifste  denn  sein,  dafs  unter  den  Be- 
dingnngsgleichungen  eine  oder  mehrere  schon  in  den  andern  ent- 
halten wären,  in  welchem  Falle  man  auf  die  Form  -g-  fftr  alle  oder 
einige  der  zu  bestimmenden  Gröfsen  x  geführt  werden  würde. 
Dieser  Fall  wird  hier  ganz  ausgeschlossen,  da  man  bei  jeder  spe- 
ciellen  Aufgabe  Mittel  in  .Händen  hat,  schon  a  priori  die  Anzahl 
der  Bedingungsgleichungen  zu  fiberschlagen,  und  die  überflüssigen 
zu  verwerfen.  Die  Bequemlichkeit  der  Ausführung  hängt  wesent- 
lich von  der  Natur  der  Coefficienten  a,  6,  c,  etc.  ab.  In  der  Geo- 
däsie faUen  diese  Coefflcienten  meistentheils  sehr  einfach  aus, 
häufig  sind  sie  der  Einheit  gleich,  oder  doch  ganze  Zahlen,  und 
die  wenigsten  Bedingungsgleichungen  (65)  enthalten  sehr  viele 
Gröfsen  Xj  so  dafs  sich  für  die  zu  wählenden  fA  Gröfsen  dieser  Art, 
immer  solche,  wenigstens  zum  gröfseren  Theile,  nehmen  lassen,  bei 
denen  die  Umformung  durchaus  keine  Schwierigkeit  hat.  Will 
man  indessen  eine  allgemeine  Form,  so  können  sehr  einfache  Be- 
trachtungen dazu  führen. 

Es  mögen  die  ft  Gröfsen  unter  den  x^  welche  durch  die  übrigen 
m  —  f*  ausgedrückt  werden  sollen,  wobei  der  Kürze  wegen 

m  —  fi  —  Q 

gesetzt  werde,  durch  einen  unteren  Index  bezeichnet  werden.  Eben 
so  mögen  auch  ihre  Coefficienten  durch  einen  unteren  Index  unter* 
schieden  werden.  Man  hat  also  für  diese  f*  Gröisen  selbst  die 
Zeichen : 

•A/^        M/|^         «A/J  M/^  •     .     •     .     •        M/| 

und  für  die  respectiven  Coefficienten: 
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<  a: a!r\     b[  K...  b^\     c[  C-; e^\ 

etc.  Ihr  Ausdruck  durch  die  andern  Gröfsen  x'  xf' ...  J^^  wird 
im  allgemeinen  die  Form  haben  müssen: 

x[    ^t^ocf    +/J'a;"    +yV"    +  ?'«*^     +v' 

/oox    a»    =«"»'   +/»"»"  H-r"«'" +  D"a/*'    +y" 

0?;"   =a"V  4-j»"'a:"  4-^^'^ 4-^"^aj*>  +f"' 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Bedingangsgleichnngen 
hinein,  so  sind  die  dann  noch  zurückbleibenden  Größen  ocf  ocf'...  x^^ 
als  völlig  von  einander  anabhängig  zu  betrachten,  und  da  den 
Gleichungen  (65)  immer  Genfige  geschehen  moCs,  so  folgt  notii- 
wendig,  dafs  der  Coefficient  jeder  einzelnen  dieser  Grö&en  fBr  sich 
gleich  Null  gesetzt  werden  muis,  und  ebenso  der  von  ihnen  freie 
Theil.  Hieraus  erhält  man  q  Systeme  von  Gleichungen,  von  denen 
jedes  i»>  Coeffiicienten  aß y  etc.  bestimmt,  und  noch  aulserdem  ein 
System,  welches  die  v  finden  lälst    Es  wird  nämlich 

a'  4-  a[a'  +  a;V  4-  a'l'a''' 4-  clf'^a^^  =  0 

69)  V  4-  b\af  4-  &x «"  4-  ft;V" 4-  h^^a^^  -  0 

c'  +  c[a'  4-  ciaf*  4-  c;V" 4-  c{^^a^> «0  etc. 

aus  welchen  f*  Gleichungen  die  of  a"  bis  a^^  gefunden  werdea. 
Ebenso  hat  man: 

a"  4-  a[ß'  4-  </»"  4-  <'/?'" 4-  aJ^V^^  =  0 

(69)  6"  4-  61/»'  4-  Kß*'  4-  Kß*'' 4-  h^^ß^^  =  0 

&*  4-  c\ß'  4-  cl'/J"  4-  cl"/»'" 4-  c^^ß^^  =  0  etc. 

wodurch  ß*  ß**  bis  ß^^  gegeben  sind.  Ganz  ähnliche  Gleichungen 
finden  bei  den  r'  r"  r'*'  etc.  statt,  wobei  Überall  die  OoefficieBten 
al  a'i...  b\  Vi  etc.  in  allen  Gleichungen  dieselben  sind.  FIr  die 
V*  v". . .  y^^  hat  man  gleichfalls: 

n'  4-  ay  4-  a>"  4-  alV" 4-  a,^^  v^^  =  0 

(69)       n"  4-  6>'  4-  b'y^  4-  6;'V'" 4-  ftl^V^^ «  0 

n'"  4-  c>'  4-  c>"  +  c;"!'"' 4-  c[^V^>  «0  etc* 
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W^nn  auf  diese  Weise  die  Bedingung^sgleichongen  auf  ihre  ein- 
fachste Form  gebracht  sind,  so  kann  man  bei  dieser  zweiten  Klasse 
Ton  Aufgaben  ganz  denselben  Weg  einschlagen  wie  bei  der  ersten. 
Die  ans  den  Beobachtungen  abgeleiteten  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  ocf  xf*. . .  x^^\  x\  x". . .  xlf*^  sind  gleich  Null.  Jeder  durch  die 
Bedingungsgleichung  geforderte  Werth  derselben  wird  als  Fehler 
der  Beobachtung  angesehen  werden  mQssen.  Seien  diese  schon 
auf  eine  bestimmte  Einheit  gebrachten  wahren  Fehler  respectiye 
«'  «". . .  s^^\  €[  <. . .  f|^\  so  werden  die  strengen  Gleichungen 

«'  ^    xf    |/p' 

:  (70) 

*;    =a;;    I/i>;     ^xfaf    |/jp;    4-a^'j8'    VVx    -^x^y    l/Pi    

+  x^^^q'    \/p[    -4-v'    l/p[ 

<  ''x;    l/Pi    ^x'a''   Vpi    H-aj"/J"    Vpi    +ic'"y"    \/p;   

4-a:^^^?"    VVx    +^'   VP" 

<  =a:r   l/K  =0;'«'"  VPx    +ic"/»'"  l/pl"  +a;"V'"  J/K 

:  +  x^^^  Q*"  vPi    +  ^'"  l/pr 

4-  x^^  q^^  UP^^  4-  v^^  l/i?{^>. 

Die  Gleichungen  fflr  das  Minimum  der  Summe  der  Quadrate 
«'«  +  «"» +  «W«  +  «;•  +  ^;'2 4.«W«^ 

■ 

wobei  man  diese  Summe,  und  ähnlich  die  übrigen  durch  [^c]  be- 
zeichnen kann,  werden  die  Bildung  von  Summen-Coefftcienten,  wie 
in  (27)  erfordern,  wobei  aber  der  einfachen  Form  der  ersten  q  Glei- 
chungen wegen,  wesentlich  nur  die  letzten  f*  in  Betracht  kommen. 
Wegen  jener  ersten  q  Gleichungen  wird  nur  jedem  Summen-Coeffi* 
cienten,  der  aus  quadratischen  Gliedern  besteht,  resp.  p*  p'*  p'"...  p(e) 
hinznzaf&gen  sein.    Man  hat  folglich  q  Gleichungen  von  der  Form : 
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{p'  4-  [aap,])  x'  +  [aßp,]  x"  4-  [ayp^]  x'". . . .  +  [a vp J  =^  0 
(71)    [aßp,]  X'  +  (p-  4-  [ßßp;\)  a:"  +  [ßyp,]  x'". ...•h{ßvp,]^0 

[arpi]  ^'  +  [ßrpi]  a?"  +  (i>"'  +  [rrPi])  x'"....-^  [rvpj =0  etc. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Werthe  von  x'  x**. ..  x^\  welche 
dem  Minimum  entsprechen;  den  Bedingungsgleichungen  wird  Ge- 
nflge  gethan,  wenn  die  Werthe  von  x[  x'i...  x^^  vermittelst  x*  x"...  x*^ 
aus  (68)  berechnet  werden.  Die  Summe  der  Quadrate  der  v^  oder 
[i^rj^J,  ist  die  Summe,  welche  bei  der  bestimmten  Wahl  der 
(A  Gröfsen  x[  x". . .  x{*^  als  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler, 
oder  der  an  diese  (Jb  Gröfsen  anzubringenden  Verbesserungen  ge- 
funden werden  würde,  wenn  man  alle  x'  x*'  bis  af^^  =  Null  setzte. 
Das  absolute  Minimum,  was  zuletzt  nach  der  Beendigung  der  Eli- 
mination erhalten  wird,  und  welches  nach  der  früheren  Bezeich- 
nung von  der  Form  [yvpi'o]  ist,  giebt  die  kleinstmöglichste 
Summe  der  Quadrate  der  Verbesserungen  an,  und  l&Cst  zugleich, 
da  diese  Verbesserungen  als  Fehler  der  Beobachtungen  zu  be- 
trachten sind,  auf  die  Sicherheit  der  letzteren  schlieiBen.  Bei  (?+/*) 
Gleichungen,  durch  welche  q  Gröfsen  ermittelt  werden,  vrird  der 
mittlere  Fehler  sich  ergeben  nach  (64): 


i//  [yypi '  g]  \ 


Die  hier  gegebene  Auflösung  der  Aufgabe,  welche  identisdi 
ist  mit  der  von  Herrn  Director  Hansen  in  den  »Astronomisdi^ 
Nachrichten  No.  202  u.  f  aus  andern  Gründen  abgeleiteten,  ist 
die,  welche  sich  unmittelbar  darbietet.  Auch  ist  sie  ganz  allgemeiD, 
und  erstreckt  sich  eben  so  wohl  auf  den  Fall,  wo  die  zu  verbessern- 
den Gröfsen  nicht  unmittelbar  durch  die  Beobachtung  gegeben  smd, 
sondern  erst  aus  ihrer  Verbindung  mit  andern  Daten  und  Theo- 
remen gefunden  werden  müssen.  Man  substituirt  in  diesem  Falle 
in  die  Gleichungen,  welche  die  Abhängigkeit  der  Beobachtongs- 
data  von  den  zu  ermittelnden  Elementen  ausdrücken,  überall  die 
Werthe  der  i*  Gröfsen  x[  x'i...  x^^ ,  als  Functionen  der  anders 
Q  Gröfsen  aus  (68),  und  erhält  so  in  diesen  Gleichungen,  deren 
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Anzahl  mindestens  gröfser  als  q  sein  mnfs,  nur  q  unbekannte,  die 
als  ganz  unabhängig  von  einander  nach  der  bei  der  ersten  Klass6 
erwähnten  Methode  behandelt  werden. 

In  der  einfachen  Form  indessen,  wie  in  der  Qeodäsie  die  Auf- 
gaben der  zweiten  Klasse  auftreten,  kann  man  aus  der  eben  ge- 
gebenen Auflösung  noch  einige  Folgerungen  ableiten,  welche  den 
üebergang  zu  der  zweiten  von  Gaufs  und  Bessel  gegebenen  Auf- 
lösung machen.  Man  sieht  nämlich,  dafs  das  Problem  von  den 
beiden  Systemen  von  Gleichungen  (68)  und  (71)  abhängt,  von  denen 
das  erste  /i^  Variable  durch  die  übrigen  q  vermittelst  (a  Gleichungen 
finden  läfst,  das  zweite  die  letzteren  q  Variablen  selbst  giebt. 
Kann  man  aus  ihrer  Verbindung  andere  von  einander  unabhängige 
Gleichungen  ableiten,  welche  ebenfalls  die  erforderliche  Zahl  von 
(ß-hQ)  Gleichungen  zusammen  geben,  so  werden  diese  eben  so  gut 
zur  Lösung  des  Problems  angewandt  werden  können.  Solche 
Gleichungen  erhält  man  aber,  wenn  man  beide  Systeme  so  ver- 
bindet, dafs  die  Gröfsen  v,  die  einzigen,  welche  von  den  wirklich 
beobachteten  Werthen  abhängen,  eliminirt  werden.  Multiplicirt 
man  in  (68)  die  erste  Gleichung  mit  a'  p[^  die  zweite  mit  a**  j?i, 
die  dritte  mit  a'"  pi'  u.  s.  f.,  und  addirt  dann  alle  Producte,  so  er- 
hält man: 

allein  vermöge  der  ersten  Gleichung  von  (71)  ist  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  gleich  —p'x'y  folglich  hat  man: 

O^p^x'  +  a'p[x[  +  a;p;x*'  +  «'''/?>'" +  a^^p^^x[f'\ 

Eben  so  giebt  die  Multiplikation  von  (68)  respect.  mit  ß*Pu  ß'^Pif 
ß^'Px    etc.  vermöge  der  zweiten  Gleichung  von  (71): 

0  =jp''a;"  -h  ß*p,x'  4-  ß'ip'ix'' /J^V^V, 

so  dafs  man  durch  die  fortgesetzte  Operation  mit  aUen  Coefficienten 
bis  zu  q  hin,  ein  System  von  q  Gleichungen  erhält: 
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l)'x'      +  a'^;rr;  +  af'p'ixt  +  «'"plX" +  a^'^p^'^a^^  -  0 

p"x"    +  ß'p[x[  +  ß"p''x';  +  ß"'p'i'xi' +  f^'^p^^xf'*  -  0 

(72)  p"'xf"  +  r'p'iX,  +  y"j»r xl'  +  r"'p:'< +  Y^'^p^^i^^  -  0 

* 

-welche  Gleichungen  an  die  Stelle  von  (71)  treten  können,  and  mit 
(68)  verbunden,  ebenfalls  das  Problem  lösen.  Jedes  System  von 
Werthen  x*  x'*  x*". . .  a^(f\  x[  x';  xl". . ,  x^\  welches  den  (p  +  i) 
Gleichungen  (68)  und  (72)  Genfige  thut,  von  denen  die  ersten  /e»  die 
Gröfsen  x[  bis  x^^  aus  den  fibrigen  finden  lehren,  die  letzten  e 
auf  eben  so  einfache  Weise  die  Gröfsen  x  bis  x^^^  geben,  wenn 
x[  bis  x^^  bekannt  sind,  wird  die  wahrscheinlichsten  Yerbesserongen 
enthalten.  In  den  letzten  q  Gleichungen  (72)  fehlen  alle  Zahlen- 
data,  welche  sich  auf  die  wirkliche  Beobachtung  beziehen,  sie  ent- 
halten nur  die  Coefficienten  der  Variablen  in  den  Bedingangs- 
gleichungen,  und  können  deshalb  vortheilhaft  gebraucht  werden, 
wenn  vielleicht  es  angemessen  scheinen  sollte,  vor  der  strengoi 
Ermittelung  der  wahren  Correctionen  andere  aus  irgend  welchen 
vorläufigen  Rechnungen  gefundene  einzufahren.  Eine  ganz  will- 
kürliche Wahl  ffir  alle  Correctionen  wird  dabei  nothwendig  nur 
die  Rechnung  ohne  allen  weiteren  Nutzen  erschweren.  Denn  wenn 
man  etwa  die  vorläufige  Annahme  für  jedes  x  mit  ^  bezeichnet, 
und  was  noch  zu  $  hinzu  kommen  mufs,  um  das  wahre  2;  zu  er- 
halten, mit  ^,  so  dafs: 

r  +  r ' = x^'  nl + 1:  -  < 

etc.  etc. 

so  wird  man  der  Strenge  nach  doch  nur  in  (70)  diese  Werthe  sab- 
stituiren  müssen,  und  folglich  auch  bei  den  ersten  Gleichungen 
zwei  Glieder  bekommen,  ffir  welche  neue  Summen-Coefftcienten  za 
entwickeln  wären.  Eben  so  wird  es  keinen  Nutzen  haben,  wenn 
man  die  ^  etwa  so  annehmen  wollte,  dafs  dadurch  den  Bedingnngs- 
gleichungen  Genfige  geschieht.  Man  hat  zwar  auf  diese  Weise  ein 
mögliches  System  von  Werthen,  wird  aber,  um  das  wahrscheinlichste 
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za  erbalten,  dieselbe  Vermehrang  der  Bechnung  sich  zugezogen 
haben.  Anders  indessen  ist  der  Fall,  wenn  man  die  $  so  wählt, 
dafe  dadurch  den  Oleicbangen  (72)  Genfige  geschieht,  oder  fftr 
Irgend  welche  Annahme  der  Sl  tx  ?i'  bis  i^\  die  5'  bis  ^^^  be- 
rechnet ans  den  Gleichongen: 

(73)    p"r  +/»'!>; riH-/j"i>rr; +/?^>i)i^>5i^>=o 

Wenn  jetzt  die  yoUständigen  Werthe  ij'  +  $',  ij"  +  S"  etc.  sind, 
so  'Wird  nothwendij;  wes^n  (72)  aach  sein  müssen: 

(74)     p"n"  +  ß%  n\  +  ß"p:  ?;' +  /»^^pi^^  n^'^ = o 

Hat  man  nnn  in  die  Bedingongsgleichongen  die  Werthe  ^ '  +  S', 
17''  +  S'^  etc.  ebenfalls  substitnirt,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Fnno- 
tionen  f{w*  w'\ . .),  f  (w'  iv*'. . .)»  nicht  mehr  mit  den  N&henmgs- 
werthen  v'  v'*  etc.,  sondern  jetzt  mit  v'  -4-  5',  t?"  + 1"  etc.  berechnet, 
so  werden  die  Gleichungen  (68),  wenn  man  setzt: 

1'  =«'5'  +/y'i"  +r'r"  +Q*^^^  •^^'  -K 

i"  =«"r  +/»"?"  4-r"r" H-?"i^^^  H-v"  -ri 

m 

die  Form  erhalten: 

1^;    =o'y    +/S'ij"    +y'i?"'    +?'i?^^^    +1' 

,;'  =  o"V  +  /J"i7"  +  y"  V" +  ?"<?^^^  +  ^" 

und  die  beiden  Systeme  (74)  und  (76)  werden  die  strengen  Werthe 
von  ij*  9"  etc.  geben,  welche  zu  5'  S"  hinzugefflgt,  die  genauen 
TTerthe  x*  x'*  etc.  erhalten  lassen.    Multiplicirt  man  aber  in  (76) 

Saeke'B  AblmiidL  IL  12 


^ 
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die  erste  Oleichong  mit  a*  p[,  die  zweite  mit  «'' K,  and  so  fort 
die  letzte  mit  a^^  |>i^\  addirt  alle  Prodacte  and  substitairt  den 
dadarch  gegebenen  Werth  von 

in  (74),  so  erh&lt  man: 

«       •  ■    • 

eben  so  giebt  die  respective  Multiplikation  der  Gleichungen  (76) 
mit  ß'  Pi,ß*'  Pi  etc.  eine  Gleichung  von  der  Form: 

80  dafs  man  zur  Ermittelung  der  ^*  ^'^ . .  ein  System  von  Glei- 
chungen erhält: 

(p'  +  [««1>J)  V  +  [«/»i>i]  V'  +  [««>i]  ?'" +  [«^/^J  =0 

(77)    [«/?!> J  V  +  (!>"  +  [/J/Jp.])  V'  +  Ü»m]  r +  Ü»ip J = 0 

[«m]  V  +  Ii»rp  J  r  +  (!>"' + [rmD  v'" +  Ir^^Pil = o 

etc.  •  etc. 

welches  völlig  analog  ist  mit  dem  System  (72),  wodurch  die  oc'x"x*"ei^ 
selbst  erhalten  werden.  Wenn  deswegen  die  vorläufigen  Verbesse- 
rungen, oder  wie  Gaufs.  sie  nennt,  die  unvoUkommnen  Aasglei- 
chungen §'  §'^ . .  so  bestimmt  werden,  dafs  sie  den  GleichuDgen 
(73)  genügen,  so  kann  man  mit  den  Werthen  i?^4-  S\  v"  + 1",  etc. 
eben  so  fort  rechnen,  als  wären  diese  Correctionen  gar  nicht  an- 
gebracht. Man  kann  die  so  corrigirten  Beobachtungswerthe  völlig 
an  die  Stelle  der  reinen  Beobachtungswerthe  setzen,  und  wird  auf 
ganz  gleichem  Wege  identisch  gleiche  Resultate  erhalten,  als  wenn 
man  wieder  zu  den  reinen  Datis  zurückgekehrt  wäre.  Diese  lJebe^ 
einstimmung  läfst  sich  auch  f&r  das  absolute  Minimum  leicht  nack- 
weisen.    Auf  der  einen  Seite  kann  man  für 

wenn  die  Werthe  x'  x*^  etc.  wirklich  die  wahrscheinlichsten  sini 
also  den  Gleichungen  (68)  und  (72)  genügen,  einen  eleganten  A» 


l 
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drack  finden,  in  dem  man  die  erste  der  Gleichungen  (72)  mit  ocf^ 
die  zweite  mit  x^*  etc.  mnltiplicirt  nnd  die  Gleichungen  (68)  in  die 
Producte  substituirt    Man  erhält  damit: 

(78)    [pa?2]  =^;  v'  a?;  +  f,  v"  ^r  +  K  ^'"  a?!" jpW  y<^  x^\ 

Auf  der  andern  giebt  die  Mnltiplication  des  Systems  (73)  re- 
spective  mit  t  S"  etc:  und  die  Substitution  aus  (75)  den  Werth 

[p?2]=2);(v'-Ao?;H-pr(i^"-A'0?r ^vf^^^^^-'i^^^)if\ 

mid  eben  so  das  System  (74)  mnltiplicirt  mit  V  V  otc.  und  yer- 
bunden  mit  (76): 

Aufserdem  hat  man,  wenn  das  System  (74)  mit  t  i"  etc.  mnlti- 
plicirt und  mit  (75)  verbunden  wird: 

und  wenn  man  (73)  mit  ^'  9"  etc.  mnltiplicirt  und  mit  (76)  verbindet: 

folglich  wird,  wenn  man  diese  vier  Werthe  zusammen  legt: 

[p^^] + 2  Lpg,] + [pfi^] = Lp  (^ + m  =i>;  V*  (?;  h-  i;) 

oder  wegen  (<7'  +  50  =  ^'«  V'-<*?"  =  ^">  ©te-  e"^®  vollkommen  mit 
(78)  identische  Gleichung. 

Die  Ursache  dieses  Vorzuges  eines  Systems  von  Oorrectionen, 
welches  den  Gleichungen  (72)  genfigt,  vor  jedem  andemy  liegt  in 
der  eigentlichen  Bedeutung  dieser  Gleichungen.  Vermöge  der  Be- 
dingungsgleichungen ist: 

dx,  =  a'   dx*  +  /»'   dx'*  +  r'   dx*" +  §'   daf^^ 

dxl  =a''  dx'H-/»"  dx^  +  y"  dx'" +?"  dx^^ 

dx'i'  =  a"'  da?'  +  /»'"  da?"  +  y'"  da;'" +  ?"'  da;<^>  u.  s.  f. 

80  dafis: 
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dx'  dac'  dx' 

V 

^        dx'*         ^         da?"  '^    ""  da:" 

'  —   da?|  /,  _   da?;*  ,,^  _  da;"'  ^ 

Sabstitoirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (72),  so  werden  sie 

p*  x'  dx'   +i>;x;da:;+i)ra;rda:;'  + p^f"^ x^Ux^^ ^0 

2>"  a;"  da;"  H- p[x[dx, -^-p^x^dx';  + p^^  x^^  da^^  =  0 

p"'3if''dx*''  -¥p\x\dx\+pixidxi  + p^^x^^  dx[^^  - 0  u.  8.  f. 

oder  sie   sind  die  Bedingnngsgleichangen  für  das  Minimnm  der 
Summe  der  Quadrate 

p'  x'^-hp''  x"^  +p'"  a;'"«. . .  +  p^^^  x^^^^  +p\x[^  4-K<^-  •  •  -^P^^  ^^» 

wenn  man  die  Gröfsen  x'  x"  bis  x9  als  von  einander  unabhängig 
ansiehtt  und  die  Abhängigkeit  der  dx[  dx'i  bis  dx[^^  von  den  andern 
Differentialen  dx*  dx**  bis  daf^^^  so  bestimmt,  wie  die  Bedingungs- 
gleichungen es  verlangen.  Sie  geben  folglich,  wenn  man  sie  allein 
berftcksichtigt,  das  System  von  Werthen  x*  x^'. . .  afi^  welches  dem 
Minimum  der  Summe  der  Fehlerquadrate  entspricht,  wenn  man 
für  x[  x'i. . .  x^^  bestimmte  Werthe  angenommen  hat,  oder  sie  be- 
stimmen das  relative  Minimum  in  Bezug  auf  irgend  welches  be- 
stimmte System  so  vieler  Gröfsen,  als  vermöge  der  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  der  Aufgabe  von  den  andern  abhängig 
gedacht  werden  können.  Dieses  relative  Minimum  wird  in  das 
absolute  verwandelt,  wenn  man  das  System  der  abh&ngigen  Wertlie 
durch  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (68)  einführt,  was  die 
wirklichen  Beobachtungen  verlangen.  Vermöge  der  linearen  Form 
der  Bedingungsgleichungen  mufs  es  dabei  gleichgültig  sein,  ob  man 
unmittelbar  zu  dem  absoluten  Minimum  gelangt,  oder  gleichsam 
durch  Zerfällung  des  wahren  Werthes  der  abhängigen  OrSisen  in 
mehrere  Theile,  für  deren  jeden  man  das  relative  Minimum  be 
stimmt  hat,  stufenweise  das  absolute  Minimum  erhält.  Yon  welchem 
relativen  Minimum  man  auch  ausgeht,  immer  wird  das  absohita 
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Himmmn  und  die  einzelnen  Werthe  gen  an  eben  so  grofs  gefunden 
werden,  nnd  ohne  alle  Yermehrung  der  Rechnung,  da  die  Form 
stets  die  nämliche  ist. 

Kann  man  bei  der  Ermittelang  eines  solchen  relativen  Minimums 
es  zugleich  bewirken,  dafs  einige  der  angenommenen  Werthe  der 
abhängigen  Gröfsen  einigen  unter  den  Bedingnngsgleichungen  Ge* 
nuge  thun^  so  werden  in  diesem  Falle  einige  der  A  gleich  Null, 
und  die  Bildung  der  Summen,  in  welchen  diese  Werthe  vorkommen, 
wird  erleichtert    Wäre  zuf&llig  es  gelungen,  alle  A  gleich  Null  zu 
machen,  so  w&rde  damit  das  absolute  Minimum  ohne  weitere  Rech- 
nmig  erhalten  worden  sein.    Das  relative  Minimum  genügt  ent- 
weder keiner  oder  einigen  Bedingungsgleichungen,   das  absolute 
allen.    Allein  noch  weniger  fast  in  der  Abkürzung  der  Summen- 
bildnng  zeigt  sich  der  Nutzen  dieser  Betrachtung  oder  der  unvoll- 
kommenen Ausgleichung,  als  in  der  leichteren  Verknüpfung  meh- 
rerer Systeme,  deren  jedes  man  früher  allein  zu  behandeln  sich 
veranlafst  finden  könnte.    Wenn  in  einer  sehr  ausgedehnten  Drei- 
eckskette man  zuerst  eine  Anzahl  von  Dreiecken  für  sich  betrachtet, 
und  als  ein  besonderes  System  vollständig  unter  sich  ausgleicht, 
so  kann  man  mit  diesen  verbesserten  Werthen  sogleich  die  folgen- 
den unmittelbaren  Beobachtungen  verbinden,  um  Alles,  was  über- 
haupt nur  in  irgend  welchem  Zusammenhange  steht,  gemeinschaftlich 
auszugleichen,  und  braucht  nicht  wiederum  zu  den  ersten  Beob- 
achtungen selbst  zurückzukehren.    Man  geht  auf  diese  Weise  von 
einem,  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Bedingungsgleichungen  rela- 
tiven, Minimum  für  die  erste  Anzahl  von  Dreiecken  aus,  wodurch 
einer  Anzahl  von  Bedingungen  schon  Genfige  geleistet  ist,  hat 
folglich  die  Erleichterung,  dafs  mehrere  l  gleich  Null  sind,  findet 
in  der  Regel  immer  kleinere  und  kleinere  Verbesserungen,  welche 
an  die  unvollkommen  ausgeglichenen  Werthe  anzubringen  sind, 
und  kann  auf  diese  Weise  bei  dem  allmäligen  Fortschritte  der 
Arbeit,  ohne  daCs  die  früheren  Rechnungen  ganz  überflüssig  wären, 
oder   die  folgenden  erschwerten,  bis  zu  jedem  Zeitmoment  das 
System  von  Werthen  angeben,  welches  den  bis  dahin  gefundenen 
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Resultaten  nach  das  wahrscheinlichste  ist.  Es  brancht  übrigens 
wohl  nicht  erwähnt  zu  werden,  dafs  die  BedingnngsgleichnDgeD, 
welche  bei  den  unvollkommen  ausgeglichenen  Werthen  im  Anfange 
benutzt  sind,  nachher  immer  wieder  in  Betracht  gezogen  werden 
mUssen.  Die  unvollkommene  Ausgleichung  erlaubt  nie  eine  Be> 
dingungsgleichung  wegzulassen,  wenn  nicht  die  Grölsen,  die  dam 
vorkommen,  weiter  gar  nicht  mit  den  andern  in  Verbindung  stehen, 
und  ein  völlig  abgeschlossenes  System  bilden. 

Bei  der  bisherigen  Betrachtung  ist  angenommen  worden,  dab 
man  die  Bedingungsgleichungen  aus  der  allgemeinen  Form  (65),  in 
welcher  sie  zuerst  sich  darbieten,  umgewandelt  habe  in  die  be- 
bestimmte Form  (68),  welche  die  Abhängigkeit  einer  Anzahl  von 
fi  Variablen  von  den  übrigen  unmittelbar  angiebt.  Diese  Um- 
formung wird  zwar  in  der  Geodäsie  selten  grofse  Schwierigkeiten 
haben,  und  auch  dadurch  in  der  Regel  sehr  erleichtert  werden, 
dafs  die  Wahl  der  Gröfsen  x[  xi  bis  x\l^^  völlig  frei  steht,  man  also 
solche  Gröfsen  dafür  wählen  kann,  welche  am  einfachsten  die  ve^ 
langte  Form  annehmen.  Allein  die  letzte  Betrachtung  der  unvoll- 
kommenen Ausgleichung  führt  von  selbst  darauf,  dafs  diese  be- 
stimmte Form  nicht  gerade  nöthig  ist.  Es  kommt  nur  darauf  an, 
mit  den  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  noch  and»^  Glei- 
chungen in  der  nöthigen  Zahl  zu  verbinden,  durch  welche  die  all- 
gemeine Gleichung  des  Minimums  in  so  viele  einzelne  Gleichong^ 
zerfällt  wird,  als  unabhängige  Differentialquoüenten  der  zu  0^ 
mittelnden  Gröfsen,  vermöge  der  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen, 
vorhanden  sind.  Anstatt  diese  Zerfällung  durch  directe  Substitution 
auszuführen,  kann  man  sie  in  den  Formeln  analytisch  andeutet 
und  ohne  gerade  eine  bestimmte  Wahl  von  f«  Werthen  unter  den 
Gröfsen  x  selbst  zu  treffen,  lieber  eine  gleiche  Anzahl  einstweil^ 
noch  unbestimmt  gelassener  Functionen  derselben  einführen,  deren 
Werthe  sich  im  Laufe  der  Rechnung  dadurch  ergeben  müssen,  dafs 
die  Bedingung  der  Abhängigkeit  von  (a  Differentialen  gegen  die 
andern  ausgedrückt  wird. 

Die  allgemeine  Form   der  Bedingungsgleichungen  (65)  fShrt 
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für  die  Relation  ihrer  Differentiale  unter  einander  zu  den  Glei* 
drangen: 

0  =  ofäx'  •+■  a''dx'' -t-  a<»)da:<«) 

(67)  0  =  6'  dx'  4-  V'  dx"' • 4-  6^«)  drc(») 

0  ^  &  dx* '\- &*  dx'* +.c<«»)da;<«),  etc. 

vennittelst  welcher  ^  Differentiale  durch  die  übrigen  q  ausgedrückt 
werden  sollen,  um  sie  in  die  Bedingungsgleichung  des  Minimums 

p'x'dx*  +ya?"da:"  4-^ x'"da;'" +p(«)da:(«)-0 

zu  substituiren,  und  dann  diese  Gleichung  in  so  viele  einzelne  zu 
zerfUlen,  als  unabh&ugige  Differentiale  übrig  bleiben.  Multiplicirt 
man  die  erste  der  obigen  Gleichungen  mit  dem  unbestimmten 
Factor  A^  die  zweite  mit  B^  die  dritte  mit  C  etc.,  nimmt  die  Summe 
aller,  und  vereinigt  sie  mit  der  Bedingungsgleichung  des  Minimums, 
so  erhält  man: 

{p'x'       +a'A    -i-b'B    4-c'C    -f-/t*'3f  )dx' 

'hip"x'*     -^a^'A   +6''JB  +c"(7 '^fi'*M)dx" 

-h  ip'"  X'"  -f-  a'"  A  4-  6'"  B  +  c'"  C 4-  f*'"  M )  dx*'' 

4-  (i^**^  x<«»)  4-  a<"*>  A  4-  6("»>  B  +  c^^W 4-  f*^«>  M)  daK«)  =  0. 

Um  hieraus  t*  Differentiale  zu  eliminiren,  wird  man  die  Factoren 
A  B  C...M  so  bestimmen  müssen,  dafs  die  Coefficienten  von  [^ 
Differentialen,  jeder  einzeln,  gleich  Null  gesetzt  werden,  und  die 
aus  diesen  /t*  Gleichungen  erhaltenen  Werthe  A  B  C...M nachher 
in  die  übrigen  substituiren,  um  nach  der  Substitution  ebenfalls 
wieder  jeden  Coefficienten  der  jetzt  von  einander  unabhängigen 
Differentiale  einzeln  gleich  Null  zu  setzen.  Offenbar  ist  dieses 
Verfahren  ganz  identisch  mit  dem,  wonach  man  allgemein  jede  ein- 
zelne Zeile  der  letzten  Oleichung  gleich  Null  setzt,  und  dabei  die 
I*  Factoren  A  B  C...  M  als  neue  zu  bestimmende  Oröfsen  be- 
trachtet. Die  so  erhaltenen  m  Gleichungen  enthalten  die  tn  +  /ur 
unbekannten  Gröisen  x^  x**. . .  x^"^^  A  B  C...  M,  und  geben  mit  den 
fA  Bedingungsgleichungen  vereinigt,  in  denen  nur  die  x^  x". . .  a:<«*> 
als  zu  ermittelnde  GrOfsen  vorkommen,  m-h  fi  Gleichungen,  aus 
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welchen  die  m  +  /*  Gröiaeii  jedesmal  zu  bestimmen  sind.    Das 
Oanze  bernht  deshalb  auf  den  m  +  f*  Gleichungen: 

0  =  a'a'       -f-a"«"  4-a"'a?''' +  a(^^)a^^^'hn 

0  =  6' a?'       4-ft"«"  +6"'«'" 4- 6(«) a;<«>  +  n' 

0  =  c'«'        -hc'V  4-c"'«'" 4- c<«) aK«)  +  n" 

• 

^'^^   0-i>V       +oM    +6'B    4-c'C    +ft'M 

0=j>"«"     +o"^   +6"5  +e"C +fi"M 

0=i>'"«"'   +a"M  +b"'B  +c"'C +it"'M 

aus  deren  Verbindung  unter  einander  Alles  sich  ergeben  mois. 

Man  kann  sich  direct  überzeugen,  dafs  diese  Gleichungen  der 
Sache  nach  identisch  sind  mit  den  Gleichungen  (72).  Denn  nimmt 
man  aus  ihnen  /i  bestimmte  heraus  nach  der  obigen  Bezeichnonf : 

0=^p[x[       -ha[Ä    -hb[B    -+-c;C    +t*[M 

o^p;x[    ^a';Ä  +b';B  -hc;c  -i-f^:M 

o^p;\x[    -ha^'Ä  -hK'B  +c;"c +fi';'M 

lanltiplicirt  die  erste  mit «',  die  zweite  mit «",  die  dritte  mit «"'  etc. 
\cai  addirt  die  Producte,  so  wird: 

0  -       afpW,  +  af'p:  mi  +  a"'?'."«;". . .  +  «<^>  p'f^  Jt^ 

+  {a'a;  +  a"a;'  +  a"'a;" +tt^^  a^^)A 

+  {e^h\  +  cif'l"+a">K +a^H^^  )  B 

4-  {a>; + a*vr + «">;" +  «<^Vi^' }  Jtf- 

HierfOr  giebt  die  Substitution  der  Gleichungen  (69)  den  Wartk 


—  a'Ä  —  b'B  —  c'C —i*'M, 

oder  vennöge  der  ersten  der  obigen  Gleichungen: 

0  -pv + «'p>; + a"p:»: + «'"k«: a^>pi^'*i^. 
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welches  die  erste  der  Oleichnngen  (72)  ist.  Die  snccessive  An- 
wendung von  ß'  ß"... ßf^\  /  r"'"  r^^  etc.  wird  aUe  folgenden  des 
Systems  (72)  ergeben,  so  daJb  dieses  System  nichts  anderes  ist, 
als  eine  Folge  der  wirklichen  Elimination  von  den  /*  Factoren 
A  B  C,  M,  aas  den  m  obigen  Gleichungen,  in  welchen  sie  ent- 
halten sind. 

Allein  bei  der  einfachen  Form  dieser  letzteren,  nach  welcher 
in  jeder  Gleichung  nur  eine  unbekannte  GrOfse  vorkommt,  wird 
man  auch  einen  andern  Weg  einschlagen  können,  nämlich  nicht  die 
ABC  etc.  zu  eliminiren,  sondern  vielmehr  die  x'  x*'  bis  af^^  selbst 
wegzuschaffen,  und  wird  auf  diesem  Wege  ebenfalls  Gleichungen 
erhalten,  welche  dieselbe  symmetrische  Form  wie  die  Gleichungen 
des  Minimums  bei  den  Aufgaben  der  ersten  Klasse  haben,  so  dafs 
dasselbe  Verfahren  auf  sie  anwendbar  ist. 

Multiplicirt  man  die  erste  der  Gleichungen  unter  den  Glei- 
chungen (79),  in  welchen  die  Factoren  ABC...  3f  vorkommen, 

mit  — j-,  die  zweite  mit  — n"»  die  dritte  mit  —ttt  etc.  bis  zur  w**", 

welche  mit  — ^  multiplicirt  wird,  addirt  alle  Producte,  und  be- 

r&cksichtigt  die  erste  der  Bedingungsgleicbungen,  so  erhält  man, 
wenn: 


a'a'          a"  a"        a'*'  a"*  aim)a(m)       [  aa'\ 

p'      "^     p"     "^     p*'*     "^ "^     jp(»)     ~  L  l'  J 

gesetzt  wird,  und  analog  die  andern  Formen,  eine  Gleichung, 

in  welcher  blols  noch  die  Gröfsen  A  B  C ...  M  eis  zvl  bestim- 
mende  Gröfsen  vorkommen.    Eine  zweite  Multiplication  mit  —7-, 

—^ . . .  —55-5  eine  dritte  mit  — r,  —tt  • . .  -^^i^-  giebt  ähnliche  Glei- 
chungen an  der  Zahl  /*,  deren  vollständiges  System  folgendes  wird: 
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[-f]--[f 


1> 
ab 


A^ 


[f] 


P 
be 


n 


n* 


(80) 


aas  welchen  man  AB  C  ...M  findet.    Sobald  diese  gegeben  sind, 
80  erh&lt  man  die  wirklichen  Correctionen  «'  «" . . .  ;r<*^  ans  (79) 

vermöge 

aM  +VB    ^&C    +A*'Jf 


X         =«:  — 


x''    =- 


(81) 


äß 


t^t  — 


^(«)  = 


..+lt"M 

P" 
a"'Ä  +  b"'B  +c"'C  ... 

..+fi"'M 

p'" 
a(«>)  A  +  ¥"')  B  +  dM  C . . . 

...+/»(»>  3f 

i(m) 


Diese  Anflösung,  welche  von  Ganfs  in  dem  Suppl.  Theor, 
Comb,  obaervatiovmm ,  nnd  von  Bessel  (Bosenberger  über  Xan- 
pertnis'  Gradmessnng,  Astronom.  Nachr.  No.  121)  gegeben  ist,  be- 
darf folglich  keiner  Umwandlung  der  Bedingnngsgleichangen.  .Sie 
führt  auf  fjb  lineare  Gleichungen  (80)  von  einer  Form,  welche  die 
Anwendung  der  früher  bei  den  Aufgaben  der  ersten  Ellasse  aos- 
einandergesetzten  Eliminationsmethode  gestattet,  und  verlangt  nadt- 
her  m  Substitutionen  (so  viele  als  Correctionen  gesucht  werden) 
der  i»  Werthe  A  B  C . . .  Mj  welchen  Gaufs  den  Namen  der  Oorre- 
laten  der  Bedingungsgleichungen  gegeben  hat.  Die  firühere  Auf- 
lösung nach  Hansen  erfordert  eine  Umwandlung  der  BedingoBgs- 
gleichungen,  oder  eine  Ermittlung  von  fi  (m  — fi+l)  CoeffldeBteiT 
führt  dann  auf  m  —  [i  Gleichungen,  aus  denen  die  Werthe  von  eben 
so  vielen  Correctionen  gefunden  werden,  und  fordert  zuletzt  /»  Sab« 
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stitationen  der  m  —  fA  Werthe,  nm  die  noch  rfickständigen  f*  Cor- 
rectionen  za  finden.  Die  Sammencoefficienten,  welche  bei  beiden 
AnflOsnngen  gebildet  werden  müssen,  beziehen  sich  bei  der  ersten 
anf  fi^  bei  der  zweiten  auf  m  —  f*  Werthe.  Die  Umwandlung  der 
Bedingongsgleichungen  kann  den  Umständen  nach  sehr  leicht,  kann 
aber  auch  so  weitlänftig  werden,  dafs  eine  Methode,  die  sie  nicht 
erfordert,  einen  wesentlichen  Vorzug  hat;  anf  der  andern  Seite 
wird  sie  bei  dieser  zweiten  Ellasse  von  Aufgaben,  im  allgemeinsten 
Falle  nicht  umgangen  werden  können.  Sieht  man  davon  ab,  so  ist 
die  Bildung  der  Summencoefficienten  der  weitläuftigste  Theil,  und 
somit  wird  sich  der  Vorzug,  den  man  einer  oder  der  andern  Auf- 
lösung zu  geben  geneigt  sein  könnte,  wesentlich  darnach  richten, 
ob  f»  >  w  —  f*  oder  f*  <  w  —  f*,  d.  h.  ob  die  Anzahl  der  Bedingungs- 
gleichungen gröfser  oder  kleiner  ist,  als  die  Hfilfte  der  Anzahl  der 
zu  ermittelnden  Correctionen.  Ist  sie  kleiner,  so  wird  die  Auf- 
lösung von  Gaufs  jedenfalls  weit  kürzer  sein.  Ist  sie  gröfser,  so 
kann  die  Mühe  der  Umwandlung  der  Bedingungsgleichungen  viel- 
leicht aufgewogen  werden  durch  die  spätere  geringere  Anzahl  der 
übrigen  aufzulösenden  Gleichungen. 

Was  übrigens  bei  der  Gaufs 'sehen  Auflösung  die  unvollkom- 
mene Ausgleichung  betrifft,  so  wird  diese,  wie  der  ganze  Gang 
lehrt,  sich  eben  so  an  ein  gewähltes  System  von  Correlaten  knüpfen, 
wie  sie  bei  der  andern  an  ein  gewähltes  System  von  f*  Werthen 
unter  den  a  geknüpft  war.    Die  Gleichungen  von  der  Form: 

0  =|)'a?'  +  aM  +  ft'JB  4-  c'C 


geben  eben  so  wie  die  früheren,  wenn  man  vermittelst  ihrer  die 
Werthe  von  a*  a'\..  ^<"»)  als  Functionen  irgend  welches  Systems 
von  Oorrelaten  Ä*  B*  O...  bestimmt,  das  relative  Minimum  in  Bezug 
auf  dieses  System,  und  die  so  ermittelten  Werthe  erlauben  auf 
ganz  ähnliche  Weise  die  unmittelbare  Anknüpfung  der  weiteren 
Bechnungeh.    Man  kann  dieses  auf  dieselbe  Weise  ableiten. 

Es  mögen  t  S'^..  ^^^^  Verbesserungen  sein,  welche  man  an 
die  verschiedenen  Beobachtungen  angebracht  hat,  und  welche  für 
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irgend  welche  Werthe  von  Correlaten  A^  WO...  den  Qleichimgea 

genfigen: 

^'t     +a'il'   +6'B-    +(J'C' «0 

f't'   +  a''A'  +  V'B'  -^e'C' =0 

l)'"!'"  -♦-a"M',+  6'''B'  +c"C' «0 

Die  dadurch  unvollkommen  aasgeglichenen  Beobachtongswerthe 
werden  folglich  v'  +  %\  i?"  +  5",  v"'  +  J"'  etc.,  und  wenn  man  setzt: 

f   (v'  +  r.  v^'  +  Jf",  v'"  +  r^ )«^' 

r  (t;'  +  5',  v"  -h  r',  v'''  -*-  r ", ) «  ^" 

/•"  (v'  +  r,  v"  4-  g",  t?'"  4-  5'",  /.•..)==  TT'"  etc. 

so  wird  vermöge  der  früheren  Annahmen  sein: 

w'"+c'5'+c"r'4-c'"l"'rt- =7r'"etc- 

Nennt  man  jetzt  die  zu  ermittelnden  Oorrectionen,  welche  an 
die  zunächst  unvollkommen  ausgeglichenen  Beobachtungen  noch  an- 
gebracht werden  müssen,  um  die  wahrscheinlichsten  Correctionen  zu 
erhalten,  t{  47''  7''^..,  so  haben  die  Bedingungsgleichungen  die  Form: 

Vfi  +  V'fi'  +  ^"'9'" +  TT"  =0 

&i  4-  c"  V'  +  <?'"^"' +  ^'"  «  0  etc. 

Behandelt  man  die  unvollkommen  ausgeglichenen  Beobachtns- 
gen  genau  so  wie  die  ursprünglichen,  so  wird  man  mit  diesen  Gld- 
chungen  ein  neues  System  anderer  zu  verbinden  haben,  in  welchem 
neue  Correlaten  A^^  B"  C**  etis.  eingeführt  sind,  nftmlich: 

p'n*     -ha*A'*   +b'B''  ^eC'' =0 

p"iy"    +a"il"  +6''B"  +c"C" =0 

und  die  Oleichungen,  wodurch  diese  neuen  Oorrelaten  sich  be* 
stimmen,  werden  sein: 
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TT' 


=  7r" 


r^i  A-  +  M  S"  +  [f]  0" -  »"'  elc 

Auf  der  andern  Seite  geben  aber  auch  die  obigen  beiden  ähnlichen 
Systeme  für  5'  5"  t"  etc.,  für  diese  Gröfsen  die  Gleichungen: 


=  n'   —n' 


n"  —  n" 


-=  n'"  -  n'"  etc. 


imd  die  Summe  dieser  letzteren  mit  den  vorigen  giebt: 

[^]  (^'  +  ^")+[-^]  (B'  +  B")+  [-^j  (C'4-C'0...  =  «" 
r_El1  (^'  +  ^")  +  rill  (B'  +  B")  +  I  — 1  (C  +  C") . . .  =  n'"  etc. 

Da  nun  dieses  ganz  die  nämlichen  Gleichungen  in  Hinsicht 
aof  jeden  einzelnen  Ooefflcienten  und  Zahlenwerth  sind  wie  (80), 
so  mnis  nothwendig  werden: 

Ä'  +  Ä"  =  Ä 
B'+B"'=B 

C  +  C"  =  C  etc. 

oder  nnyollkomnien  ausgeglichene  Beobachtungen,  bei  denen  die  an- 
gebrachten Oorrectionen  den  obigen  Gleichungen  für  ein  System 
von  Correlaten  Genfige  leisten,  erfordern,  wenn  man  von  ihnen  als 
von  reinen  Beobachtungen  ausgeht,  ein  neues  System  von  Corre- 
laten,  welche  mit  dem  zum  Grunde  gelegten  Systeme  vereinigt. 
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genan  dieselben  Oorrelaten  geben,  als  wenn  man  von  den  orsprflng- 
liehen  Beobachtangswerthen  unmittelbar  aasgegangen  wäre.  Hier- 
mit steht  in  natOrlicher  Yerbindnng,  deSa  da: 

p'r-^a'Ä'  -hft'B'  -f-c'C'  ....=0 
1?'V  +  aM"  +  J'B"  +  er'C"  ....  =0, 

auch  wegen  Ä'-hÄ^'^Ä  etc. 

!>'(?' -*-V)  +  »'^  +  *'J5  +  c'C =0 

das  hei&t,  dafs 
und  eben  so 

5'''  +  ,"'«^"' etc., 

oder  dafs  die  Summe  der  bei  den  unvollkommen  ausgeglichene 
Beobachtungen  angebrachten  Correctionen,  und  der  wahrschein- 
lichsten Verbesserungen,  welche  ihnen  noch  hinzuzufügen  sind, 
genau  dieselben  wahrscheinlichsten  Correctionen  ergiebt,  welche 
unmittelbar  aus  den  reinen  Beobachtungen  hätten  abgeleitet  werden 
können.  Uebrigens  werden  die  unvollkommenen  Ausgleichungen 
bei  dieser  Auflösung  identisch  sein  mit  denen  der  vorigen,  wenn 
das  System  Ä^  B*  C  etc.  so  gewählt  ist,  dafs  f&r  die  (*  GröUsen 
unter  den  ^,  welche  man  bei  der  früheren  Auflösung  als  abhängig 
von  den  andern  betrachtet  hat,  dieselben  Werthe  sich  ergeben,  als 
man  dort  angenommen,  wie  die  frühere  Yergleichung  zwisdien 
beiden  Auflösungen  lehrt. 

Auch  für  die  Summe  der  letzten  Fehlerquadrate,  das  absoluta 
Minimum,  kann  man  auf  ähnliche  Weise  wie  oben  einen  eleganten 
Ausdruck  geben.  Multiplicirt  man  von  den  Gleichungen  0% 
welche  ^e  Correlaten  enthalten,  die  erste  mit  o;',  die  zweite  mit «". 
die  dritte  mit  a'"  etc.,  und  substituirt  die  Bedingungsgleichungea 
hinein,  so  erhält  man: 

Sind  also  die  Correlaten  aus  den  Gleichungen  (80)  bestimmt,  so 
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wird,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  (80)  mit  Ä,  die  zweite 
mit  B  etc.  mnltiplicirt  und  Alles  addirt,  wegen  der  Gleichheit  der 
rechten  Seite,  das  absolute  Minimum: 

+    bL\BB  +  2p^]BO...  +  2b^BM 


i^] 


MM 


In  den  Bedingungsgleichungen  des  Minimums  vertritt  aber  —  n' 
die  Stelle,  welche  bei  der  Behandlung  der  Gleichungen  der  ersten 
Klasse  durch  [an]  angedeutet  war^  n"  ist  an  die  Stelle  von  [bn] 

getreten,  «'"  an  die  von  [cw],  so  wie  j-3-  .    — L  I         '  ®*^' 

an  die  Stellen  von  [da],  [a&],  [ac];  führt  man  folglich  in  Bezug 
auf  diese  GrOfsen  dieselben  Hülfsgröfsen  ein  wie  bei  jenen,  so 
dafs  z.  B. 

\1L  il  =  fül  _  _L^J_ 

etc.,  so  wird  man  das  absolute  Minimum,  auf  dieselbe  Art  wie 
froher  ähnliche  Functionen  ausgedrückt  wurden,  so  bezeichnen 
können: 

[f]     [^••]     [f -^     [f-^] 

wodurch  sich  nach  der  Elimination  und  Substituirung  der  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  a'  a*^  etc.,  dieselbe  Oontrolle  wie  früher 
ergiebt.    Die  Verschiedenheit ,  welche  sich  bei  diesem  Ausdrucke 
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des  MiniinniDS  gegen  den  der  ersten  Klasse  ergiebt,  bei  iBrelclier 
letzteren  von  der  Summe  der  Quadrate  der  ursprflnglichen  Fehkr 
ein  Ausdruck  von  der  hier  stattfindenden  Form  abgezogen  wird, 
um  das  Minimum  zu  erhalten,  liegt  in  der  ganz  verschiedenen  Natur 
der  Aufgaben  beider  Klassen.  Bei  der  ersten  bleiben  die  Fehler 
mit  den  Gröfsen  verbunden,  bei  welchen  sie  im  Anfange  als  statt- 
findend angenommen  wurden,  und  durch  Bestimmung  der  Elemente 
wird  nur  bewirkt,  dafs  die  Summe  ihrer  Quadrate  ein  Minimom 
werde;  bei  der  zweiten  Klasse  werden  die  Fehler,  oder  die  n, 
welche  aus  den  nicht  erfüllten  Bedingungsgleichungen  entsprisgen, 
völlig  vernichtet,  in  so  fern  sie  bei  diesen  Bedingungsgleichimgen 
stattfinden,  und  dagegen  auf  die^Gröfsen  «'  af*  aif"  etc.,  durch  deren 
Verbesserung  man  diese  Vernichtung  bewirkt,  übertragen.  Wenn 
also  in  den  Aufgaben  der  ersten  Klasse  und  in  den  dort  gewählte 
Zeichen  aus  der  Gleichung 

[ad\        [66-1]        [cc-2]  "•       ^^ 

bei  gegebenem  i3  das  absolute  Minimum  [nn-ju]  gesucht  wird,  so 
findet  bei  den  Aufgaben  der  zweiten  Klasse,  den  Beobachtungen 
zufolge,  schon  der  kleinstmöglichste  Werth  von  [nn*/»],  nSmlichin 
Bezug  auf  x*  x**  a?'"  etc. 

[nn  •  /i*] «  0 

statt,  wenn  die  Bedingungsgleichungen  nicht  forderten,  zu  ihrer 
strengen  Erfüllung  gewisse  Verbesserungen  dabei  anzunehmen,  und 
man  sucht  demzufolge  das  iS,  was  am  kleinsten  ausf&llt,  wenn 
\nn  •  jii]  gleich  Null  war,  wodurch  die  obige  Form  erhalten  wird. 

Alles  Bisherige  hat  Gauls  in  dem  Supplementum  Theoriaecmr 
binationis  errorum  auf  einem  ganz  verschiedenen  Wege  abgeleitet, 
ein  Weg,  der  zugleich  eine  sehr  klare  Einsicht  in  die  eigentliche 
Bedeutung  und  den  Werth  der  gefundenen  Resultate  gewährt,  und 
deshalb  hier  nicht  fibergangen  werden  darf. 

Wenn,  um  das  geodätisehe  Beispiel  beizubehalten,  in  eines 
Dreiecksnetze  gewisse  Bedingungsgleichungen: 
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x=o   r=o  z^o 

stattfinden;  so  wird  man  zn  allen  QrOfsen,  anf  welche  diese  Be- 
diDgnngsgleichangen  Einflofs  haben,  auf  mehrfachem  Wege  kommen 
können,  je  nachdem  man  die  eine  oder  die  andere  Verbindung  vor- 
zieht Möge  eine  solche  von  v'  v"  v'"  etc.  abhängige  Gröfse  u  sein, 
mid  die  verschiedenen  Wege  dorch  die  Fnnctionenzeichen  9  und  ^ 
onterschieden  werden.  Wären  die  wahren  Werthe  von  v'  t?"  &". . . 
d.  h.  die  Werthe  w'  w*'  tv'"  etc.  bekannt,  und  damit  das  wahre 
System,  in  welchem  allen  Bedingnngsgleichnngen  genfigt  wird,  so 
wfirde  auch  der  wahre  Werth  von  u  anf  allen  Wegen  gleich  ge- 
fanden werden,  oder  es  wird  sein  müssen: 

u  =  9  (t(/,  w", m;'".  ..)  =  tff  (w*j w"^  w"'. . . ). 

Nimmt  man  aber  statt  w  w*  w". . .  die  unmittelbar  beobachteten 
1;,  1?',  t;".. .,  so  wird  der  Werth  von  u  dnrch  9  erhalten,  verschieden 
von  dem  durch  x})  erhaltenen  ausfallen,  und  eine  Wahl  uns  frei 
stehen,  f&r  welchen  dieser  Werthe  wir  uns  entscheiden  wollen. 
Hierbei  muijs  uns  der  allgemeine  Satz  (20)  leiten,  nach  welchem 
der  wahrscheinliche  Fehler  von  9  (v',  v",  v'". . . )  gefunden  wird, 
durch  Berficksichtigung  des  Differentialquotienten  dieser  Function 
in  Bezug  auf  jede  Variable.    Sei  nämlich: 


dv' 


^V 


d  > » {v\  t)^  v''\ . . )    ,,, 

d  > » (t>^  V",  v^". . . )  _ ,,,, 
d^'  ^  • 

Sei   femer  r  die  Einheit  des  wahrscheinlichen  Fehlers,  auf 
welchen  sich  die  Gewichte  p'  1?"  p'"  etc.  beziehen,  so  dafs  der 

r 


wahrscheinliche  Fehler  von  v'  ist 


t?" 


r 


VP'' 


»  »  35    ^    »      t/p***    ®*^" 

j£Bcke*a  AbfaandL  IL  18 
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80  wird  der  wahrscheinliche  Fehler  von  9  (t;',  t;"  v*". . .) 


und  eben  so  grofs  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Werthes  von  u, 
den  wir  darch  f  gefanden  haben.    Wftre  eben  so: 

d^ ^ 

d .  tp  jv',  V",  v"'. . . ) 

w °=-^ 

d .  tp  (v\  v",  v"'. . . )  _     „ 
dv"'  ~      ' 

so  würde  auf  dieselbe  Weise  der  wahrscheinliche  Fehler  tob  ^ 
{&,  V",  v"'. . .) 


V\  P'    "^   1>"    "*"  P'"   '") 


nnd  eben  so  grob  der  wahrscheinliche  Fehler  des  Werthes  von  «. 
den  wir  durch  ip{v',v",v"'...)  gefanden  haben.  Es  wird  folgM 
tinter  allen  möglichen  Fanctionen  9p,  tp,  and  Berechnangsuiien  von  «• 
diejenige  die  vortheilhafteste  sein,  f&r  welche  die  ihr  zagehörige 

GrOfse: 

1»%        yii       lim  jj%        j^iia        jjnt 

+  -rn-+-inr  + oder:  — -j-  +  — jr-  + 


p'    '    p"    '  p'"  p'         p"         p'" 

die  kleinstmöglichste  ist.   Angenommen  nun  die  Functionen  tp  oder 

der  Werth  — -, — i jr-  -\ ttt  + . .  • .  entspreche  diesem  Mmimnot 

p  p  p  '^ 

so  wird  die  Aufgabe  sein  müssen,  in  jedem  Falle  diesen  Tortheii- 
haftesten  Werth  f&r  jede  Function  u  zu  ermitteln. 

Aus  der  Betrachtung,  dafs  f&r  die  wahren  Werthe  w*  u/*  uf"  ete. 
alle  Functionen  g>  mit  der  Function  des  Minimums  fp  gleiche  Werthe 
geben  müssen,  während  die  mit  den  Fehlem  der  Beobachtung  ^' 
hafteten,  und  deshalb  den  Bedingungsgleichungen  nicht  genügenden 
Werthe  v'  v"  v'''  etc.  verschiedene  Resultate  geben,  ergiebt  sich  voi 
selbst,  dafs  der  Unterschied  dieser  s&mmtlichen  Functionen,  so  weit 
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er  hier  in  Betracht  kommt,  nur  auf  die  ErfftUnng  oder  Nicht- 
erftllmig  der  Bedingnngsgleichongen  Bezug  haben  kann,  oder  dab 
man  als  allgemeine  Form  annehmen  darf: 

wo  U  eine  solche  Function  ist,  welche  Null  wird,  sobald  alle  Be- 
dingongsgleichnngen  X=0,  T^O,  Z»0  erfüllt  sind.  Man  kann 
sie  sich  etwa  als  eine  von  den  ganzen  Potenzen  von  X,  F,  Z,  ge- 
bildete Function  denken.  In  Bezug  auf  die  Differentialquotienten 
aber,  die  allein  uns  hier  interessiren,  wird  es  selbst  gestattet  sein, 
eine  blofse  lineare  Form  gelten  zu  lassen,  oder  in  den  obigen 
Zeichen  allgemein  anzunehmen: 

wenn,  was  hier  immer  vorausgesetzt  wird,  die  Fehler  von  v*  v**  v**'  etc. 
so  gering  sind,  dafs  ihre  hohem  Potenzen  vernachlässigt  werden 
können.  Diese  lineare  Form  f&r  die  Differentialquotienten  erfüllt 
alle  Forderungen,  und  die  Factoren  ofi^  ^,  2^,  müssen  frei  sein  von 
jedem  Einflüsse  der  nicht  erfüllten  Bedingungsgleichungen,  oder 
als  unabhängig  von  den  etwaigen  Fehlem  der  Beobachtungen  an- 
genommen werden  können,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  der 
unterschied  der  berechneten  Werthe  vermittelst  zweier  verschie- 
dener Wege,  nicht  mehr  allein  von  den  ersten  Potenzen  der  Beob- 
achtnngsfehler  abhängig  sein  würde. 

Wenn  nun  in  den  früheren  Zeichen  gesetzt  wird: 
dX         .  dX         ..  dX         ,,. 


m 


dv'  dv"  dv 

dY       ,.  dY       ..  dY       rui 


=  c'        -^;^  =  c"        -;4-  =  c'"  etc. 


dv'  dv"  dv 

dZ        ,  dZ        ,,  dZ 


dv'   """  dv"  dv"' 

13 
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80  werden  die  Gleiclmngen  zwischen  den  Differentialqnotienten  der 
Function  des  Minimams,  nnd  jeder  beliebigen  andern  die  allgemeiDe 
Form  haben: 

JJ  ^V  +a'ÄO  +iV  +c'^  

(82)  i"  «  V  +  a'^Tfi  +  ft' V  4-  c''«o 

V  =  P"  +  a'^'ofi  +  i"  V  +  c'"^o etc. 

nnd  wenn  man  zur  Ermittelung  von  u  irgend  welchen  Weg  Te^ 
mittelst  irgend  welcher  Function  (jp  eingeschlagen  hat,  wodarcli 
denn  auch  die  zu  9  gehörigen  Oröfsen  l  gegeben  sind,  so  wird  man 
die  Ly  welche  zu  der  vortheilhaftesten  Bestimmung  von  u  gehören, 
zuerst  dadurch  bestimmen,  dafs  man  vermittelst  der  m  Gleichungen 
(82)  (deren  Anzahl  so  grols  als  die  Anzahl  der  t;,  oder  der  Beob- 
achtungen ist)  ein  System  von  ^  Factoren  ofi^  2^^  £^,  etc.  (deren 
Zahl  gleich  der  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  ist)  sucht,  welcbes 
die  Gröfse: 

(P"  +  a''*cifi  +  ft" V  +  c'"z^  +  ...)*  ^  ^. 

4-..^ ^ '- — hetc 

pttt 

zu  einem  Minimum  machen.    Damit  wird  aber  zugleich  auch  dff 
Yortheilhafteste  Werth  von  u  selbst  bekannt  werden.    Denn  da: 

u = V  (M^'^  ^'\  w?'"-  •  • )  =»  y  («'•'i  «'"i  ^'"-  -Ol 

so  würde  auch,  wenn  man  das  wahre  System  von  Correctionen  an 
die  t;',  t?",  v"'  etc.  anbrächte,  etwa  fllr  w'^v'-he'  etc.: 

u^tp  «  v",  v'". . , )  +  L'6'  +  L"e"  +  L'"e'" 

=  y  (v',  v",  v'". . . )  +  Z V  -hZ"e"  -*-Z'V" 

oder 

tp  (t?',  v",  t?'". . . )  =  y  (vS !?",  f?'". ..)  +  (?'   -  i'  )  e' 

+  (Z"  ^  L" )  e" 

+  (r-L"')e'"» 
oder  nach  der  Substitution  aus  (82): 
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V « »". V". . . )  =  9» («S v", v"'. . . ) - (aV  +  a"e"  +  a"'e"'. ..)afi 

-(6V+Ä'V'4-6"'e"'...)y* 

- (c'c' +  c"e"  4- C'V". . .  )■«* 
—    etc. 

Zwar  kennt  man  nicht  die  wahren  Oorrectionen,  aber  welcher 
Art  sie  auch  sein  mögen,  so  werden  immer  doch  bei  ihnen  die 
Bedingnngsgleichnngen : 

X=Q      r=0     Z-0 

oder  nach  (65)  die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

a'e'  +  a"e"-ha"'e"' +w'   =-0 

j'e'  +  6"c"  +  b"'e"' +  n"  =  0 

e'e'  +  &'e"  +  c"'e"' +  n'"  =  0  etc. 

Hierdorch  wird  aber  der  obige  Werth: 

tft  (i/,  v",  v"'. . . )  -  9  (»',  v",  v'".  ..)+«'«•  +  n'V  +  n"'eo  + 

folglich  ganz  bekannt,  sobald  afi,  y*>,  tfi  etc.  gefanden  sind. 

Diese  Grö&en  afi,  %f>,  ifi  etc.  werden  durch  Gleichungen  bestimmt, 
welche  ganz  die  Form  der  Bedingongsgleichongen  bei  den  Auf- 
gaben der  ersten  Klasse  haben.    Man  kann  sie  so  schreiben: 


y/jt'  yp'  \/p>    "         yp'       yp' 

l"  a"       .         b"       .         c"     ^  L" 


yp"  yp"  yp"    "         yp"  yp" 

V"  a"'      ,         V"      ,         c"'     ^    '  L"' 

^-^   ..^u.  y°+    .,„,„  ^ "^   ..>.,//  etc. 


xiH         '  I  y^i/i 


i/p         yp  VP  i/p  VP 

woraus   sich   die  Bedingangsgleicbnngen  fUr  das  Minimiun   der 
Summe  der  Quadrate  — 7—  H jt—  H — 777-  + ....  ergeben. 


etc.  etc. 


1 
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und  dann  nach  der  früheren  Herleitang  die  Endgleichnngen  folgen: 

[-^.21^0 4- [—.21  =  0  etc. 

Hat  man  hieraus  cxfi  tf^  sfi...  erhalten,  so  ist  der  genaueste  Weitii, 
oder  der  Werth,  dessen  wahrscheinlicher  Fehler  der  kleinstmSg* 
lichste  ist: 

M  =  y  (©',  t?",  t^"^ . . )  +  w'äO  +  n' V  H-  nf*'2/* 

und  der  wahrscheinliche  Fehler  dieses  Werthes  selbst  ist 

wodurch  alles  vollkommen  bestimmt  gegeben  ist 

Man  kann  jetzt  untersuchen,  in  wie  fern  dieser  Werih  tod  n 
fibereinstimmt  oder  abweicht  von  dem  Werthe,  den  wir  fBr  u  e^ 
halten  haben  wfirden,  falls  wir  statt  der  eigentlichen  Beobaehtanga 
i;'  r"  f?^'^ . .  die  nach  den  obigen  Vorschriften  corrigirten  Wertke 
V*  +  X*,  v"  +  x*\  v'"  -*-  X*'*  angewandt  hätten.  In  diesem  Patte 
wfirden  wir  bei  gleicher  Rechnung  erhalten  haben: 

9  (v',  f '',  v'". . . )  -h  Vx'  4-  V'a^'  +  V'Tf'' 

weil  V  V*  V"  die  Differentialquotienten  von  9  in  Bezug  auf  t?'  p"  tf**  ete- 

sind.    Multiplicirt  man  aber  die  letzten  m  Gleichungen  von  (79) 

V        V*       V" 
respective  mit  — r»  — ttj  "tttt  etc.  und  addirt  alle  Producte,  so 

erh&lt  man: 

l'x^  +  Z"a:"  4-  Z'^x'"  =  -  [—1  Ä  -  T— 1  B  ~  M  (7. . .  etc. 
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und  wenn  man  aus  (83)  die  Werthe  von  j  —  j,  — i,  —  •••• 
substitnirt,  so  wird: 

l'x'  +  l"x"  +  V"x"'...^    |M^  +  r^jß+Mc...}a:0 

HierfBr  aber  geben  die  Gleichnngen  (80),  yermöge  des  ans  ihnen 
herzuleitenden  Werthes  der  hier  vorkommenden  Coefficienten  von 
ufi  yö  sfi  etc.  die  Gleichung: 

Vx*  4-  V'x"  -h  V'x*'* ^n'afi  +  n"y^  +  n'^'zfi 

Da  nun  der  Werth  von  u,  wie  er  am  vortheilhaftesten  aus  den  un- 
mittelbaren Datis  der  Beobachtungen  bestimmt  werden  kann 

w  =  y  (p\  v",  v'*\  . . )  +  n'cxfi  +  n'Y  +  w'"^^ 

■w 

und  der  Werth,  wie  er  aus  den  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  verbesserten  einzelnen  Werthen  von  v'  v'*  t?'"  etc.  mit  Be- 
rftcksichtigung  der  Bedingungsgleichungen,  folglich  auch  so«  dafs 
er  auf  aUen  möglichen  Wegen  identisch  herauskommen  muTs,  be- 
stimmt werden  kann 

w  =  y  (t;',  v'\  t;'". . . )  +  l'x'  +  V'x*'  +  i'"a:'"  + 

so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichheit  der  beiden  Incremente,  dafs 
die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  Bück- 
sicht auf  die  Erffillung  der  Bedingungsgleichungen  corri- 
girten  Beobachtungen  für  jede  Gröfse  des  Systems,  auf 
welches  diese  Bedingungsgleichungen  sich  erstrecken, 
welchen  Weg  man  bei  der  Berechnung  des  numerischen 
Werthes  auch  einschlagen  mag,  stets  genau  denselben 
Werth  finden  lassen,  den  man  aus  den  uncorrigirten 
Beobachtungen  erhalten  haben  würde,  wenn  man  die  mög- 
lichst  vortheilhafteste   Combination   angewandt   hätte. 
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Zugleich  mit  diesem  eleganten  Resultate  hat  man  auch  noch  dnrch 
die  letzte  Ableitung  das  Mittel,  den  wahrscheinlichen  Fehler  oder 
das  Gewicht  eines  solchen  Werthes,  der  zu  dem  System  gehört, 

zu  finden.    Das  Gewicht  ist  nämlich  gleich   ^  _  _  .. ,  wo: 


m-m 


HI  IM  IM 


—  etc. 


und  dieser  Werth  wird  gefunden,  wenn  man  fUr  irgend  welche 
Function  9»,  vermittelst  welcher  man  ans  den  verbesserten  Weitiien 
V*  4-  aj',  v"  +  rc^',  v'"  +  x"*  etc.  die  Gröfse  u  gefunden  hat,  die  ni- 
gehörigen  V  V  l'"  etc.  numerisch  berechnet  und  die  Gleichungen  (83) 
dann  auflöst,  oder  was  hier  allein  nöthig  ist,  das  Minimum  so  be- 

VP*  '    I/p"  '  KP' 
Beobachtungen  wären,  bei  welchen  oifiy^  sf^  etc.  die  Stelle  der  Ele- 
mente verträten. 


stimmt,  als  ob    ,,  ,  ,  - — ^7-,  - — jtt  etc.  Fehler  von  wirklichen 


Ueber 


die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits- 
Eechnung  auf  Beobachtungen. 


Die  AbbandluDgen  über  die  Anwendang  der  Wahrscheinlich- 
keits-Rechnnng  auf  Beobachtungen,  welche  in  den  Jahrg&ngen 
1836-- 1838  des  Berliner  Jahrbuchs*)  enthalten  sind,  schliefsen  sich 
bei  Begründung  derselben  keineswegs  der  Art  an,  wie  man  bei  an- 
dern Aufgaben  die  Wahrscheinlichkeits-Rechnung  erl&utert  Bei  allen 
andern  Aufgaben  bringt  man  gewöhnlich  sie  zurück  auf  ein  Spiel 
mit  Würfeln  (den  Begriff  der  Würfel  im  weitesten  Sinne  genommen, 
wonach  sie  nicht  als  gewöhnliche  Würfel  zu  betrachten  sind,  son- 
dern als  Prismen  von  beliebig  vielen  Seitenflächen,  bei  denen  auf 
irgend  eine  Weise  vermieden  ist,  dafs  sie  auf  die  beiden  Endflächen 
fallen  können;  man  kann  in  diesem  Sinne  auch  von  zweiseitigen 
Würfeln  sprechen,  wie  etwa  gewöhnliche  Münzen  sein  würden), 
oder  auf  die  Ziehung  verschiedenfarbiger  Kugeln  aus  verschiedenen 
GefUsen.  Bei  der  Anwendung  auf  Beobachtungen  ist  der  a.  a.  O. 
befolgte  Oang  ein  hievon  ganz  verschiedener  und  besonderer,  so 
dals  eben  dadurch  auch  die  Betrachtung  einigen  Mifsverständnissen 
ausgesetzt  gewesen  ist  Gegründet  ward  sie  dort,  nach  Gauls' 
Methode  in  der  Theoria  motus,  auf  den  Erfahrungssatz  des  Princips 
des  arithmetischen  Mittels,  als  des  wahrscheinlichsten,  und  wenn 
auch  versucht  ward,  die  Gründe,  auf  welche  dieses  Princip,  wenn 
man  weiter  zurückgeht,  sich  stützt,  näher  anzudeuten,  so  blieb  doch 

*)  Diese  Aasgabe,  vorliegender  Band  II  pag.  1—200. 
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immer  eine  willkürliclie  Annahme  übrig,  yon  der  man  als  einem 
Axiom  ausgehen  mofstet  wenn  man  den  Beweis  der  Nothwendigkeit 
dieses  Princips  fähren  wollte. 

Es  giebt  indessen  eine  schon  seit  langer  Zeit  pablidrte  Ab- 
handlung des  grofsen  Lagrange  (M61anges  de  Philosophie  et  de 
Math6matiqne  de  la  Soci6t6  Boy  sie  de  Tnrin,  pour  les  Annies 
1770—1773;  Miscellanea  Taurinensia  Tomus  V.  pag.  167),  welche 
den  Titel  f&hrt:   Mimoire  mr  VutüiU  de  la  miihode,  de  prendre  le 
mäieu   entre  les   ristdtats   de  plusieurs  observatums,  dans  lequd  on 
examine  les  avantages  de  cette  mähode  par  le  ccdctd  des  probabiUih; 
et  oü  Von  risovd  diffhens  probUmes  rdatifs  ä  cette  maUhre;  und  in 
welcher  sowohl  die  Anwendung  auf  Beobachtungen,  ganz  nach  der 
Art  wie  sonst  verfahren  wird,  gemacht  ist,  als  auch  ein  Beweis 
fOr  das  arithmetische  Mittel  geführt  wird,  der  zwar  nur  auf  Li- 
duction  beruht,  aber  sonst  aUem  entspricht,  was  man  in  dieser  Be- 
ziehung wünschen  kann.    Die  Abhandlung  muTs,  als  sie  erschien, 
als  eine  sehr  wichtige  und  einen  Gegenstand,  der  etwas  Neues  und 
daher  Fremdartiges  an  sich  trSgt,  behandelnde  erschienen  sein,  da 
der  grofse  Euler  (Nova  Acta  Academiae  Petropolitanae  T.  HX 
pag.  289)  für  nöthig  befanden  hat,  Eclaircissements  dazu  zu  geben, 
welche  indessen  nur  die  Berechnung  der  Wahrscheinlichkeit  in  dem 
einfachsten  Falle  erläutern.    Sie  scheint  auch  sp&ter  wenig  bekannt 
geworden  zu  sein,  da  ich  sie  nur  einmal  von  Lacroix  citirt  gefim- 
den  habe.    Ich  werde  mir  deshalb  erlauben,  völlig  dem  Oange, 
den  Lagrange  genommen  hat,  folgend,  —  wie  könnte  man  sich  er^ 
dreisten,  bei  der  ungemeinen  Klarheit,  Einfachheit  und  Tiefe  des 
groHsen  Meisters  eine  irgend  bedeutende  Aenderung  vorzunehmen  — 
den  Theil  der  Abhandlung  hier  wiederzugeben,  welcher  den  Beweis 
für  das  arithmetische  Mittel  enthält,  und  selbst  Sätze,  die  im 
Grunde  schon  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  sich  begreifen. 
Den  letzten  Theil  der  Abhandlung,  der  davon  entferntere  Betrach- 
tungen enthält,  werde  ich  nur  dem  Inhalte  nach  andeuten.    Endlich 
werden  sich  an  die  Sätze  von  Lagrange  verwandte  üntersnchnngen 
anknüpfen,  welche  vielleicht  die  Art,  wie  man  die  Anwendung  der 
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Wahrscheinlichkeits-Beclmang  auf  Beobachtimgen  anzusehen  hat, 
einigermafsen  erläutern  können. 

Der  Theil  des  Inhaltes  der  Abhandlung  von  Lagrange,  der 
hier  ausfflhrlich  mitgetheilt  werden  soll,  ist  von  ihm  in  sechs  Pro- 
bleme, mit  beigef&gten  Bemerkungen  (Remarques),  Schollen  und 
Oorollarien  abgetheilt. 

Problem  I. 

§  1.  Vorausgesetzt,  man  könne  sich  bei  jeder  Beobachtung 
um  eine  Einheit  sowohl  in  plus  als  in  minus  irren,  es  sei  aber  das 
YerhUtniTs  der  Anzahl  der  Fälle,  in  denen  man  ein  genaues  Be* 
snltat  erhält,  zur  Anzahl  derer,  welche  einen  Fehler  von  einer  Ein- 
heit geben,  wie  a:26,  so  verlangt  man  die  Wahrscheinlichkeit  zu 
wissen,  dafis  das  arithmetische  Mittel  aus  n  Beobachtungen  ein  ge- 
naues Besultat  geben  soll. 

Da  es  a  Fälle  giebt,  wo  der  Fehler  Null,  6,  wo  er  + 1,  und 
i,  wo  er  —  1  ist,  so  wird,  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Wahr- 
scheinlichkeit, die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  eine  Beobachtung  ein 

genaues  Resultat  giebt  gleich,        g, .   Die  vorgelegte  Frage  wegen 

des  Mittels  aus  n  Beobachtungen  läist  sich  so  fassen:  Es  seien  n 
Würfel  (das  Wort  Wfirfel  in  dem  oben  angedeuteten  Sinne  genoiA- 
men),  von  denen  jeder  a  Seiten  hat,  die  mit  Null  bezeichnet  sind, 
h  die  mit  + 1  und  b  die  mit  —  1,  so  dafs  die  Anzahl  der  Seiten- 
flächen a  +  2b  ist;  man  suche  die  Wahrscheinlichkeit  mit  n  solchen 
Wftrfeln  Null  (als  das  Resultat  aller  oben  stehenden  Zahlen)  zu 
werfen.  Man  weifs  aber  nach  der  Lehre  der  Combinationen,  dafs 
wenn  man  a  +  i(a;  +  a;~~^)  auf  die  Potenz  n  erhebt,  der  Coefflcient 
des  von  x  freien  Gliedes  die  Anzahl  der  Fälle  bezeichnen  wird, 
in  welchen  die  Summe  aller  geworfenen  Augen  Null  ist  Nennt 
man  ihn  ^,  so  wird,  da  die  Anzahl  aller  Fälle  (a  +  26)«  ist,  die 

gesuchte  Wahrscheinlichkeit  =-7 — r-öi^- 
**  (a  +  26)» 

Man  kann  A  auf  einem  doppelten  Wege  finden.  Zuerst  ent- 
wickele man 
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(a  +  ft  («  4-  a?-  ^))"  =  o»  -h  no*  -^  6  (a?  -*-  a?-  ^) 

Die  ungeraden  Potenzen  von  {x  +  x'  i)  werden  kein  von  x 
freies  Olied  enthalten.  Für  die  geraden  wird  das  von  x  frde 
Glied  sein  bei: 


12 


123 


Hieraus  folgt 

-a     »  -r«     12  1-2     12  3  4      *^   ' 

,  6-5.4    w(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5)  .^„.,. 
■*'1.2.3'  12  3  4  5         6»"«'eK. 


oder 


(1) 


j       -  .     /       <s  -   or«      n(n  — l)(n  — 2)(n— 3)  __   .,. 

X  A  1  £t 

n(n~l)(n-2)(n-^3)(n-4)(n^5)^,,,. 
Man  kann  auch  zweitens  setzen: 

a  4-  ft  (a:  4-  a;-i)  =  (a  +  ßx)  (a  4-  ßx^^), 


woraus 


^_V(a-h2ft)4-y(a-2i) 

V(a4-2ft)-V(a-26) 
'^  2 

und  dann  wegen 

(a  4-  6  (a?  +  x-i))«  =  (a  4-  /Ja?)"  (a  4-  ßx"^)^ 

=  («»  4- nÄ»-i/Ja:  +  j^^^-^^ 

X  (et«  4- «a»-i /Jx-i  4- 4^^-^s^  a""'*/»*a;-«4-.A) 

12  ' 

woraus  fast  unmittelbar  hervorgeht,  dafs 

(2)         ^  -  «2»  +  (na»-i/J)2  ^.  (y^^?-^  ct«-2/pV  H- . . , 

Hieraus  folgen  mehrere  CoroUarien  und  Bemerkungen. 
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§  2.    Wenn  a  » 2»,  so  ist  f&r  eine  einzelne  Beobachtung  die 
Wahrscheinlichkeit  i  und  nach  (1)  fUr 

n  » 1    die  Wahrscheinlichkeit  i 
-2  „  i 

=  4  .  if 

oder  die  Wahrscheinlichkeit  nimmt  ab,  je  gröfser  n  wird. 

§  3.    Sei  a  =  26,  so  wird  das  obige  a^yb  und  ß^l/hy  so- 
wie a  +  26»4&,  und  man  hat  nach  (2): 

A  1   (i  .  ,.  ,  /n(n-l\«     /n(n-^l)(n~2)y  | 

oder  für  n » 1    die  Wahrscheinlichkeit  i 

-2  „  i 

=  3  ,  A 

Die  Wahrscheinlichkeit  nimmt  auch  hier  ab,  je  gröfser  n  wird. 

§  4.  Ebendasselbe  findet  statt,  wenn  6  =  2a,  nur  dafs  hier  im 
Anfang  die  Reihenfolge  der  Zahlen  f&r  n  «=  1,  2,  3,  wird  i,  i/V»  it 
also  f3r  n »  2  die  Wahrscheinlichkeit  am  gröfsten  wird.  Nachher 
nimmt  sie  immer  ab. 

§  5.  Es  wird  gut  sein,  um  die  Auflösung  des  gegebenen  Pro* 
blems  zu  erleichtem,  das  Gesetz  zu  suchen,  welches  die  Glieder 
der  Reihe  befolgen,  f&r  die  Wahrscheinlichkeit  bei  1,  2,  3  etc.  Beob- 
achtungen.   Wenn  man  den  Bruch 

1 

1  —  f  (a  -h  6  (x  +  x-^)) 

nach  Potenzen  yon  ^  entwickelt;  so  wird  man  erhalten 

80  dais  in  dieser  Reihe  der  Coefficient  von  s^  die  nte  Potenz  von 


^ 
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a  +  6  (o?  4-  a?-  *)  ist.  Nennt  man  also  -4'  A*  Ä"'  die  Werthe  von  i, 
welche  den  Werthen  n  =  l,  2,  3  entsprechen,  nftmlich  die  Glieder 
ohne  X  in  den  Potenzen  von  a-*-6(a?4-a;-*),  so  wird  offenbar  die 
Reihe  l-^A'^-hÄ^'e^-h Ä'"g^  +...  der  Snmme  der  Glieder  ohne x, 
in  der  Entwickelang  des  obigen  Braches  nach  Potenzen  von  x  und 
x-^  gleich  sein.    Bezeichnet  man  diese  Entwickelang  darch 

•  

da  sie  nothwendig  diese  Form  haben  mnfs,  so  wird  folglich 

Man  braacht  also  nar  den  Werth  von  Z  in  eine  Reihe  nach  Fö- 
ten von  z  za  entwickeln,  am  die  sftmmtlichen  Werthe  Ä*  Ä"  i'"  ete. 
za  erhalten. 

Za  dem  Ende  setze  man 

1  —  a«  —  6^  (a;  -H  a?-  ^)  =  (jp  —  qx)  (p  —  qx-^) 
worans  p^-hq^^l  —  az,    pq  —  bz.    Ferner  setze  man 

1  ^  .        ß       .         ß 


zrn-  =  «  + 


(j>^qx){p  —  qx-^)  p  —  qx       p  —  qx 

^d  da  nan       -^ ^i.  +  ^a:4.4x»4.... 

p  —  qx        p       p*  p* 

1  1      g    _,     a*    _8 

p  — gx-*       p        p*  p* 

so  wird         ^=«  +  ^.     ^'  =  -41-.    ^"■=''«' 


—  l 


■  •  • 


Oder  es  ist     Z^-^—^  +  -^^-^^^^-^^  {p  +  q){p^ 
Nan  aber  folgt  aas 

jp  +g  ^y{l  —  az'h2bz),    p--q  =  y(l'-az-2bz) 

1 


and  daher  Z= 


V(l-2a^  +  (a«-46«)«r«) 
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Wenn  also  Z^l  +  Ä'z  +  Ä**z^  +  ^"';r* +..•  sein  soll,  so  erhUt  man 
zur  Bestumnnng  von  Ä*^  Ä*\  Ä**'  etc.^) 


A*' 


A"'^ 


2 

5a^''  +  2(46a-a«)il' 


-4'^  = ^ —  etc. 

4 

Bezeichnet  man  mit  P,  P*\  P"...  die  Wahrscheinlichkeiten, 
dalSs  bei  1,  2,  3  Beobachtungen  der  Fehler  des  Mittels  Null  sein 
wird,  oder  nimmt  man 

"pt  _        •**  pti -^ pm  •** 

•*      >-     .     OL    »         -^^       /-     .     OL\9      t        -*^ 


und  setzt  zur  Abkürzung  —  =  r,  so  wird 


P"  = 


1  +  r 

3P'  +  r-l 

2(l  +  r) 


5P^  +  2(r-l)P' 
3(1 +r) 

!„       7P"'  +  3(r-l)P'      ^ 

4  (1  +  r) 

§  6.    W&re  r  » 1  oder  a  »  25,  der  Fall  von  §  3,  so  wfirde 

^-T«    -^"  =  4^'    ^"  =  ^^  und  sonach 

~,^    l-3>5-7...(2n-l) 
2"4*6*8......  2fi 


*)  Man  differentiire  beide  Formen  von  Z  logarithmisch,  miiltiplicire  mit 
den  Nennern  der  erhaltenen  Brüche  über  Ejreuz,  und  setze  die  Coef&cienten 
derselben  Potenzen  von  e  auf  beiden  Seiten  einander  gleich,  so  erh&lt  man 
diese  Belationen. 
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Mit  wachsendem  n  nimmt  folglich  die  Wahrscheinlichkeit  immer 
ab,  wie  oben  bemerkt  ward,  nnd  da  nach  dem  Ausdrucke  Ar  die 
Qaadratur  des  Kreises  von  Wallis: 


oder  für  Hm  n  = 

TT 


n 
2 

^  - 

2 

•2 

■4< 

-4 

•6- 

6 . . . 

1 

.3. 

3. 

ö 

•  5. 

7... 

oo 

2 

.2 

■  4 

■  4. 

6. 

6. 

•  • 

2n 

•  2n 

1  •  3  •  3 . 5  •  5 .  7  . . .  (2n  - 1)  (2n  + 1) 


2-4.6 2n  l//2n+l     \ 

««  ^^'•^  1.3.5...(2«-1)   °  K    (— 2— "j 

für  lim  n  =  oo,  oder        P<")  =  , =  0 

y  nn 

§  7.    Nach  den  Formeln  in  §  5  bat  man 

p(,.     _    (2n - 1)  Pt«-«  +  (n  - 1)  (r - 1) P»-«) 
~  n(r  +  l) 

p(«+i)„  _(2tt+_l)  PW  +  n(r  - 1)  P(--  «^ 


(«  +  l)(rH-l) 
(2n  +  3)  P("+«  +  (n  + 1)  (r  - 1)  P<«) 


•^  (n  +  2)(r  +  l) 

Wenn  n  hinlänglich  grofs  ist,  so  werden  diese  Werthe  nahe*) 

*)  Lagrange  hat  durch  einen  kleinen  Irrthnm 

j(„^       P(>»-D  +  (r-l)P(«"a) 

r-hl 
und  eben  ßo  bei  P(«+l).    Auch  wird  der  Ausspruch,  dafs  die  P  eine  recnr* 
rirende  Reihe  von  der  im  Texte  angegebenen  Form  bilden,  mit  Vorsicht  an- 
zuwenden sein.    Es  ist  nämlich 

p.  .        2P(»-l)4-(r— l)P(»-2)         P(n--l)4-(r  — 1)PC»"» 

wo  das  erste  Glied  die  angegebene  Form  hat,  das  letzte  aber  immer  den 
Werth  von  P(«)  verringert,  wie  es  auch  die  Natur  der  Sache  mitbringt.  N«r 
für  lim  n  =  00  wird  es  ganz  unmerklich  sein,  weil  dann  PC»)  =  0.  Bei  jedem  hiii- 
länglich  grofsen  n  wird  man  es  nicht  vernachlässigen  können,  weil  sonst  vor 
dem  Werthe  0  eine  Grenze  erreicht  werden  würde,  ja  selbst  für  r  >  1  die  P 
wieder  wachsen  könnten,  da  hiemach 


P(») 


r-1 


=:Pin-D^I—±  /P(fi-2)  — P(«-l)} 
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P(»)      »  2P(— «  +  (r-l)P(— 2) 

r  +  1 

p..^,^_   2P(")  +  (r-lP(-t) 

r-f-1 

Es  bilden  folglich  die  P  eine  recorrirende  Reihe,  deren  Beziehnngs- 

2  r 1 

Scale  — -Tj-,  H —r-  ist,  oder  welche  ans  dem  Brache 


1 =-0? ^-iC^ 

r  +  1  r  +  1 


entsteht,  wenn  man  ihn  nach  Potenzen  Ton  x  entwickelt,  wobei 
P<»)  der  Coefßcient  von  a?»  ist. 

§8.  Scholinm.  Wenn  q  das  Besoltat  ist,  welches  jede 
Beobachtung  geben  sollte,  wenn  sie  genau  wäre,  so  wird  nach  der 
Hypothese,  dafs  man  sich  nm  —1  oder  +1  irren  kann,  für  jede 
Beobachtung  eines  der  drei  Resultate  stattfinden  können,  9,  ^  -- 1, 
^  + 1 ;  nimmt  man  also  bei  zwei  Beobachtungen  das  Mittel,  so  wird 

man  eines  der  fünf  Resultate  erhalten,  q,  — ^ — ,  —^ — ,  — ^ — , 

— ^ — ,  oder  ^;  ?  — i,  ?  +  i»  Q—h  e  +  1-    Der  Fehler  kann  also 

in  diesem  Falle  entweder  db  i ,  oder  ±  1  sein.  Bei  dreien  wird  er 
auf  dieselbe  Weise  zfc  i ,  ifc  § ,  ±1  sein  können  u.  s.  w.  Obgleich 
deshalb  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler  Null  ist,  bei  dem 
Mittel  aus  mehreren  Beobachtungen  kleiner  sein  kann,  als  bei  einer 
einzelnen,  so  wird  doch,  wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit  sucht, 
dafs  der  Fehler  nicht  l  oder  ^  fiberschreiten  wird,  diese  in  dem 
ersten  Falle  gröfser  sein  als  in  dem  zweiten.  Bei  dem  zweiten 
Fall  einer  einzelnen  Beobachtung  hat  man  keine  andern  gfinstigen 
Fälle,  als  wo  der  Fehler  absolut  Null  ist;  bei  mehreren  Beobach- 
tungen, und  dem  Mittel  daraus,  aber  auch  solche,  bei  welchen  der 
Fehler  i  oder  ^  etc.  ist  Aus  dieser  Rucksicht  ist  es  immer  vor- 
theilhafter,  das  Mittel  aus  mehreren  Beobachtungen  zu  nehmen, 
als  bei  einer  einzelnen  Beobachtung  stehen  zu  bleiben. 

Eneke's  AbhancU.  IL  14 


210  Ueber  die  Anweadang 

Problem  n. 
§  9.    Man  soll  unter  denselben  Voraussetzungen,  wie  bei  dem 
ersten  Problem,  die  Wahrscheinlichkeit  finden,  dafs  bei  dem  Mittel 

aus  n  Beobachtungen  der  Fehler  nicht  —  überschreite,  wo  tn  <  n  ist 

Bei  dem  Mittel  aus  n  Beobachtungen  kann  offenbar  der  Fehler 

12  n 

entweder  Null,  oder  it — ,  ± —  bis  zu  ±  —  =  ±1   sein-     Die 

n         n  n 

Wahrscheinlichkeit,   dafs  der  Fehler  nicht  gröüser  als  db —  sei, 

ti 

wird  also  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  von  Null,  d=— , 

n 

2  m 

±  — ...  bis  db —  sein.    Zuerst  suche  man  die  Wahrscheinlichkeit 
n  fi 

des  Fehlers  db— . 

n 

Fahrt  man  diese  Frage  auf  die  Würfel  zurück,  wie  im  Pro- 
blem I.,  so  sieht  man,  dafs  es  darauf  ankommt,  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  finden,  mit  n  Würfeln  +  /i*  oder  —  f*  Augen  zu  werfai, 
wenn  jeder  Würfel  a  Seiten  hat,  die  mit  Null,  b  Seiten,  die  mit 
+ 1,  und  b  Seiten,  die  mit  ~  1  bezeichnet  sind.  Man  hat  dazu  nur 
nöthig,  das  Trinomium  a-hb(x-{-x-^)  zur  nten  Potenz  zu  erheben. 
Per  Ooefficient  von  xf^  wird  dann  die  Anzahl  der  F&Ue  andeateUt 
wo  die  Summe  aller  Augen  fA  ist,  so  wie  der  yon  o;"^  die  AnzsU 
der  Fälle,  wo  die  Summe  aller  Augen  —  fA  ist.  Die  Summe  beider 
Coefflcienten,  dividirt  durch  (a-i-6)»,  wird  die  verlangte  Wahr- 
scheinlichkeit geben. 

Nun  ist 
{a  +  b(x  +  or-i))»  =  o«  4-  na^"  ^bix-^-x-^) 

und  dabei  ^      ^ 

(x  H-  a:- 1)2  =  a;2  4-  a;-  a  -h  2 

(cc  +  ar- 1)8  =  x»  +  ic-  *  +  3  (x  +  X- 1) 

(ic  -h  ar-i)*  =  a:*  -f-  a;-*  -h  4  {x^  +■  x-^  +  ^ '  ^ 


12 

5  •  4 

{x •{- x-^)^  ==  ofi -h x"^ -hb (x^ -h x-^) 4-  ^    o  {x 4- x- 1) 

1  ■  J 
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ond  ähnlich  für  die  andern  Potenzen.    Wenn  man  also  annimmt 

fio  hat  man 

Ä  =  a.-^2  f"-^^  a"-'ft'-^4^-  n(n-l)(n-2)(n-3)  ^„^ 

,   6-5-4     «(n-l)(H-2)(n-3)(n-4)(n-5)  , 

■^  1.2. 3      12  3.4  5  6  ■*■•' 

T.  11  O        »  («  —   1)  (»  —  2)  _         ,   1, 

5  =  na»-i6  +  3-Y^— H— ^^ — 5-^^a"-'6» 

5-4     n(n-l)(*»-2)(n-3)(n-4)        ,., 
12*12  3  4  5      "^     " 

7.6-5    n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(«-5)(n-6)  ., 

"*"t:2^'t~2      3      4      5      6      r~**    "  '^•"• 

C=^(!Lzl)^-,6»  +  4  «(n-l)(n-2)(n-3)  ^_,^, 

6^  «  (n-1)  (n-2)  (n-3)  (n-4)  (n-5) 
"^12*1      2         3         4         5         6 

8.7-6    n(n-l)(n-2) (n-7)  , 

123    1     2  3 8  o  +... 

and  ähnlich  fOr  die  folgenden  OoeMcienten.  Bezeichnet  man  mit  M 
den  CoeMcienten  yon  xf*,  so  wird  M  der  Oi»  +  l)te  Coefficient  in 
der  hier  angefangenen  Reihe  der  Coefficienten  sein,  nnd  sein  Werth 
wird  erhalten  dnrch 

^^   n(n-l)(«-2)...(n-ft+l)^_^  JA« 
12  3  fii 

^+2    n(«-l)(n-2)...(n-ft-l)  g.      , 

^112  3  0»  +  2)     »     '^     «^ 

(ft+4)(ft+3)    w  (n-1)  (n-2)... (n-ft-3) 
"^1         2      'l      2         3  Oi*  +  4)    *  '^     "• 

Dieser  Ooefficient  wird  auch  txl  xri*  gehören,  so  daCs  die  Wahr« 

scheinlichkeit,  dafs  der  Fehler  ±—  sei,  gleich  sein  wird 

23f 

(a  +  26)» 

14* 


212  Ueber  die  Anwendung 

Folglicli  wird  die  Wahrscheinlicbkeit,  dafs  der  FeUer  ±  —  niekt 
fiberBChreite,  aasgedrückt  werden  durch  die  Beihe 

^  +  2BH-2(7+2J...,-4-23f 

(a-+-26)« 

um  die  Ermittelung  der  Werthe  von  Ä^  £,  C,  etc.  zn  erleichterot 
wird  es  gat  sein,  zu  untersuchen,  wie  sie  einer  von  dem  anders 
abhftngen;  hiezu  nehme  man  die  Gleichung  wieder  vor 

Durch  logarithmische  Differentiation  der  beiden  Seiten  dieser  61d- 
chung  wird  erhalten: 

Hultiplicirt  man  über  das  Kreuz,  so  kommt  heraus 

4- nhD  {a^  —  ar^  —  ^^  ^  <p-2)  + ...  == 

4- 36  D  (o?*  —  o;-*  +  Ä?«  —  ar-2)  + ... 

80  dafs,  wenn  man  die  Ooef&cienten  der  gleichen  Potenzen  aif 
beiden  Seiten  zusammenstellt,  man  erhält: 

nh{A-C)^    aB  +  2bC 
nb{B-'D)^2aC  -hbiß-^-iD) 
n6(0-J5?)-3aZ>  +  6(2C-H4J&)... 

u.  s.  w.    Setzt  man  also  der  Einfachheit  wegen  -jr^^^  so  wird 

nA  —  kB 


C- 


»4-2 


j       (n-~l)J3->2ifcC 
W4-3 

„      (n-2)C~3Ä:i) 
n4-4 
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n.  8.  w.t  so  dafs,  wenn  man  Ä  und  B  kennt,  man  alle  andern  Werthe 
berechnen  kann. 

§  10.  Man  nehme  wie  in  §  2  a » &,  so  dafs  h^l  wird,  nnd 
mache  nach  einander  n  » 1,  2,  3,  so  wie  a  »  1 ,  was  erlaubt  ist 
Man  wird  dann  folgende  Werthe  erhalten: 


n 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

3 

2 

1 

0 

0 

0 

0 

3 

7 

6 

3 

1 

0 

0 

0 

4 

19 

16 

10 

4 

1 

0 

0 

5 

51 

45 

30 

15 

5 

1 

0 

6 

141 

126 

90 

50 

21 

6 

1 

woraus  sich  folgende  Tabelle  für  die  Wahrscheinlichkeiten  ergiebt : 
Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler  nicht  fiberschreitet 


n 

n 

1 

±  — 
n 

2 

3 

< 

< 

1 
2 

3 
4 
5 
6 

1 
3 

3 

9 

7 
27 

19 

81 

51 
243 

141 
729 

7 
9 

19 
27 

51 

81 

141 
243 

393 
729 

25 
27 

71 

81 

201 
243 

573 

729 

79 

81 

231 
243 

673 

729 

241 
243 

715 
729 

727 
729 

Man  sieht  aus  dieser  Tabelle^  dafs,  wenn  man  das  Mittel  aus 
zwei  Beobachtungen  nimmt,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler 
Kuli  sei,  i»^  ist,  und  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler 
nicht  grö&er  sei  als  dbi,  gleich  \  ist;  nun  ist  in  jeder  einzelnen 
Beobachtung  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  Null  gleich  \, 
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und  da  nach  der  Hypothese  der  Fehler  nur  Null  oder  ±:  1  sein 
kann,  so  ist  es  offenbar,  dafs  die  Wahrscheinlichkeit,  dais  der  Fdüer 
nicht  gröüser  als  ^  sei,  auch  |  sein  wird;  obgleich  deshalb  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  Nnll  dieselbe  ist,  man  mag  nun 
das  Mittel  aas  zwei  Beobachtungen  nehmen,  oder  nur  das  Besoltal 
einer  einzelnen  gelten  lassen,  so  ist  doch  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  der  Fehler  nicht  gröDser  sei  als  i,  in  dem  ersten  Falle  grötser 
wie  in  dem  zweiten,  und  zwar  im  Verhältnisse  yon  i :  ^  oder  von  7:3. 

Bei  dem  Mittel  ans  drei  Beobachtungen  hat  man  anf  gleiche 
Weise  die  Wahrscheinlichkeit  ^  fBr  den  Fehler  Null,  und  l\  far 
einen  Fehler,  der  nicht  gröfser  als  it  i  ist,  so  wie  i^  dafor,  dab 
der  Fehler  nicht  gröfser  als  ±  ^  sei.  In  einer  einzelnen  Beob- 
achtung ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  Null  gleich  i ,  xaA 
nach  der  Hypothese,  dafs  die  Fehler  nur  Null  und  db  1  sein  köDuen, 
die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler  nicht  d=  i  oder  d=  f  ube^ 
schreite,  ebenfalls  i.  Es  wird  deshalb  allerdings  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Fehlers  Null  in  dem  Falle  einer  einzelnen  Beob- 
achtung gröfser  als  bei  dem  Mittel  aus  dreien,  und  zwar  in  dem 
Verhältnis  yon  9 : 7,  aber  dagegen  diejenige,  daiä  der  Fehler  nicht 
±  i  fiberschreite,  in  dem  zweiten  FaUe  gröfser  als  in  dem  ersten, 
und  zwar  in  dem  Verhältnisse  von  19 : 9,  sowie  dieses  VerhÜtnils 
bei  der  Grenze  =b  f  ffir  die  Gröfse  des  Fehlers  noch  stärker  wird, 
nämlich  wie  25 : 9. 

Hierin  besteht  der  Hauptvortheil,  den  man  bei  dem  Mittel  ans 
mehreren  Beobachtungen  erreicht  Um  diesen  Vortheil  noch  sieht* 
barer  zu  machen,  wollen  wir  die  Wahrscheinlichkeit  aofsnchen, 
dafs  der  Fehler  nicht  =b  i  überschreite,  indem  wir  nach  und  nach 
n  =»  1,  2,  3  etc.  setzen,  oder  für  eine,  zwei,  drei  Beobachtnngen. 
Wir  erhalten: 


n=    1         2          3        4  5  6.. 

Whh-^         7        19       71  201  673 

wanrscn.--3-      g        g^       gj  243  729* 

oder  wenn  man  einerlei  Nenner  einfährt: 


j 
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243     567     513     639     603     673 


Wahrsch.  = 


729     729     729      729      729     729 


Man  sieht  hieraas,  dafs  die  Wahrscheinlichkeit  fEbr  einen  Fehler, 
der  nicht  d=  i  überschreitet,  immer  gröfser  wird,  je  gröfser  die  An- 
zahl der  Beobachtungen  ist,  deren  Mittel  man  nimmt,  doch  mit  dem 
unterschiede,  dafs  die  Wahrscheinlichkeit  fOr  zwei  Beobachtungen 
gröfser  ist  wie  fOr  drei,  für  4  gröfser  wie  fBr  5,  und  überhaupt  für 
jede  gerade  Zahl  gröfser  wie  für  die  folgende  ungerade.  In  der  hier 
angenommenen  Hypothese  wird  es  deshalb  vortheilhafter  sein,  das 
Mittel  nur  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Beobachtungen  zu  nehmen. 

§  11.    In  §  5  ist  gezeigt;  dafs,  wenn  man  den  Bruch 

1 

1  — 0(a  4-6(0; -har-i)) 

in  eine  Reihe  Z-hZ'  {x-h  ar^)  ■+■  Z"  {a^  +  a-^  4- entwickelt, 

wo  Zj  Z\  Z'^  Functionen  yon  z  sind,  man  haben  wird 

WO  p^  4-  3^  =  1  —  a^  und  pq^hz^*  woraus  folgt 

pa_j2«y  (l__2a£'4-(a2-4&2)^r«) 

und  

g        l-o^-V(l_2a^  +  (aa-462)2;2) 


p  2bz 

Setzt  man  also  der  Kürze  halber 

t  =  V  (1  -  2a0  4-  (a»  -  4&2)  z^)^ 


so  hat  man 


z  -1 

z   — ^ 


2hz  l 
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Entwickelt  man  diese  GrSfse  in  eine  Reibe  nach  ganzen  posi- 
tiyen  Potenzen  yon  z^  so  sieht  man  nach  dem,  was  oben  aiudii- 
andergesetzt  ist,  leicht,  dab  der  Goefficient  irgend  einer  Potenz 
wie  s^  die  Anzahl  der  FUle  ansdrAcken  wird,  in  welchen  die  Srnnme 
der  Fehler  von  n  Beobachtongen  entweder  —  /t*  oder  +  f*  sein  wiri 
80  dafis  das  zweifache  dieses  Coefficienten  die  Anzahl  aller  FSIle 

bezeichnen  wird,  in  welchen  der  Fehler  des  Mittels  d:  —  ist  Hieraus 
schlielirt  man  sogleich,  daTs  die  GrOfse 

wenn  man  sie  als  eine  Function  von  z  betrachtet  nnd  nach 
Potenzen  dieser  Yariabeln  entwickelt,  eine  Reihe  geben  wiii 
in  welcher  der  Coefficient  irgend  einer  Potenz  von  ^ . . .  ^*  genaa 
die  Anzahl  der  FUle  ausdrücken  wird,  in  welchen  der  Fehler 

zwischen  den  Grenzen  — ^  nnd  +  —  eingeschlossen  ist    Nu 

aber  ist  diese  Orölse  nichts  anderes  als  eine  geometrische  Beihe, 
nnd  kann  deshalb  einfacher  ausgedrückt  werden  durch 


^     \       2bz       ) 


1^ 


Die  ganze  Schwierigkeit  wird  deshalb  darin  bestehen,  diesen  Alp- 
druck in  eine  unendliche  Reihe  nach  Potenzen  von  z  zu  entwickebi. 
Um  dieses  leichter  ausführen  zu  können,  setze  man  ihn  gleich  einer 
unbestimmten  Gröfse  y;  man  wird  dann  eine  Gleichung  zwischen 
y  und  z  haben,  welche  sich  durch  Differentiationen  sowohl  von  der 
Potenz  f*  + 1,  als  von  der  Irrationalit&t  von  z  befreien  l&lst  Anf 
diese  Weise  wird  man  eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades 
zwischen  y  und  z  erhalten,  und  braucht  dann  nur  anzunehmen 

y  « 1 4-  ^«  +  Bz^  -f- . . . .  etc., 

um  die  Coefficienten  A^  B  etc.  durch  Yergleichung  der  Coefiftcienten 
der  Glieder  yon  derselben  Ordnung  zu  bestimmen. 
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Die  hier  angezeigte  Bechnang  ist  etwas  lang,  weshalb  sie 
Dem  fiberlassen  bleiben  möget  der  diesen  Weg  weiter  verfolgen  will. 

§  12.  Scholinm.  In  den  beiden  vorhergehenden  Problemen 
haben  wir  angenommen,  die  Anzahl  der  Fälle  sei  fttr  positive  und 
negative  Fehler  dieselbe.  WSre  das  nicht  der  Fall  nnd  wäre  die 
Anzahl  der  Fälle,  welche  einen  Fehler  Null,  + 1  und  —  1  geben, 
resp.  gleich  a,  i,  c,  so  könnte  man  das  Problem  mit  derselben  Leichtig- 
keit lösen,  wenn  man  statt  des  Trinoms  a-^-ba-h  ba-^  das  Trinom 
a  +  i^  +  o^'i  betrachtete,  um  die  Anzahl  der  Fälle  zu  erhalten, 
in  welchen  man  einen  gegebenen  Fehler  des  Mittels  erhielte,  wobei 
man  dann  (a  +  6  +  c)»  statt  (a  +  2i)»  als  die  Anzahl  aller  Fälle 
zu  setzen  hätte.  Man  könnte  selbst  die  frfihem  Formeln  ganz 
•auf   diesen    neuen  FaU    anwenden.     Denn   wenn   man   in   das 

Trinom  a  +  ba-h  car^  ffir  x  die  Grölse  « l/_  setzt,  so  wird  es 

a  +  Ybc  •  {x  -H  Ä"^).    Man  hätte  also  nur  in  dem  Trinom  a  +  b 

(ä +  «-*),  }fbc  zu  setzen  statt  i,  und  4?l/_  statt  a.   Allgemeiner 

wird  aber  die  Aufgabe  in  dem  folgenden  Probleme  behandelt  werden. 

Problem  m. 

§  13.  Angenommen,  es  sei  jede  Beobachtung  einem  negativen 
Fehler  —  1,  und  einem  positiven  Fehler  +r  unterworfen,  und  es 
sei  die  Anzahl  der  Fälle,  welche  die  Fehler  Null,  —  1 ,  und  +  r 
geben,  respective  a,  &,  c,  so  verlangt  man  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  der  Fehler  des  Mittels  bei  mehreren  Beobachtungen  in  be- 
stimmte Grenzen  eingeschlossen  ist. 

Es  sei  n  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  aus  denen  man  das 
Mittel  nehmen  will,  man  bilde  die  nte  Potenz  des  Trinomiums 
(a-hbar^  +  car);  es  wird  dann  der  Coefficient  irgend  einer  Potenz 
oM-  die  Anzahl  der  Fälle  ausdrücken,  in  welchen  die  Summe  der 

Fehler  f*  ist,  und  folglich  der  Fehler  des  Mittels  — .    Man  be- 
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trachte  demzufolge  die  Oröfise  (a  +  har^  +  cjf)%  welche  sich  redo- 

cirt  anf  -^^ \- -^—.    Da  nim 

(6  -+-  X  (a  +  cjif)Y  =  b^  4-  nl^-^x{a  4-  cor) 

so  ist  es  leicht  zu  übersehen,  dafs  der  Coefficient  irgend  dner 
Potenz  X*  sein  wird: 

n(n-l)(n-2)...(n-j>-M)      ^^ 
1      2  3 s 

n(n-l)(n-2)..,.(n~s  +  r  +  l)     ^-r  ,  _^^^ 
^1       2  3 (s-r)  1 

n(ti-l)(n~2)...(n-j>+2r+l)    (^-2r)(jr--2r~l)  ^^^     3,, 
"^  1      2         3 («~2r)  12 

welche  Reihe  so  weit  fortgesetzt  wird,  bis  man  auf  negative  Glieder 
kommt  Es  wird  deshalb  dieser  Coefficient  zu  ^~~ "  gehören  in  den 
Ausdrucke  {a-hhx-^-h  car)\  Bezeichnet  man  also  allgemein  dnrck 
(ji)  den  Coefiftcienten  von  j^  in  dieser  letzten  Gröise,  so  hat  mu 

^^^      1      2 0*  +  »») 

^  1.2...(/*-f-n-2r-2).1.2 

wo  alle  Glieder  wegbleiben  mfissen,  die  negative  Potenzen  von « 
oder  h  enthalten. 

Weil  nun  bei  n  Beobachtungen  die  Anzahl  aller  F&lle  (a+i+c)" 
ist,  so  wird  man  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler  des  Mittels 

-^  ist,  den  Werth  ,    .y.    ,,  erhalten,  und  daraus  folgt,  daft  die 

Wahrscheinlichkeit,  der  Fehler  des  Mittels  sei  in  den  Greozei 

—  —  und  H-  —  eingeschlossen,  ausgedrückt  wird  durch  die  Be&e- 

(-f?-f-l)  +  ...  +  (-l)4-(0)4-(+l)...  +  (g-l) 

{a  +  b-h  c)* 
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Problem  IV, 

§  14.  Alles  wie  im  vorigen  Problem  vorausgesetzt,  verlangt 
man,  den  Fehler  des  Mittels  zu  wissen,  für  welchen  die  Wahr- 
scheinlichkeit am  gröfsten  ist 

Wir  haben  gesehen,  dafs  die  Wahrscheinlichkeit,  der  Fehler 

des  Mittels  sei  — ,  gleich  ist  -. — —^^ — rr-,  wo  {p>)  der  Coefficient 

von  a^  in  dem  Trinomiam  {a  +  hx-^  +  carY  ist  Es  kommt  also 
nur  daranf  an,  zu  wissen,  welches  das  Glied  der  nten  Potenz  von 
a  +  har^  +  coT  ist,  dessen  Coefficient  der  gröfste  ist.  Hierzu  hat 
man  offenbar  nur  zu  untersuchen,  welches  das  gröfste  Glied  in  dem 
Trinomium  a  +  h  +  c^  zur  nten  Potenz  erhoben,  ist  Denn  sei  die- 
ses Glied  no^h^ c^  wo  a ß  y  die  Exponenten  von  ab  c  sind,  deren 
Summe  =  n  sein  mufs,  und  n  der  Coefficient  dieses  Gliedes,  so 
braucht  man  nur  har^  an  die  Stelle  von  b,  und  cor  an  die  Stelle 
von  c  zu  setzen,  und  man  wird  ffir  das  gesuchte  Glied  der  nten 
Potenz  (von  a-h  Jar-^  +  c«**)  den  Ausdruck  haben: 

ry  —  ß 
Macht  man  also  —ß-^ry^f*^  so  hat  man  — - — ^  für  den  Fehler 

des  Mittels,  dessen  Wahrscheinlichkeit  am  gröfsten  ist. 

Man  weüjs  nun  aber  aus  den  Begeln  der  Combinationen,  dafs 
der  Coefficient  n  des  Gliedes  no^l^ct  sein  mufs: 

1     2    3 n 


1.2.3...a-1.2.3.../?.1.2.3...y  * 
Nennt  man  also  dieses  Glied  Jf,  so  wird 

,^  1     2      3 n 

1.2.3...a.l-2.3.../?.1.2.3....y  ^  ^  ^ 

und  dieser  Werth  von  M  mufs  nach  dem  Verlangten  immer  ab- 
nehmen, wenn  man  die  Exponenten  a  ß  y  Mm  eine  Einheit  ändert 
Aendem  wir  also  «  um  eine  Einheit,  so  dafs  es  «  + 1  wird,  so 
muft,  da  a4-/J4-y  — n,  entweder  ß  oder  y  zu  gleicher  Zeit  um 
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eine  Einheit  abnehmen.    Man  sieht  nun  leicht,  daCs  wenn  man  in 
dem  Werthe  von  JfaT,  a  + 1  statt  a  und  ß  —  l  statt  ß  setzt, 
Werth  verwandelt  wird  in 

ß  aM 


«4-1 

folglich  mnlis  dieser  Ansdmck  kleiner  sein  als  3f,  und  daher 

ß        a 


a  +  l      6 


<1. 


y ergrö&ert  man  dagegen  ß  am  eine  Einheit,  nnd  vermindert « m 
eine  Einheit,  so  wird  man  die  Bedingung  erhalten 

Es  muls  deshalb  zu  gleicher  Zeit  sein 

a  a  ^    a+ 1        a 

__<_     nnd— ^>-^ 

Dieses  findet  aber  statt,  wenn  -^ = -r-.    Auf  dieselbe  Weise  findri 

man  —  ^  — ,  so  dafs,  wenn  man  einen  unbestimmten  Coefficientea 
y       c 

p  nimmt,  man  in  dem  Falle  des  Maximums  hat:  a^^pa,  ß-f^^ 

/«üc,  und  weil  a4-/»  +  r  =  n,  alsop» — — r-; — ,  soerhUtiMi: 
•"^  ^       a4-64-c 

na  ^  nb  nc 


«=  ^  .  I.  .  ^  »    ^  = 


a-f-6  +  c  '    '^       a-f-6-f-c*     '       a-t-J-f-c  * 

Sind  diese  OrSüsen  ganze  Zahlen,  so  hat  man  aß  jr  genau  gieick 
ihren  Werthen  zu  nehmen,  wie  wir  eben  gesehen  haben.  Sind  sie 
aber  Brüche,  so  muls  man  für  aß r  die  nSchsten  ganzen  ZaUa 
nehmen.  Man  kann  indessen  auch  einfach  die  Werthe  beibehalteBt 
weil  der  Fehler,  wenn  einer  stattfindet,  immer  nur  klein  sein  kais» 
Auf  diese  Weise  haben  wir  f&r  den  Fehler  des  Mittels,  der  die 

rr  —  ß  rc—i 

gröfete  Wahrscheinlichkeit  hat,  den  Werth  — iT^'^'o+TH ' 
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§  15.    Es  folgt  daraus,  dafs  man  immer  die  Gröfse  — -7—; — 

als  den  Fehler  des  Mittels  ansehen  kann,  und  folglich  diese  Gröfse 

als  Correction  des  Mittels  annehmen. 

« 

Wenn  r « 1  nnd  c «  6,  wie  in  der  Hypothese  des  Problem  I., 
80  wird  die  Correction  des  Mittels  Null.  Sie  wird  es  auch,  wenn 
r^*=&,  in  allen  andern  Fällen  wird  sie  um  so  gröfser,  je  mehr  rc 
von  b  differirt. 

Problem  V. 

§  16.  Angenommen,  jede  Beobachtung  sei  irgend  welchen  ge- 
gebenen Fehlem  unterworfen,  nnd  man  kenne  zugleich  die  Anzahl 
der  Fälle,  in  welchen  jeder  Fehler  eintreten  wird,  so  verlangt  man 
die  Correction,  die  man  an  das  liQttel  mehrerer  Beobachtungen  an- 
bringen mufs,  zu  bestimmen. 

Es  seien  pqr  etc.  die  Fehler,  welchen  jede  Beobachtung  un- 
terworfen ist,  und  a  b  c  etc.  die  Zahl  der  Fälle,  welche  diese 
Fehler  eintreten  lassen,  so  dafs  azujp,  dzug,  czur  gehört  und 
so  femer,  so  ist  es  klar,  dafs  nach  den  Beweisen  der  früheren 
Probleme  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Fehler  des  Mittels 

von  n  Beobachtungen  -^  sei,  erhalten  wird,  wenn  man  das  Poly- 
nom aoP-hba^-^-cx^...  zur  nten  Potenz  erhebt,  und  wenn  M  der 

CoeMcient  von  a^  genannt  wird,  den  Ausdruck  -7 — -v-- — —5 — rr- 

bildet    Aus  der  Theorie  der  Combinationen  weifs  man  aber,  dafs 
der  Coefftcient  M  von  der  Form  ist 

1«2«3 wa*  W  cT  , . . , 


l'2...a>l'2...ß'l'2....r 


wo  die  Exponenten  aßyso  bestimmt  werden  mfissen,  dafs  a+ß+y-hS.,. 
~»,  und  ap-^ßq-k-yr...^^.  Aufserdem  kann  man  auf  ähnliche 
Weise,  vne  im  vorigen  Probleme  leicht  beweisen,  dafs  der  Coeffl- 
cient  M  am  gröfsten  sein  wird,  wenn 
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na 

a-t-64-c-hd 

nb 


ass 


ß 


a-f-6  +  c-f  d 


nc 

Es  folgt  hieraas,  dafs  der  Fehler  des  Mittels,  für  welchen  die 
Wahrscheinlichkeit  am  gröfsten  ist,  ausgedruckt  sein  wird  durch 

/[*  _  a2)-*-ftg-h(;r  +  . . . 
n""    aH-6-Hc+... 

Dieser  Werth  wird  also  die  Correction  sein,  die  man  an  das  Mittel 
aus  mehreren  Beobachtungen  anzubringen  hat. 

§  17.  Betrachtet  man  die  Grofsen  a,  6,  c,  etc.  als  Gewichte, 
angebracht  an  einer  Geraden  von  unbestimmter  Länge,  in  Entfer- 
nungen "=  p,  9,  r  etc.,  diese  genommen  von  einem  festen  Punkte  in 
der  Geraden,  und  sucht  man  den  Schwerpunkt  dieser  Gewichte, 
so  wird  die  Entfernung  dieses  Schwerpunktes  von  dem  festen 
Punkte  die  Correction  sein,  die  man  an  das  Mittel  mehrerer  Beob- 
achtungen anzubringen  hat,  wie  es  aus  dem  eben  gefundenen  Wertfae 
dieser  Correction  unmittelbar  hervorgeht. 

§  18.  Nimmt  man  also  an,  dafs  jede  Beobachtung  allen  m9g- 
liehen  Fehlem  unterworfen  sei,  welche  innerhalb  bestimmter  Gren- 
zen stattfinden  können,  und  kennt  man  die  Curve  der  Hftufi^eit, 
(faciliU)  dieser  Fehler,  bei  welcher  die  Abscissen  als  die  Fehler, 
die  Ordinaten  die  Häufigkeiten  darstellen,  so  braucht  man  nur  den 
Schwerpunkt  der  ganzen  Fläche  dieser  Curve  zu  bestimmen,  und 
die  Abscisse  desselben  wird  die  Correction  des  Mittels  ausdrficken. 
Man  sieht  daraus,  dafs,  wenn  die  Curve  symmetrisch  ist  in  Bezog 
auf  die  Ordinate  des  Anfangspunktes  der  Abscissen,  so  daCs  diese 
Ordinate  ein  Durchmesser  der  Curve  ist,  die  Correction  Null  sein 
wird,  weil  der  Schwerpunkt  nothwendig  in  diesen  Durchmesser 
fällt.  Dieses  findet  jedesmal  statt,  wenn  positive  und  negati?6 
Fehler  gleich  möglich  sind. 


j 
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Problem  VI. 

§  19.  Ich  nehme  an,  ein  Instrument  sei  mehreremal  in  Bezug 
auf  seinen  Fehler  untersucht,  und  man  habe  bei  gleichen  Unter- 
suchungen verschiedene  Werthe  für  diesen  Fehler  gefunden,  von 
denen  jeder  eine  gewisse  Anzahl  von  Malen  sich  wiederholt  hat; 
man  verlangt  den  Werth  dieses  Fehlers,  den  man  als  die  Correction 
des  Instrumentes  zu  nehmen  hat. 

Es  seien  i>,  g,  r  etc.  die  gefundenen  Fehler,  und  er,  /?,  y  etc.  die 
Zahlen,  welche  bezeichnen,  wie  oft  sich  bei  n  Untersuchungen  die 
gefundenen  Fehler  wiederholt  haben;  man  nehme  an,  die  Anzahl 
der  Fälle,  welche  den  Fehler  i?,  $,  r  etc.  geben  können,  sei  a,  6,  c  etc. ; 
man  erhebe  das  Polynom  a«J»4-ftj^  +  c«^  etc.  zu  der  w*«^  Potenz, 
und  es  sei  -^ (aa?i»)«  (6a:«)P  {cx^)i...  irgend  ein  Glied  dieses  Polynoms. 
Es  wird  dann  der  Coefflicient  N  a«  W  ct  von  der  Potenz  von  «,  welche 
den  Exponenten  «jp  +  /Jg  +  rr . . .  hat,  dividirt  durch  (cn-  6  -f-  c. . .)» 
die  Wahrscheinlichkeit  ausdrücken,  dafs  die  Fehler  jp,  g,  r  etc.  so  zu- 
sammen verbunden  vorkommen;  dafsp...amal,  g.../!^mal,  r...^mal 
u.  s.  w.  stattfinden.  Diese  Wahrscheinlichkeit  wird  am  grSfsten 
sein  in  der  Combination,  in  welcher  der  Werth  von  Na^  }fi  ct  u.  s.  w. 
die  grSfste  ist.    Nun  aber  ist 

^^       1  -    2 '      3 n 

1.2...a.l.2.../J.1.2...r... 

wie  wir  es  schon  im  vorigen  Problem  gesehen  haben.  Folglich 
wird  nach  demselben  Probleme  der  gröfste  Werth  von  Na^lfict... 
stattfinden,  wenn 

na 


ß- 


a  +  6-i-c-i-.. . 

aus  welchen  Gleichungen  man  die  Unbekannten  a,  i,  c  etc.  wird 
bestimmen  können.    Es  wird  daher,  wenn 


a  + 

6  +  c-i-... 

nh 

a  + 

6-f-cH-... 

nc 
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erhalten  werden 

a»  —  a     6  =  —  p,    c«  —  x-"-  etc. 
n  n  n 

Nun  ist  im  vorigen  Probleme  bewiesen,  dafs  die  Correction,  welche 
an  das  Mittel  einer  beliebigen  Anzahl  Ton  Beobachtungen  ann* 
bringen  ist,  ansgedrfickt  wird  darch 

a  -h  b  -h  c  -^ .. . 

Snbstitnirt  man  hierin  die  eben  gefundenen  Werthe  von  a,  (,  c  etc., 
so  wird  die  Correction,  auf  die  es  hier  ankommt,  werden: 


n 

oder  gleich  dem  Fehler  des  Mittds,  wenn  man  alle  durch  die  n 
Untersuchungen  gefundenen  Fehler  einzeln  nimmt,  und  ihre  Soiubb 
durch  die  ganze  Anzahl  der  Untersuchungen  theilt 

§  20.  Wollte  man  hier  wenigstens  genähert  den  dazwischen 
liegenden  Fehlem,  denen  das  Instrument  ausgesetzt  sein  kann, 
ebenfalls  Rechnung  tragen,  so  hätte  man  nur  auf  einer  unbestimiBt 
verlängerten  geraden  Linie  Abscissen  aufzutragen,  welche  den  ge- 
fundenen Fehlern  j?,  9,  r  etc.  wie  in  §  17  proportional  sind,  tmd 
nachdem  man  mit  ihnen  Ordinaten  verbunden  hätte,  welche  da 
Oröfsen  a,  &,  c  etc.  proportional  sind,  hätte  man  durch  die  fiid* 
punkte  derselben  eine  parabolische  Linie  zu  ziehen.  Dann  würde 
man  den  Schwerpunkt  des  Flächeninhalts  der  ganzen  Cnnre  xi 
suchen  haben,  und  die  Senkrechte,  aus  diesem  Schwerpunkte  uf 
die  Abscissenaze  gefällt,  würde  auf  dieser  eine  Abscisse  abschnei- 
den, welche  die  Correction  des  Instrumentes  gäbe. 

Man  sieht,  wie  man  auf  diese  Weise  a  posteriori  das  Geseti 
finden  kann  für  die  relative  Häufigkeit  (facüiti)  der  Fehler  eines 
Instrumentes. 
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Bis  hierher  ist  der  Inhalt  der  Abhandlung  von  Lagrange,  toU- 
ständig  fibersetzt,  wiedergegeben.  Die  folgenden  Paragraphen  be- 
handeln dieselben  Fragen,  welche  bei  dem  jetzt  gfiltigen  Gesetze 
der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  ganz  in  derselben  Form  aufge- 
worfen werden  und  nur  nach  der  bestimmten  Form  bequemer  ge- 
löst werden  können,  mit  einer  für  die  Praxis  hmreichenden  Sch&rfe, 
als  Lagrange  es  bei  der  nicht  bestimmten  Form  des  Gesetzes  der 
Wahrscheinlichkeit  gethan  hat.  Li  §  21  untersucht  er  die  Grenzen 
der  Sicherheit,  mit  welcher  man  aus  der  wirklich  vorgekommenen 
Anzahl  bestimmter  Fehler  auf  ihr  gesetzmäfsiges  Vorkommen 
schliefsen  kann,  oder  nach  der  Bezeichnung  im  Problem  VI,  aus 

—  auf  —  etc.    Er  nimmt  dann  in  §  22  n  sehr  grofs  an  und  mo- 

dificirt  darnach  die  Ausdrucke.  Die  §§  23,  24,  25  enthalten  Hülfs- 
sätze,  welche  die  Lösung  des  Problems  Vll  vorbereiten.  Li  die- 
sem nimmt  er  an,  die  Fehler  bei  jeder  Beobachtung  seien  möglich 
innerhalb  der  Grenzen  —  a  und  4-  /?,  und  zwar  mit  gleicher  Wahr- 
scheinlichkeit fttr  alle  Qröfsen  — a...,  — 2,  —  1,  — 0, +1, +2. . ., 
+  ß,  und  untersucht  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  des  Mittels 

dz  -=—  oder  eines  Fehlers  innerhalb  der  Grenzen  —  ■^-  und  -h  -^ . 
n  n  n 

Er  nimmt  dann  in  §  27  die  Zahl  n  wieder  sehr  groiüs  an.  Hierauf 
folgt  das  Problem  ym,  wo  die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  die 
Fehler 

—  «,...  —  2,  —  1, 0,  +1,  +  2, ....  4-  w 

stattfinden  können,  respective  den  Zahlen 

proportional  gesetzt  werden,  und  hierauf  die  Lösung  derselben 
Aufgrabe  wie  in  Problem  YII  angewandt.  Li  den  §§  31  und  32 
wird  der  specielle  Fall  grofser  Zahlen  erläutert  und  verwandte 
Betrachtungen  daran  geknfipft.  Die  §§  33—38  enthalten  Lemmen, 
welche  als  Vorbereitung  zu  dem  Problem  X  dienen.  Li  diesem 
wird  ganz  allgemein  angenommen,  es  seien  die  Beobachtungen  allen 
Fehlem  zwischen  —p  und  +  q  unterworfen  und  das  Gesetz  der  re- 
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lativen  Häufigkeit  derselben  gegeben,  man  sacht  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  Fehlers  des  Mittels  zwischen  bestimmten  Grenzen. 
Für  das  Gesetz  nimmt  Lagrange  in  zwei  Beispielen  zuerst  die 
Gleichheit  der  Wahrscheinlichkeit  an,  wie  in  dem  Problem  YIL 
nachher  auch,  dafs  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  a:  ausge- 
drückt werde  durch  k{p^  —  «^),  wo  p  und  —  jp  die  Grenzen  dieses 
Fehlers  sind.  Dieses  letztere  Beispiel,  welches  Lagrange  in  §  43 
f&r  das  einfachste  und  natürlichste  erklärt,  ist  merkwürdig,  weil 
es  das  erste  Glied  der  Entwickelung  des  jetzt  gültigen  Gesetzes 
enthält  und  folglich  als  ein  erster  Schritt  dazu  betrachtet  werdai 
kann.  Endlich  im  Problem  XI  nimmt  Lagrange  für  das  Gesetz 
die  Form  a  cos  o;  an,  mit  welcher  Lösung  die  Abhandlung  schliebL 

Man  sieht,  dafs  in  dieser  Abhandlung  auf  eine  höchst  einfache 
und  elementare  Weise  die  Grundlage  unserer  jetzigen  Bechnungs- 
form  gegeben  ist,  und  dafs  namentlich  in  §  17,  durch  die  Zurück- 
führung  auf  den  Schwerpunkt  und  die  Annahme,  dafs  die  Zahl, 
welche  angiebt,  wie  oft  ein  bestimmter  Fehler  eintrifft,  mit  den 
Gewichten,  die  Gröfse  der  Fehler  mit  den  Entfernungen  zusammen- 
gestellt wird,  eigentlich  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aus- 
gesprochen ist.  Die  Betrachtung  einer  der  vielen  Eigenschaften 
des  Schwerpunktes  würde  sie  unmittelbar  gegeben  haben.  Dabei 
ist  die  Abhandlung  keineswegs,  wie  man  aus  der  Stelle,  wo  Lacroix 
sie  citirt,  allenfalls  hätte  yermuthen  können,  astronomisch,  sondern 
so  rein  mathematisch  gehalten,  dafs  sie  Jeden  anziehen  wird,  wenn 
er  auch  mit  der  Astronomie  sich  nicht  bekannt  gemacht  hat 

Die  Betrachtungen,  welche  Lagrange  anstellt,  um  den  Fehler 
eines  Mittels  aus  n  Beobachtungen,  deren  jede  einem  bestinunten 
Complexus  von  Fehlem  unterworfen  ist,  zu  bestimmen,  lassen  sieb 
ohne  alle  Aenderung  geradezu  auf  die  Fehler  einer  einzelnen  Beob- 
achtung anwenden.    Wenn  der  Fehler  des  Mittels  aus  n  Beobach- 

tungen  -^  ist,  so  ist  die  Summe  der  mit  n  Würfeln  geworf^en 

Augen  =  /ti.  Man  sehe  also  dieses  f^  an  als  den  Fehler,  der  he^ 
vorgegangen  ist  aus  dem  Zusammentreffen  tou  einer  gewissen  An- 
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zahl  von  positiven  und  negativen  Gröfjsen,  die  jede  dadurch  ent- 
standen ist,  dafs  eine  Zahl  von  Ursachen,  in  verschiedenen  Ver- 
bindungen mit  einander  oder  mit  verschiedenem  Einflüsse,  gewirkt 
haben.  Es  werden  dann  die  Fehler-Quellen,  mögen  sie  nun  in  den 
Geistesthfttigkeiten  und  ihrer  gröfseren  oder  geringeren  Anspannung, 
oder  in  der  Form  der  Instrumente,  oder  in  ihrem  Material,  oder 
in  den  äulseren  Umständen  liegen,  sehr  schicklich  durch  die  Würfel 
repräsentirt  werden,  und  die  verschiedene  Gröfse  der  Irrthümer, 
welche  aus  jeder  Fehler-Quelle,  unter  verschiedenen  Verhältnissen 
entsteht,  falle  sie  nun  positiv  oder  negativ  aus,  durch  die  Anzahl 
und  Bezeichnung  der  Seiten  der  Würfel  mit  positiven  und  nega- 
tiven Zahlen,  je  nachdem  bei  der  Fehler-Quelle,  welche  durch  den 
Würfel  repräsentirt  wird,  die  Fehler  von  verschiedener  Gröfse, 
und  in  irgend  welchem  von  der  Gröüse  der  Fehler  abhängigen  Ver- 
hältnisse der  Zahl  nach  vorkommen  können.  Wäre  die  Anzahl  der 
Fehler-Quellen  bei  einer  bestimmten  Gattung  von  Beobachtungen 
bekannt,  und  wfifste  man,  welche  Gröfse  bei  jeder  Fehler-Quelle 
die  Fehler  erreichen  können,  sowie  die  Häufigkeit  des  Vorkommens 
eines  jeden,  so  würde  a  priori  der  Fehler  einer  Beobachtung  sei- 
ner Wahrscheinlichkeit  nach  bestimmt  werden  können,  wenn  man 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Werfens  einer  gewissen  Summe  von 
Augen  mit  einer  solchen  Anzahl  von  Würfeln  berechnete. 

Wenn  hierdurch  das  Problem  der  Anwendung  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung auf  Beobachtungen  auch  auf  eine  bei  den 
andern  Anwendungen  gebräuchliche  Form  zurückgeführt  ist,  so  wird 
man  deshalb  doch  das  Problem  a  priori  nicht  lösen  können,  weil 
sowohl  die  Anzahl  der  Fehlerquellen  (oder  der  Würfel),  als  die 
Anzahl  und  Bezeichnung  der  Seiten  jedes  Würfels  (oder  die  Gröfse, 
das  Zeichen  und  die  Häufigkeit  des  Vorkommens  eines  Fehlers, 
sofern  er  aus  der  bestimmten  Fehler-Quelle  entspringt)  gänzlich 
unbekannt  ist,  und  auch  wohl  für  immer  bleiben  wird.  Allein  es 
kann  doch  ein  gewisses  Interesse  haben,  nachzusehen,  ob  unter  den 
verschiedenen  Arten  des  Würfelspiels  es  nicht  eine  giebt,  bei  wel- 
cher das  Gesetz  der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler,  wie  wir  es 

15* 
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jetzt  annehmen,  entweder  strenge  oder  doch  mit  hinl&nglicher  An- 
nähemng  fßr  die  Praxis,  unmittelbar  auf  die  Anzahl  der  geworfenen 
Augen  sich  anwenden  läfst.  Es  gew&hrt  diese  Untersuchung,  wenn 
sie  auch  nichts  beweisen  kann,  doch  die  Möglichkeit,  sich  die  Ent- 
stehung der  aus  so  vielen  Ursachen  hervorgehenden  Fehler  zu  er- 
klären. 

Eine  solche  Untersuchung  findet  sich,  nur  in  einer  von  der 
gegenwärtigen  etwas  verschiedenen  Form,  ausgeführt  in  dem  vor- 
trefflichen Buche  des  Herrn  Geheimen  Ober-Bauraths  Hagen: 
«Ueber  die  Wahrscheinlichkeits -Rechnung.^  Nach  dem 
Zwecke  seines  besonders  t&r  Feldmesser  bestimmten  Buches  hat  der 
Verfasser  sich  darauf  beschränkt,  aus  einfachen  Betrachtungen  der 
Combinationslehre  nachzuweisen,  dafs  das  für  die  Beobachtungen 
gültige  Gesetz  der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  bei  einer  grolses 
Anzahl  von  Würfeln  (um  die  hier  gewählte  Form  beizubehalten) 
dargestellt  werden  kann  durch  das  bekannte  Spiel  Bild  und  Schrift 
(oder  croix  et  pile\  wenn  man  die  eine  Seite  des  hier  stattfindenden 
zweiseitigen  Würfels  (oder  einer  Fläche  von  äufserst  geringer  Dicke) 
mit  +a,  die  andere  mit  —et  Augen  bezeichnet  denkt,  und  diese 
Bezeichnung  in  derselben  Art  und  Gröfse  bei  allen  Würfeln  an- 
nimmt Will  man  dieses  Bild  verfolgen,  so  kann  es  von  Interesse 
sein,  bestimmt  nachzuweisen,  wie  grofs  wohl  etwa  die  Zahl  der 
Würfel  (oder  Fehler*Quellen)  sein  mufs,  wenn  mit  jedem  nur  ent- 
weder +  er  oder  —  a  Augen  geworfen  werden  können  (oder  jede 
Fehlerquelle  nur  einen  positiven  oder  negativen  Fehler  von  gleiche 
Gröfse  bewirken  kann),  damit  sich  das  für  die  Uebereinstimmnng 
der  geworfenen  Augen  mit  dem  angenommenen  Gesetze  der  Walu^ 
scheinlichkeit  der  Beobachtungen  erreichen  lasse,  was  vdr  bei  der 
meistens  beschränkten  Wiederholung  der  Beobachtungen,  der  S^ 
fahrung  gemäls,  aus  den  wirklich  gefundenen  Fehlem  als  überein* 
stimmend  mit  dem  angenommenen  Gesetze  direct  nachweisen  kön- 
nen. Hiezu  bedarf  man  einiger  Sätze,  die  unter  andern  in  Eolers 
Introductio  und  seiner  Differentialrechnung  vorkommen,  nnd 
die  ich  hier  mit  kurzer  Andeutung  der  Beweise  vorausschicken  werde, 


der  WahrscheinlichkeitB-Bechnung  auf  Beobachtangen.  229 

nm  Alles  zufiammen  zu  baben,  was  an  sieb  zwar  sebr  bekannt,  docb 
vielleicbt  im  Augenblicke  nicbt  gleicb  gegenwärtig  sein  möchte. 

I.  Der  erste  Satz  ist  der  scbon  oben  angeführte  Ausdruck  von 

Wallis  f&r  die  Zabl  n.    Euler  leitet  ihn  daraus  her,  dafs  in  der 

Gleichung 

sin a:  =  «  — i 07^4-  xiu«^ — h...  =  0 

die  reellen  Wurzeln  stattfinden 

ar  =  0,    =d:^,     =±2;r,    «=±37r  etc., 

so  dafe  die  Factoren  («twtt),  oder  \l^-—\^  für  jede  ganze 
Zahl  tn,  in  dem  Ausdrucke  von  sin  x  enthalten  sein  müssen,  oder 

gesetzt  werden  kann,  welches  sich  auch  schreiben  läfst 

"~     \         nnj  \        Ann)  \        9n7i/" 

Setzt  man  «?  =  -ö — »  so  wird 

2n 

a 

'    ^^  __  ^^  /2n— m\  /2w +tn\  /4n— m\  /4n-h w\  /6n— m\  /6n4-  w\ 

®"^  2n  """2^:1^2^"^  \2^)  \~4n~;  \~4;rA"~6rr'/ v~6tr"y ' ' 

wonach  man  auch,  wenn  man  m  mit  n^-m  yertauscht,  wegen 

sm  -^^ — s— ^ —  ==  sm  U  ^  — s —  =  cos 


m)n        .    /-  mn\ 


2n 
schreiben  kann 

mn  _  n  /n—m\  /n4-m\  /3n— m\  /3w-H»\  /5n— w\  /5n4-w\ 
^^®   2n  "■  2  \    n    j  l"2;r;  \2ir)  \4fr)  \~i^)  \6^l'' 

Man  kann  aber  auch,  weil  cos  «  =  0  wird,  für  «  =  ±  i^,  ±  in, 
dt  in...  etc.  den  Cosinus  ausdrücken  durch 

—h^)  h^)  (-IJ)  ('-^)- 

oder  wenn  man  nimmt  a^ 


2n 
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Dividirt  man  diesen  Ausdruck  von  cos  -0 —  in  den  eben  erhaltenen 
hinein,  so  wird  man  erhalten 


oder 


^      2 

• 

1 
2 

3      3      5      5 
•  2  •  4  •  4  •  6 

n 

2 

.2. 4-4. 6.6... 

2 

1 

•  3  •  3  •  5  •  5  •  7... 

WO  die  geraden  und  ungeraden  Zahlen  im  Zähler  und  Nenner  in 
das  unendliche  fortgehen  müssen.  Es  findet  nur  der  unterschied 
bei  den  Quadraten  beider  Zahlengattungen  statt,  dals,  wenn  bei 
einem  vollständigen  Quadrate  bei  einer  Gattung  abgebrochen  wird, 
bei  der  andern  nur  der  einfache  Factor  der  correspondirenden  Zahl 
mitgenommen  werden  darf.  Oder  wenn  n  sehr  grofs  ist,  so  wird 
mit  beträchtlicher  Näherung 

n  _  2-2-4»4'6'6 (2n  — 2)2n 

2        1 . 3  .  3 . 5  . 5 .  7  ...  (2w - 1)  (2n -  1) 

und  daher 

7t  _/2>4-6'8 2n       \»     1 

2      \l-3.5.7...(2w-l)y  '  2rt 

welches  fttr  lim  n  =  <»  völlig  strenge  ist. 

n.  Der  zweite  Satz  betrifft  den  Werth  der  Summe  von  den 
reciproken  Werthen  der  geraden  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen, 
oder  wenn  man 


1  Jl-  JL  j_     _r  1  1 

1+  2«'^32'^42"*''"""[m^j 

1   i-  -1  i-     _r  1  1 

^■'"  2*"^3*"*'4*'^'"""[w*J 


bezeichnet,   die  Reihen  immer  in  das  Unendliche  fortgesetzt  ge- 
dacht, oder  überhaupt 


1  Jl-  JL    1      _r  1  1 

1+  22»'^  32»  "^  4?^  "^ [m2«  I 
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die  Werthe  dieser  OrOlsen.  Ealer  leitet  sie  daraus  ab,  dafs,  wenn  man 
den  obigen  Ausdruck  von  sin  x  durch  Factoren  logarithniisch  schreibt 

,     .  -  ,    (n  —  xX     -   (n-ha\     ,   ßn—x\     ,   ßn-^x\ 

und  dann  differentürt,  man  erhält 

1111  1 

^  X       n  —  x       n-hx       2n  —  x       2n-^x 

Setzt  man  also  x^un,  so  wird 

11111 

^  u       1  — w       1-i-tt       2  — tt       24- tt 

1  2u  2u  2u 


U        1  — W^        4  — M^        d  —  u^ 

oder  ^  111 


Entwickelt  man  hier 

1 


1— w 


2 


=   1   -hw^        +U*        4-tt^.... 
=  -So-  -*-  -j^  w^  +  -SS-  w*  +  ^^  w* . . . 


4_i42       2^       2*  2^  2® 

1 


M^  + -ST- 1^*  4- -SS- W*. . . 


9_t^2        32    '    34  -    '    36  -    •    38 

80  erhält  man  nach  der  Summirung 

Man  kann  den  Werth  der  Gröfse  linker  Hand  auch  daraas  her- 
leiten, dafs 

1    _i        1       1    9  1  1    4  1  1    , 

cos^u-i-j-^--^u  +  1.2.3.4  "2*"  ~  1.2.3.4.5.6  •  2«"***" 

*"**""°*"~r:2li*^"'"*"l.2.3.4.5'2»"''~"l.2.3.4.5.6.7'2'"'" 
folgUch  ^^   ^,  ^,  „e 


i«  cotg  i«  = 


2.4  '   2.4.6.8      2.4.6.8.10.12 


1 r^  + 


4.6  "  4.6.8.10      4.6.8.10.12.14 
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Setzt  man  diesen  Brach  nach  seiner  Entwickelung 

und  vertauscht  u  mit  2u/r,  so  erhält  man 

UTi  cotg  wnr  =  1  —  2^n^AiU^  —  2*71*^2 1**  —  2^nfiÄiiU^... 

und  daraas 

1         n 
-ö-j-  —  -ö—  cotg  un  =  27r^-4i  4- 2'nr*-42W*  +  2*^-431«*.... 

Darch  Yergleichong  beider  Werthe  der  links  stehenden  GrSüse  wird 

Es  wird  deshalb  zur  Bestimmung  der  1 — ^r    ^^  erfordert,  daiis 

die  Coefficienten  der  Beihen-Entwickelnng  von  ^u  cotg  iu  bestimmt 
werden.    Setzt  man 

s  =  icotgiM 
woraus  ds  = .    .   ^  ^  —  \du(l^ 4ss) 

oder  — T h  1  +  4ss  —  0 

au 

so  erhalt  man  wegen 

ds 
wenn  man  hieraus  -^  und  ss  ableitet,  zur  Bestimmung  der  i  die 

Bedingungsgleichung 

0=:i-3^i-(5^-^ia)n2-(7il8-2.4i^2)w* 

-  (9  ^4  —  2  ^1^  —  i!««)«*- 

und  folglich,  indem  man  die  Coefficienten  jeder  Potenz  von  t«  gleick 
Null  setzt: 
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^1  = 


A  = 


A- 


12 


5        720 

J1A1A2 


7  30240 


_2AA,  +  A,r  1 

*""  9  ~  1209600 

Das  Gesetz  der  Bildung  dieser  Werthe,  wenn  man  sie  weiter 
fortsetzen  wollte,  wfirde  sich  so  aussprechen  lassen,  dafs  man  jeden 
Index,  der  zu  einem  zu  bestimmenden  Ä  gehört,  so  oft  in  zwei 
gleiche  oder  ungleiche  Factoren  zerlegt  als  es  angeht,  die  A^  die 
zu  diesen  Factoren  gehören,  mit  einander  multiplicirt,  und  bei  den 
ungleichen  Factoren  den  Factor  2,  bei  den  gleichen  1  als  Factor 
nimmt.  Die  Summe  dieser  Producte  ist  der  Zähler,  die  auf  den 
doppelt  genommenen  Index  des  zu  bestimmenden  Ä  folgende  unge- 
rade Zahl  der  Nenner  des  Bruches,  welcher  den  neuen  Werth  giebt. 
Hieraus  folgt 


6 

TT* 

"90" 

TT* 

945" 
9450 
93555 


etc. 


HI.  Der  dritte  Satz  ist  die  Summationsformel,  welche  die 
endliche  Summation  einer  Reihe  discreter  Glieder  aus  dem  Inte- 
grale und  den  Differentialen  der  Function  finden  läfst,  wodurch  das 
Gesetz  der  Reihe  ausgedrückt  wird,  der  üebergang  vom  Endlichen 
zum  Unendlichen,  welcher  bei  meiner  früheren  Darstellung  zu  einem 
MUsverst&ndnisse  Veranlassung  gegeben  hat,  und  den  ich  deshalb 
ebenfalls  vollständig  ableiten  werde. 
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Nach   dem   Taylor'schen   Lehrsatze   hat   man,    wemi  dnieh 

f^{x-hfn<a)  der  Werth  von  J)^  bezeichnet  wird,  nachdem  man 
darin  statt  a  den  Werth  a  +  mta  sabstitoirt  hat: 

/•(a;)  =  jr(j? +  «)-«/'' (a?  +  a)  +  i«V'' («  +  «)-- *»'/*"'(«  +  «)+"• 
und  ebenso 

/'(Ä4-2«)==/*(«+3«)-w/»(Ä4-3w)+i«Y'(a:4-3«)— {««/'''(a?4-3«)+.^ 
Setzt  man  dieses  fort  bis  zu 

und  bildet  die  Summe  dieser  Gleichungen,  so  wird  erhalten: 
und  folglich 

w  =  l...fi  111=^1. ..n  «1=^1. ..II 

(o2f(x+mm)^f{x+nai)^f(x)+ittf^2f\x+mm)--^4a^2f^^ 
Ganz  analog  wird  auch  sein 

w2f\x-^mca)=f(x-hnw)--f{x)+i(a^2f'*(x-hmia)-^i(a^2p^{x'h^ 
w2f'*ix+mm)==f'(x-hn(a)—f\x)+ico^2f^{x'^ma})-^^&>^2p{x'^ 

W  =  l...fl 

u.  s.  w.  Um  hier  die  2f{x  +  m(ßi)  blofs  durch  /'(^-hwa),  f{x)m 
die  dazu  gehörigen  Differentiale  ausgedrückt  zu  erhalten,  multipB- 

cire  man  die  zweite  Gleichung  für  io2f*{x+mm)  mit  ao»,  die  nSchste 
mit  ßfifi^  die  folgende  mit  y(o^  u.  s.  w.,  nehme  die  Summe  aller  Pro* 
ducte  und  bestimme  die  ci  ß  r  etc.  nachher  so,  dafs  die  andern 
Summen,  ausgenommen  die  yoiif{x  +  mia\  verschwinden.   Man  er 

hält  dann  zuerst: 

)ii^i>>«fi  fli^i...fi 

(a2f  (x  +  ma>)  4-  («  —  i)  (o^  2f'  (x  -f-  mw) 

+  0»  -  ia  +  J)  «8  Sf'  {x  +  ma) 

+  (y  -  i/» + i «  -  Vi)  «*  ^r'  (« + »»") 

T~  •  •  •  • 
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=  f  (x -h  na)  —  f(x)  +  aa  (f  (a  +  nui)  —  f  (x)) 

+  ßafl{f'{x+nm)-f'{x)) 
+  y«»  (/»"  (a  +  w«)  -  f"  («)) 

"T"  •  •  •  • 

Wenn  folglich  gesetzt  wird 

SO  bleibt  auf  der  linken  Seite  allein  das  erste  Glied.    Bestimmt 

man  ans  diesen  Gleichungen  die  Werthe  von  c^  ß  r  etc.,  so  erhält 

man  a  =  i,  /J  =  tti  ^  =  0»   ^^  —  1^15  etc.,  und  überhaupt  alle 

CoefiScienten ,  die  auf  der  linken  Seite  bei  den  geraden  Potenzen 

eintreten,  gleich  Null,  a  ausgenommen. 

Zur  Erläuterung  dieses  ümstandes  und  der  Bestimmung  der 

Coefficienten  überhaupt  dient  die  Bemerkung,  dafs  die  Entwlckelung 

des  Bruches 

^ 1 

eine  Reihe  geben  wird,  in  der  die  er  /?  I^ ...  in  derselben  Ordnung 
vorkommen,  nämlich 

wovon  man  sich  durch  Multiplication  des  Nenners  mit  dieser  Reihe 
sogleich  aberzeugt.    Da  nun 

\ ^* 

und  also  =  1--Awh- Iw^  — i**tte^.... 

u  1  +  C"** 

so  wird  ^^"h z  ^tid  v— iu  =  iu^i -. 

Da  CK »  ^ ,  so  kann  man  hiernach  schreiben 

1  -{-  er^ 


1 
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and  durch  eine  leichte  Tnu!isf<»iaation 


v  —  au-^^u 


^  +  M,2J  "*'2.3.4(2/  "*"  2-3-4.5-6  (2J  •" 


1+2 


•3  \2/  "'■2.3-4.51  2/  ■*■  2.3.4.5.6.7  V 2/  "" 


Es  fiBÜQen  deshalb  m  y  —  au  alle  ungeraden  Potenzen  von  u  weg, 
weshalb  die  Coefficienten  r,  f,  etc.  Null  sein  mfissen.    Wenn  aber 

V  —  a  II  =  1  + /J  u*  +  du* -f- C  u* . . . 

so  wird  anch,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  von  v  — ati  statt« 
einfBhrt  uV  —  1,  die  dann  hervorgehende  Reihe  werden 

=  1— /»tt^-hi»«*  — fw«... 

und  da  dorch  die  Yertanschung  von  n  mit  u  V  —  1  der  Ausdruck 
von  y  —  au 

=  iucotgiti, 
wofftr  oben  die  Reihe  angenommen  ist: 

^U  COtg  ^M  ~  1  —  i^iM^  —  A^U'^-'A^ifi... 

nnd  die  A  bestimmt  sind,  so  hat  man  sogleich: 
Es  wird  daher  die  Summationsformel 

«^/•"(a:  +  ma)  =  /"(a:  +  na)  —  f{x)+\t»{f(x  +  n»)  —/•(«)) 

+  ^1««  (/"(«  +  !!«)-/"(*)) 

-  Jj  «♦  (/^  (ar  +  n«)  -  /"(«)) 

+  ilg  «•  (T'  («  +  n«)  -  ri'))- 
Da  /'(«)  =  -^^,  80  wird  auch  f{x)=^f{x)dx,  und  folgüd 

/*(a;  +  n«)  —  /*(a;) « J /*  {x)  dx.  Vermindert  man  deshalb  aDe  Acceate 
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am  eine  Einheit,  was  gestattet  ist,  da  diese  Relationen  nnr  die 
snccessiven  Differentiationen  bedeuten,  so  erhält  man 

m  =  1 . ..  fi  n 

(a2f{x  H-  MCö)  =J  f{x)dx  4-^(0  {f{x  -i-  w«)  —  fix)) 

«  +  ^ico»  (/*  (a;  -f-  nta)  —  f{x)) 

-  ^cö*  (/»"  {X  -f-  nw)  -f{x)) 
4-^3aj«(/^(a?4-n«)  — /^(a;))... 

wo  -^1  =  tV,  -^2  =  tJtj,  -.48  =  TTj^TTj  V  etc.    Um  die  Convergenz  be- 
nrtheilen  zu  können,   setze   man  für  die  A  ihre  Werthe  durch 


Ynv^^y 


so  erhält  man: 

«  +  1IO 


fü2f{x  4-  wi«)  =  I  f(x)dx  +  icö  (/*(a?  +  nw)  —  /"(o?)) 

Da  die  Oröfsen    — ^r     ^^^^  ^^^  wachsendem  i  immer  mehr  der 

Einheit  nähern  werden,  so  wird,  abgesehen  von  den  Differential- 
quotienten, jedes  folgende  Glied  sich  sehr  bald  dem  Werthe  nähern, 

dafs  sein  Coefficient  gleich  wird  og   g,  multiplicirt  mit  dem  Ooeffl- 

cienten  des  vorigen  Gliedes,  oder  die  Convergenz  der  Coefftcienten 
der  Differentialquotienten  sehr  bald  so  sein,  daDs  sie  eine  geo- 
metrische  Reihe  bilden,  deren  Exponent  =1^^^  etwa  ist. 

Diese  Form  der  Summationsreihe  scheint  ansprechender  als 
die  durch  die  Bemoüillischen  Zahlen,  die  eine  stark  divergirende 
Reihe  bilden,  sobald  man  zu  den  späteren  Zahlen  kommt.  Eine 
Eigenschaft,  die  wegen  des  Zusammenhangs  derselben  mit  den 
Coefftcienten  A  nothwendig  verbunden  ist.  Es  ist  nämlich  die  nte 
Bemoaillische  Zahl  P«  dadurch  gegeben,  dafs 

P,«2w-(2n-l)(2w-2)(2w-3)....3-2.1.-4„ 
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IV.  Der  vierte  Satz,  der  mit  HQlfe  des  rorigen 
werden  kann,  ist  die  Formel  von  Stirling,  das  Prodact  ein 
Zahl  aufeinander  folgender  natflrlicfaer  Zahlen  za  bestim 
erst  snche  man  die  Summe  ihrer  Logarithmen.    Es 

f{!C)  =  lgX,  folglich 

if{x)  dx  =  x\gx  —  X 

/'(^)=+-^,rw — ~r,r"ix)=+^...r(') — - 

Das  Intervall  »  Tdrd  hier  =  1,  der  Anfangswertb  lg  1, 
werth  sei  lg  x.    Die  GrCfeen,  velche  sich  auf  den  An&ngswerth 
beziehen,  fasse  man  in  eine  einzige  Constante  zusammen,  s 
man  nach  der  Sammationsfonnel: 

I...X  ] 

2lgx^x]gx-x  +  ^lgx  +  A,- 


Zar  Besümmong  der  Constante  dient  der  Aasdmck  fSr  » 
Wallis,  nach  welchem  für  lim  a;  =  oo 

—  —  /2-4-6...2g_        y    1 
2  ~\  l-3-5...{2a:-l)/    2x 

Es  ist  folglich  fttr  lim  a;  =  oo 

Ig?i-lg2  =  2.(lg2  +  lg4  +  ]g6...  +  lg2a;)-lg2z 
-2.(lg3  +  lg5  +  ...  +  lg{2a:-l)) 

Die  obige  Formel  giebt  aber  för  lim  a  =  oo 

^lga;  =  a;lga:  — a;  +  ilgx  +  Const  =  (a:  +  i)lga;  — a;  +  C, 
woraus 

S\g2x  =  (2a:  +  i)  lg  2x  -  2a:  +  C 

=  (2a;  +  i)lga:  +  (2a;  +  4)lg2-2a;  +  C. 
Die  Summe  der  Logarithmen  der  geraden  Zahlen  wird 

Ig2  +  lg4...+lg23:  =  !21ga;  +  a:lg2 

=  (a;  +  i)  lg  a  +  a:  Ig  2  —  X  +  C, 
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folglich  die  der  ungeraden  Zahlen  t  wenn  man  diesen  Werth  von 
dem  vorigen  abzieht 

lg  3  +  lg  5  -+- . . .  H-  lg  (2  a;  —  1)  =  a;  lg  o;  +  (a?  +  i)  lg  2  —  X 

TT 

und  wenn  man  beides  in  lg-ö~  substituirtt 

Ig^  — Ig2  =  (2a;+l)lga;  +  2irlg2  — 2a;  +  2C— Iga:  — lg2 

—  2a;  lg  a:  — (2a: +1)  lg  2  + 2a: 

oder  lg  TT  — lg  2  =  2(7-  2  lg  2 

Const.  =  ilg27r 

Ffir  briggische  Logarithmen  wird 

lg  V  2;r=  0,3990899. 

Nach  dieser  Ermittelung  des  Werthes  der  Constante  hat  man  voll* 
stitndig  für  briggische  Logarithmen,  wenn  M  der  Modulus  des 
briggischen  Systems  ist: 

VI*  1  i/o—  /  ,M  uri  A  ^  A  1-2  ^  1-2.3.4  \ 
21ga:=lg  )/27r  +  (a:H-i)lga:-Jlf  |a:-4i  — +iäa -^ -4s  — ^g— ....j 

Geht  man  nun  zu  den  Zahlen  über,  so  wird  das  Product 

_.,        1  1        ,        1 


—  V2^-  c^*      ^^^     ^^^** 

=  V2^.  ^"^*  ^"""^  V^l2^'^"288^"^  51840a:8  -') 

Kit  Hülfe  dieses  Satzes  läXst  sich  die  zu  untersuchende  Hypothese 
für  jede  Anzahl  von  Fehlerquellen  oder  Würfeln  prüfen. 

Die  Aufgabe  kann  so  gefafst  werden:  Es  sei  eine  Anzahl  2n 
Würfel  gegeben,  von  denen  jeder  nur  zwei  Seiten  hat,  auf  der 
einen  mit  +  a,  auf  der  andern  mit  —  cc  bezeichnet.  Man  sucht  die 
Wahrscheinlichkeit  für  einen  bestimmten  Wurf  2  m  a. 

Es  sind  hier,  was  ohne  Nachtheil  geschehen  kann,  eine  gerade 
Anzahl  von  Würfeln  angenommen,  um  die  Möglichkeit  eines  Wurfes 
Null,  und  ein  gröüstes  mittelstes  Glied  bei  der  Entwickelung  eines 
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Binoms  zu  erhalten.  Aus  der  Bezeichnung  mit  +  a  und  —  a  folgt 
damit,  dafs  die  Zahl  der  geworfenen  Augen  jedesmal  nur  um  Viel- 
fache von  2  a  von  irgend  einer  andern  verschieden  sein  kann. 

Nach  derselben  Art,  wie  Lagrange  die  Aufgabe  behandelt,  ist 
die  Anzahl  der  FBUe  für  jede  Zahl  von  Augen  gegeben,  wenn  maa 
(x-«  +  ir+-«)  auf  die  Potenz  2n  erhebt  Der  Coefftcient  irgend 
einer  Potenz  2ma  zeigt  an,  wie  viele  Fälle  stattfinden,  wo  2ma 
Augen  geworfen  werden,  und  diese  Zahl  dividirt  mit  der  Anzahl 
aller  Fille  =  (1  +  1)2»  =  2^»,  giebt  die  WahrscheinHchkeit  des 
Wurfes  2m a.    Nach  der  gewöhnlichen  Ent Wickelung  wird 

(or-«  +  rr+-«)  2«  =  rr-2««  4- 2wa:"(2i.-2)a  +  ^LlI?!?^^ 

2n>(2n>-l)...(n+2)        ,      2n.(2n^l),..(n+l)  ^ 
■^1        2 {n-l)  1        2 n      "^ 

.  2n-(2n~l),..(n+2)  ^^, 
■^    1         2 n  "•' 

^2n.(2n-^l)^,,,„^.3^^,.,,,^^„ 

Der  gröfste  Coefßcient,  wenn  man  die  CoefKcienten  mit  y  und  dem 
zugehörigen  Exponenten  von  x  als  Accent  genommen  bezeichnen 
will,  wird  nach  Lagrange's  Ableitung  sein: 

l*2-3 2ti 

^^^  1.2.3.n.  1.2-3. .n 

gehörig  zu  der  Zahl  der  Augen  Null,  und  zu  jeder  positiven  oder 
negativen  Zahl  der  Augen  2ma,  wird  gehören 

X  '  u  '  ö  •••••••••••••■•••  £iT^ 

*'^"*"  ^  1.2...(n-w)1.2.3...(n  +  m) 

Wendet  man  die  Formel  von  Stirling  auf  den  Zähler  von  ^ 
an,  so  wird  der  Zähler: 

1.2.3...2«  =  V2;;.(2«)«-'.-{l  +  2|;j-.3^-jjj^...}      , 
und  jeder  Factor  des  Nenners  wird 
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{1  1       *        139 

folglich  wird 

2»«     f, 1_         1  6  1 

*'<>"'  y{nn)  r       8n  "^  128n«  "^  1024n»  •••/ 

oder  die  Wahrscheinlichkeit  des  Wurfes  Null,  wenn  sie  durch  tp  (0) 
bezeichnet  wird,  ist 

ffci\     _J_/i        ^  1  5  1 

^^^^  Uinn)  r  ~  8n  "^  128n8  "*"  1024n  •••/ 

Anstatt  y^ma  selbst  zu  suchen,  sucht  man  etwas  bequemer 

J/2m«  1*2*3 •..91*1*2*3 fl 

yo    "*  1*2*3. ..(n  —  w)l-2*3...(rn-m) 
Die  Formel  von  Stirling  hierauf  angewandt,  giebt 

27r(n— in)"'""^(n+m)"'*"~^e'"**e^   "**  ""^^   8eoV(ii-m)»^(i»-H»)»/ 
oder 

Iff  js 

Da  allgemein  x»e     ,  so  kann  man  wegen 

lg  « »-i— ö-  +  i— «-... 

.    /     n     \ m       ,  m'  __     w' 

wenn  man  den  ersten  Logarithmen  mit  (n  +  i  — tn),  den  zweiten 
mit  (n  +  i  +  m)  multiplicirt  und  beide  Producte  zusammen  addirt, 
setzen: 

x-      —.1.1  y  v-J_-.J_l  2»'..     .,vm*       »»♦.2«  +  l«i* 


/    n    \«  -  ■• + 1  (    n    V 


«*     ,«*       1  m*  v"  1  m* 
Enek«'«  AbbtndL  ü.  Xg 
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Anfeerdem  ist 

In                     m' 

m« 
n» 

m« 

»        n'  —  m*  ~       nin'  —  m*)  " 

«» 

1        n«  +  3«iii»           6m« 

n»        (»»-«*)»  ~        n»    ■•■"• 

80  dafe,  wenn  man  Alles  zasammennimmt  und  nur  bis  zu  den 
Gliedern,  die  n*  im  Nenner  haben,  die  Entwickelang  fortsetzt, 
man  erhilt 


I  »-^«e"'^'*"*^"*^^'^*-* 


y« 


Das  Yerhiltnifs  zwischen  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Wurfes 
zn  der  eines  andern  kann  in  der  Praxis  nnr  dann  ein  Interesse 
haben,  wenn  es  kein  allzn  kleines  ist,  da  bei  der  wirklichen  Ab- 
wendong  niemals  eine  so  grobe  Anzahl  Ton  Yersnchen  gemacht 
wird,  da(s  man  irgendme  bei  sehr  kleinen  Wahrscheinlichkeiten 
Theorie  ond  Erfahmng  yeigleichen  könnte.    Hiemach  wird  für 

alle  hier  zu  beachtenden  Fälle  —  nnr  eine  kleine  Zahl  sein  dSrfen, 

fi 

wie  grob  anch  n  sein  mag.    Man  setze  deshalb 

wo  p  nicht  einmal  *»  3  angenommen  werden  kann,  wenn  man  nicht 
Wahrscheinlichkeiten  mit  einander  vergleichen  will,  yon  denen  die 
eine  fast  0,0001  der  andern  ist    Es  wird  dann 

oder  wenn  man  jetzt  den  Werth  von  ^«i)  einf&hrt 

Wenn  p  merklich  ist,  da  es  flberhanpt  kanm  >  2  angenommea 
werden  kann  f&r  die  Fille  der  Praxis,  so  wird  V^(2ma)  wegen  r^ 
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ZU  klein,  als  dafs  der  letzte  Factor  irgend  noch  in  Betracht  kom- 
men könnte,  sobald  n  eine  etwas  grofse  Zahl  ist.    Für  den  Wurf 

Null  wird  der  Factor  (1  —  -g— . . . .)  i  selbst  wenn  n  nur  =  30  an- 
genommen würde,  die  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit  nur  so 
venig  ändern,  dafs  für  den  gegenwärtigen  Zweck  er  völlig  bei 
Seite  gesetzt  werden  kann. 

Man  kann  deshalb,  mit  völlig  hinlänglicher  Näherung,  für  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  Wurfes  von  2ma  Augen  annehmen 


m> 


tp  (2ma)  = e    » 

^  ^        ^       l/nn 

Wendet  man  jetzt  dieses  Resultat  auf  die  Beobachtungen  an, 
nennt  2ma  einen  beliebigen  Fehler,  der  aus  2n  Fehler-Quellen 
entsteht;  von  denen  jede  nur  entweder  einen  Fehler  —  «  oder  einen 
Fehler  +  a  bewirken  kann,  aber  auch  in  jedem  Falle  einen  von 
beiden  bewirkt,  so  sei 

2ma  =  A  2na  =  M 

also  M  der  möglichst  gröfste  Fehler,  wenn  alle  Fehler-Ursachen 
auf  eine  Seite  fallen.    Es  wird  dann 


^^   ^      l/nn 
Setzt  man  also 

-T^ hh  oder  —  =  (Ä.2a)2 

M2a  n 

80  wird 

t^(A)==-*-«-**^^2a 
^^    '      y/n 

für  den  Fall,  dafs  die  Fehler  um  die  Gröfse  2a  i sprungweise 
wachsen.  Bei  einerlei  a  verhalten  sich  folglich,  bei  verschiedenen 
Gattungen  von  Beobachtungen,  die  h  umgekehrt  wie  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  gröfstmöglichsten  Fehlem,  oder  die  Quadratwurzel 
aus  der  Anzahl  der  Fehler-Ursachen,  die  dabei  concurriren. 

Da  zwischen  k{2a)  und  (fe  +  l)2a  keine  Fehler  vorkommen 

16* 
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können,  so  lange  man  discrete  Fehler  annimmt,  so  maÜB  die  flr 
ft(2a)  gefdndene  Wahrscheinlichkeit  f&r  den  ganzen  Baum  tob 
(2Zc~l)a  bis  (2&+l)a  als  geltend  angenommen  werden«  wenn 
man  zu  continoirlichen  Fehlem  fortschreiten  wiU,  woraus,  wenn  2a 
unendlich  klein  =  d  A  angenommen  wird,  sich  von  selbst  ergiebt,  daÜB 

die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  ausdruckt,  die  zwischen  A  und 
A  +  dA  liegen,  wenn  die  Fehler  als  continuirlich  angesehen  werden. 
Die  Hypothese,  welche  der  Herr  Geheime  Oberbaurath  Hagen, 
nicht  zum  Beweise,  sondern  zur  Yeranschaulichung  des  Gesetzes 
der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  aufgestellt  hat,  empfiehlt  sieh 
in  mehrfacher  Hinsicht  für  diesen  Zweck.  Sie  l&fst  gewissermafsai 
ahnden,  wie  auch  bei  den  Fehlem  der  Beobachtungen  eine  grö&ere 
Anzahl  von  Elementen,  bei  denen  wir  absolute  Buhe  yoraossetzen, 
durch  ihre  Schwingungen,  wie  sie  überall  in  der  Natur  sich  finden, 
die  gröfseren  und  kleineren  Fehler  bewirken  können.  Selbst  das, 
was  dabei  am  befremdendsten  erscheinen  kann,  dafis  jedem  Ele- 
mente eine  gleich  grofse  Schwingung  beigelegt  wird,  ist  naher 
betrachtet  nicht  so  aufTallend,  als  es  zuerst  erscheint  Jede  Th&tig- 
keit,  sei  es  des  Körpers  oder  Geistes,  bedingt  das  Zusammen- 
wirken einer  so  unendlich  grofsen  Anzahl  von  Theilchen,  dab, 
wenn  über  die  Zahl  derselben,  wie  hier,  nichts  festgesetzt  wird, 
die  Unterschiede  in  ihren  Wirkungen,  deren  jede  eine  geringe  ist 
als  verschwindend  in  dem  Endresultat  angesehen  werden  könnet 
Man  erhält  so  das  Bild,  als  werde  die  Wahrheit  durch  eine  gerade 
Linie  vorgestellt,  deren  elementare  Theile  wir  nie  völlig  an  ihrer 
richtigen  Stelle  wahrnehmen  können,  sondern  entweder  nach  der 
einen  oder  nach  der  andern  Seite  hin  abweichend,  wobei  der 
üeberschufs  der  Abweichungen  auf  der  einen  gegen  die  andere 
Seite  verglichen,  unserm  getrübten  Blicke  nie  die  richtige  Lage 
wirklich  erblicken,  sondern  nur,  wenn  er  sich  vernichtet,  annehmen 
lassen;  dafs  das  Bild,  was  wir  gesehen,  der  Wahrheit  nahe  kom- 
men möge. 


F 
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Zorn  Schlüsse  erlaube  ich  mir  noch  auf  eine  Stelle  in  meiner 
Mheren  Darstellung  zurftckzukommen,  die  eine  Milsdeatang  er- 
fahren hat  Ich  hatte  9)(A)  definirt  als  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Fehlers  A  bei  discreten  Fehlem,  woraus  von  selbst  folgt 

O...ao 

:Sy(A)  =  l. 

Bei  dem  üebergange  zu  continuirlichen  Fehlem  hatte  ich  kurz  er- 
wähnt, dafs  man  in  diesem  Falle  diese  Oleichung  ersetzt  durch 

Jy(A)dA  =  1. 

0 

Weniger  einem  Mifsverständnifs  ausgesetzt  wäre  dieser  üebergang 
gewesen,  wenn  bei  Annahme  des  constanten  Intervalls  zwischen 
zwei  discreten  Fehlem  «^^  o»  die  Wahrscheinlichkeit  eines  discreten 
Fehlers  »a}9)(A)  angenommen  wäre,  woraus 

O...ao 

:^ai5p(A)  =  l, 

welches  bei  unendlich  kleinem  <o  sogleich  in  das  Integral  übergeht 
Es  muls  nämlich  in  dem  Ausdmcke  der  Wahrscheinlichkeit  eines 
discreten  Fehlers  die  GrOfse  der  Intervalle  nothwendig  als  Factor 
aufgenommen  werden,  da  bei  einer  bestimmten  Gattung  von  Beob- 
achtungen, fOr  welche  <|p(A)  als  gegeben  angenommen  wird,  die 
Wahrscheinlichkeit  eines  bestimmten  Fehlers  von  der  Gröijse  des 
Intervalls  abhängt.  Theilt  man  die  Differenz  zwischen  der  änfser- 
sten  negativen  und  äufsersten  positiven  Grenze  der  Fehler  —  a  bis 
+  a  in  mTheile,  so  dafs  2a»mai,  und  nimmt  eine  bestimmte  An- 
zahl von  Beobachtungen  N  an,  so  vertheilen  diese  sich  auf  m  + 1 
Punkte  bei  discreten  Fehlern,  woraus  sich  die  Wahrscheinlichkeit 
f&r  ein  bestimmtes  A  ergiebt    Hätte  man  dieselbe  Differenz  in 

2m  Tbeile  getheilt,  so  dafs  2a  =  2m-2-,  so  würden  die  N  Beob- 
achtungen sich  auf  2m +  1  Punkte  vertheilt  haben,  und  folglich 
die  Zahl  der  Fälle,  in  denen  ein  bestimmtes  A  stattfindet,  um  so 
näher  nur  halb  so  grofs  wie  früher  gewesen  sein,  je  gröfser  die 
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Zahl  m  oder  je  kleiner  das  davon  abhängige  <o  ist.  Es  ist  des- 
halb der  Aasdmck  f&r  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  A  bei 
discreten  Fehlem  bestimmter  zu  nehmen  » co9)(A)  fftr  das  Intervall 
o),  das  letztere  natürlich  in  denselben  Einheiten  ausgedrückt  wie  A. 
Diese  Wahrscheinlichkeit  erstreckt  sich  dann  bei  der  Vorbereitung 
zu  continuirlichen  Fehlem  und  kleinem  o»  auf  alle  Fehler,  die  von 
A— ^cü  bis  A+i<»  etwa  stattfinden  könnten. 

Es  geht  übrigens  die  Annahme  fa(p{ä)  über  in  9»(A)  allein,  wenn 
(0  » 1  ist,  oder  wenn  als  Einheit  bei  dem  Ausdrucke  von  A  diese 
Gröfse  o)  angenommen  worden  ist,  so  dafs  die  in  der  früheren  Dar- 
stellung angewandte  Form  ebenfaUs  richtig  ist,  sobald  als  Einheit 
bei  A  die  Gröfse  des  Intervalls  zum  Grunde  gelegt  wird,  um  welche 
die  discreten  Fehler  springen. 


Beitrag  zur  Begründung  der  Methode  der  kleinsten 

Quadrate.*) 

In  den  Turiner  Memoiren  T.  V.  pg.  167  seqq.  findet  sich  eine 
Abhandlung  von  Lagrange:  ;.Äwr  VtitiliU  de  la  mithode  de  prendre 
le  müieu  entre  les  risultats  de  pltisieurs  observations" y  welche  jetzt 
weniger  bekannt  zu  sein  scheint,  da  sie  nur  einmal  von  Lacroix 
in  seinem  kleinen  Lehrbuch  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  er- 
wähnt gefunden  wird.  Die  Behandlung  der  angedeuteten  Aufgabe 
in  derselben  hat  insofern  ein  grofses  Interesse,  als  sie  die  An- 
wendung der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  eine   solche  Form 


*)  Am  8.  December  1831  hat  Encke  in  der  Akademie  einen  Aufsatz  ge- 
lesen: „Ueber  die  Begründung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate'^  von 
dessen  Aufnahme  in  diese  Sammlung  abgesehen  werden  konnte,  weil  Encke 
selbst  in  dem  ersten  in  diesem  Band  enthaltenen  Aufsatz  den  wesentlichen 
Inhalt  der  erwähnten  Arbeit  fast  wörtlich  wiedergegeben  hat.  Siehe  pag. 
12—15  dieses  Bandes.  Der  oben  abgedruckte  Aufsatz  ist  aufgenommen 
worden,  weil  er  wohl  geeignet  scheint,  den  Leser  über  Ziel  und  Zweck  des 
vorhergehenden  auf  pag.  201  kurz  zu  orientiren. 
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bringt,  wie  sie  bei  anderen  Anwendungen  gebränchlich  ist,  und 
sonach  wesentlich  zur  Erlftnterang  dieses  speciellen  Falles  bei- 
trägt   Bezeichnet  man  mit  dem  Namen  Wfirfel  solche  Prismen 
von  beliebig  vielen  Seitenflächen,  bei  denen  auf  irgend  eine  Weise 
vermieden  ist,  daTs  sie  auf  die  Endflächen  fallen  können,  so  führt 
Lagrange  die  Aufgabe  darauf  zurück,  dafs  man  die  Wahrschein- 
lichkeit sucht,  mit  welcher  man  hoffen  kanut  bei  einer  beliebigen 
Anzahl   von   Wflrfeln,    deren    Seitenflächen    mit    negativen   und 
positiven  Zahlen,  sowie  auch  der  Null,  bezeichnet  sind,  einen  Wurf 
zu  thun,  bei  welchem  die  Summe  der  obenstehenden  Zahlen  gleich 
Null  wird.    Er  leitet  hieraus  durch  Induction,  aber  sonst  strenge, 
ab,  dafs  das  arithmetische  Mittel  aus  einer  Anzahl  von  Beobach- 
tungen von  gleicher  Gflte   das  wahrscheinlichste  Resultat  giebt, 
und  knüpft  an  diesen  Satz,  den  auch  Gaufs  bei  seinen  Arbeiten 
über  die  Theorie  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  einmal  (in 
der  Theoria  motus  corp.  coel.)  benutzt  hat,  Betrachtungen,  die 
eigentlich  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  schon  impliciren, 
wenn  man  sie  etwas  weiter  verfolgt,  wie  z.  B.  die  Analogie  mit 
den  Eigenschaften  des  Schwerpunkts,  sowie  auch  der  Gebrauch 
des  Wortes  «Gewicht  eines  Resultates''  andeutet. 

Bei  den  ganz  hiermit  analogen  Betrachtungen,  welche  unser 
Mitglied,  Herr  Hagen,  in  seinem  Buche  über  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung angestellt  hat,  läfst  sich  fragen,  welches  Würfelspiel 
unter  den  bekannten  dasjenige  sein  würde,  bei  welchem  die  ver- 
schiedenen möglichen  Würfe  sich  so  vertheilen  würden,  wie  die 
Fehler  bei  den  Beobachtungen  bei  dem  in  neuerer  Zeit  ange- 
nommenen Gesetz.  Herr  Hagen  hat  gezeigt,  dafs  dieses  der  Fall 
sein  würde,  wenn  man  eine  gröfsere  Menge  von  Fehlerursachen 
annähme,  von  denen  jede  entweder  einen  positiven  oder  einen 
negativen  kleinen  Fehler,  von  gleicher  Gröfse  bei  allen,  zu  be- 
wirken vermöchte.  Es  kann  sonach  die  Art,  wie  die  Fehler  bei 
den  Beobachtungen  sich  vertheilen,  reducirt  werden  auf  das  be- 
kannte Spiel  Bild  und  Schrift,  wenn  man  die  eine  Seite  der  auf- 
geworfenen Münze  mit  einem  positiven,   die  andere   mit  einem 
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negativen  Fehler,  von  gleicher  absoluter  Gröüise,  bezeichnet,  und 
eine  hinlänglich  grofse  Anzahl  von  Münzen  jedesmal  gleichzeitig 
anfwirft.  Die  Anzahl  der  Münzen  fUIt  zusammen  mit  der  Anzahl 
der  Fehlerquellen,  und  jede  obenliegende  Flache  giebt  die  Ein* 
Wirkung  an,  welche  eine  einzelne  bestimmte  Fehlerquelle  in  einem 
bestimmten  Falle  ausübte. 

Untersucht  man,  wie  viele  solcher  Fehlerquellen  etwa  erforder-^ 
lieh  sein  möchten,  um  die  Yeriheilung  so  genau  darzustellen,  wie 
auch  bei  der  am  weitesten  Erfahrung  ans  dieser  abgeleitet  oder 
als  wirklich  mit  der  Erfahrung  fibereinstimmend  nachgewiesen 
werden  kann,  so  findet  sich,  dafs  schon  bei  80  Fehlerursachen, 
deren  jede  immer  entweder  einen  positiven  oder  einen  negativen 
kleinen  Fehler,  und  zwar  beide  sowohl  unter  sich  als  auch  bei 
jeder  einzelnen  Fehlerursache  von  derselben  absoluten  GrOfise,  be- 
wirkt. Alles  erreicht  wird,  was  irgend  aus  der  Erfahrung  abge- 
lötet werden  kann. 

Die  Entstehung  der  Fehler  im  Allgemeinen  kann  sonach  aus 
den  Schwingungen  einer  gar  nicht  sehr  bedeutenden  Anzahl  von 
Elementen  erklärt  werden,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dafs 
hier  nur  solche  Fehler  in  Betracht  kommen,  welche  recht  eigent- 
lich in  das  Gebiet  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  fallen,  bei 
welchen  also  ein  nachweisbarer  Grund  der  Entstehung  nicht  an- 
genommen werden  kann. 


Drack  von  G.  Bernstein  in  Berlin. 
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Vorwort 


Mit  diesem  dritten  Bande  schliefst  die  Reihe  derjenigen  Encke- 
schen  Abhandlangen  ab;  deren  erneute  YeröffenÜichung  als  zweck- 
m&fsig  erschienen  ist.  Man  wird  unter  den  in  diesem  Bande  ent- 
haltenen Abhandlungen  jene  über  Bestimmung  von  Planetenbahnen 
und  über  specielle  Strömungen  nur  da  vermissen,  wo  die  Weiter- 
bildung nicht  bekannt  ist,  welche  diese  Darstellungen  in  den  An- 
hängen zu  den  Berliner  Astronomischen  Jahrbfichem  f&r  187  7^  78^ 
79,  81  und  87  durch  Herrn  Prof.  Tietjen  erfahren  haben. 

Berlin  1888,  Deceniber. 

Oravelius. 


lieber  den  Spiegelsextanten. 


Bei  den  Reflexions -Instrumenten  geschieht  die  Messung  des 
Winkels  durch  Coincidenz  eines  direct  vom  Gegenstande  in  das 
Auge  kommen  den,  und  eines  zweiten  ein  oder  mehre  Male  reflectirten 
Lichtstrahls.  Die  Coincidenz  ersetzt  das  zweite  Zielen  der  ein- 
fachen Winkelinstrumente  y  und  macht  die  Untersuchung  unnöthig; 
ob  während  der  zweiten  Operation  der  durch  die  erste  Ablesung 
bestimmte  Halbmesser  unwandelbar  fest,  oder  doch  sich  parallel 
geblieben  ist.  Da  es  hier  blofs  auf  die  Winkel  der  verschiedenen 
Linien  unter  sich,  nicht  auf  ihre  absolute  Lage  im  Baume  an- 
kommt, so  wird  es  erlaubt  sein,  statt  der  wirklichen  Linien  lauter 
Parallelen  durch  einen  bestimmten  Punkt  zu  legen,  und  so  die  vor- 
kommenden Aufgaben  in  das  Gebiet  der  sph&rischen  Trigonometrie 
za  ziehen. 

JBs  sei  also  Fig.  1  0  der  Mittelpunkt  der  Theüung,  und  um 
diesen  Punkt  eine  Engel  mit  willkürlichem  Halbmesser  beschrie- 
ben. Die  getheilte  Ebene  des  Sextanten  wird  auf  derselben  einen 
gröfsten  Kreis  abschneiden.  Soll  fBr  jeden  Winkel  die  Theilung 
den  richtigen  Werth  angeben,  so  müssen  der  directe  Strahl  und 
der  reflectirte,  der  hier  die  Stelle  des  zweiten  Pointirens  vertritt, 
völlig  in  derselben  liegen;  woraus  die  Bedingungen  für  die  fehler- 
freie Messung  hervorgehen:  Parallelismus  der  Gesichtslinie  des  Fem- 
rohrs mit  der  Sextantenebene,  und  senkrechte  Stellung  beider  Spiegel 
auf  derselben.  Li  dieser  Voraussetzung  sei  0  ^  die  der  Gesichts- 
linie parallele  Gerade  durch  0,  femer  seijp  der  Pol  der  Ebene,  welche 
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Fig.  1 


dem  kleinen  Spiegel  parallel  ist,  und  zwar  der  Pol,  welcher  der 
Rückseite  des  Spiegels  entspricht,  eben  so  P  für  den  groCsen  Spie- 
gel,  bei  diesem  aber  der  Pol  der 
reflectirenden  Fläche.  Vermöge  der 
Annahme  fallen  AyP  in  den  groUBteo 
Kreis   der  Ebene  des  Sextanten. 
Um    die    Gegenstände   zu    finden, 
welche  bei  dieser  Stellang  der  Spie- 
gel gemessen  werden,  lasse  man 
die  Lichtstrahlen  nicht  in  der  Bich- 
tang,  die  sie  wirklich  haben,  yon 
dem    Gegenstande    in   das    Auge 
kommen,  sondern  verfolge  sie  in  der 
entgegen  gesetzten  vom  Ange  aus.    Bekanntlich  ist  der  Weg  des 
Lichtes  bei  Yertanschnng  des  leuchtenden  nnd  erleuchteten  Pimktes 
stets  der  nämliche.    Der  directe  Strahl  hat  dann  die  Richtung  OÄ, 
der  mit  ihm  coincidirende  doppelt  reflectirte  anfangs  dieselbe.  Er 
trifft  auf  derselben  den  kleinen  Spiegel,  und  wird  von  diesem  auf  den 
grofsen  zurückgeworfen.    Nimmt  man  p  B  auf  der  andern  Seite  tob 
2>  gleich  pÄ  in  dem  gröfsten  Kreise  der  Sextantenebene,  so  wird 
B  0  der  Weg  nach  der  ersten  Reflexion  sein.    Auf  dieselbe  Weise 
wird  OC  der  Weg  nach  der  zweiten  Reflexion  sein,  wenn  man  PC 
=  PB  auf  der  andern  Seite  von  P  nimmt.    Die  gemessenen  Ob- 
jecte  sind  A  und  C 

Aus  dieser  Gonstruction  ergiebt  sich  sogleich  das  Gesetz,  voa 
welchem  die  Messung  des  Winkels  abhängt  Denn  da  jp  den  Bo- 
gen AB,  P  den  Bogen  B C  halbirt,  so  ist 

pP=iAC 
oder  der  Winkel  der  beiden  Spiegelpole,  identisch  mit  dem  der 
Spiegelebenen,  ist  stets  die  Hälfte  des  wirklichen  Winkels.   Auf 
dem   Sextanten  sind  immer  schon  die  doppelten  Winkel  ange- 
sclmeben. 

Man  kann  auf  dieselbe  Weise  den  Weg  eines  Lichtstrahls  naeh 
drei,  vier  oder  so  vielen  Reflexionen  als  man  will  verfolgen.  Nur 
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möchte  dann  die  analytische  Form  bequemer  sein,  und  die  Formeln 
an  Symmetrie  gewinnen,  wenn  man  stets  dieselben  Pole,  seien  es 
die  der  reflectirenden  Fläche  ab-  oder  zugewendeten,  benutzte,  so 
wie  auch  die  Eintritte  oder  Austritte  aus  der  Engel  bei  dem 
Strahle. 

Die  Fehler,  welche  man  bei  dieser  Messung  begehen  kann, 
abgesehen  von  den  zuf&Iligen  Beobachtungsfehlem,  sind  zum  Theil 
in  der  Natur  des  Instrumentes  begründet.  Hieher  gehören  die 
Excentricit&ts-  und  Theilungsfehler;  welche  bei  einem  guten  In- 
strumente nur  durch  ungewöhnlich  genaue  mechanische  Hülfsmittel 
ausgemittelt  werden  können.  Nachmessung  bekannter  Winkel, 
Bundmessung  des  Horizonts,  wenn  sich  die  Gelegenheit  dazu  findet, 
sind  die  Mittel,  durch  welche  man  sich  in  gewöhnlichen  Fällen  von 
dem  Vorhandensein  und  der  ungefähren  Gröfse  dieser  Fehler  äber- 
zeugen  kann.  Andere  Fehlerquellen  entstehen  aus  der  ünvoU- 
kommenheit  des  Materials,  und  werden  ganz  vielleicht  bei  keinem 
Instrumente  fehlen,  bei  den  besseren  aber  wenigstens  in  enge  Gren- 
zen eingeschlossen  sein.  Hieher  kann  man  die  Schwierigkeit  rech- 
nen, ganz  ebene  und,  bei  den  zwei  reflectirenden  Flächen,  von 
aller  prismatischen  Gestalt  freie  gläserne  Spiegel  zu  schleifen. 
Möglichste  Deutlichkeit  der  Bilder  kann  Ober  die  Güte  der  Spiegel 
entscheiden,  und  wenn  auch  das  Nachfolgende  einen  Weg  angiebt, 
auf  welchem  man  die  Fehler  der  prismatischen  Gestalt  in  Rech- 
nung ziehen  könnte,  so  würde  es  doch  unnütz  sein,  darauf  Bück- 
sicht zu  nehmen,  da  man  genaue  Messungen  doch  bei  einer  solchen 
Beschaffenheit  nicht  erhalten  kann.  Auch  die  Farbengläser  bei 
Sonnenbeobachtnngen  können  nachtheilig  wirken.  Kann  man  sie 
in  entgegengesetzten  Lagen  anwenden,  oder  bestimmt  man  den 
Fehler  des  Index  mit  und  ohne  Farbengläser,  so  wird  man  auf  die 
Gröfse  des  durch  sie  bewirkten  Irrthums  schliessen  können.  Er 
wird  ganz  unschädlich,  wenn  man  den  Fehler  des  Index  mit  den- 
selben Farbengläsem  bestimmt,  mit  welchen  man  misst.  In  allen 
diesen  Punkten  wird  man  sich  auf  die  Genauigkeit  des  Künstlers, 

bei  nicht  zu  grofsen  Abweichungen,  verlassen  müssen. 

1* 


} 
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Die  dann  noch  zurQckbleibenden  Fehler  entspringen  aus  der 
NichterfflUang  der  oben  angegebenen  drei  Bedingungen. 

Es  sei  nan  der  Sextant  mit  allen  drei  Fehlern  zugleich  be- 
haftet, des  Nicht-Parallelismns  der  Gesichtslinie  nnd  der  geneigten 
Stellung  beider  Spiegel  gegen  die  getheilte  Ebene,  so  sei  wiederum 
in  Fig.  2.  £(7  die  Ebene  des  Sextanten,  und  die  gleichen  Buch- 
staben mögen  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  Fig.  1  haben.  Wenn  Q  der 
Pol  der  Sextantenebene,  so  wird 
jetzt  die  Parallele  der  Oesichts- 
linie  nicht  OÄ  sein,  sondern  sie 
sei  OA'y  wo  A'  in  dem  gröfsten 
Kreise  QA  liegt  Der  Bogen  AA' 
die  Neigung  der  GesichtsliniCt 
heifse  L  Eben  so  falle  der  Pol  des 
kleinen  Spiegels  in  p\  der  des 
grofsen  in  P,  beide  Punkte  in  den 
gröfsten  Kreisen  Qp  und  QP.  Man 
bezeichne  diese  Neigungen  des  kleinen  Spiegels,  jppS  und  des  grofsen, 
PP^  durch  k  und  l.  Die  Gröfsen  ^;  k,  l  sollen  positiv  sein,  wenn 
die  Punkte  A\  p*,  P  oberhalb  der  getheilten  Fläche  liegen. 

Bei  dieser  Stellung  wird  man  immer  noch  den  Bogen  pP  =  a^ 
oder  in  der  Wirklichkeit  2  a  ablesen,  allein  man  l&sst  nicht  mehr 
die  Lichtstrahlen  von  A  und  C  coincidiren.  um  die  Objecte  zu 
finden,  fttr  welche  die  Coincidenz  stattfindet,  gehe  man  denselben 
Weg  wie  oben.  Das  direct  gesehene  ist  A'.  Man  lege  durch  A^ 
und  p*  einen  gröfsten  Kreis,  und  nehme  auf  ihm  p' B*  =p*A'  auf 
der  andern  Seite  von  p*;  eben  so  lege  man  durch  den  so  bestimmten 
Punkt  B*  und  P  einen  gröfsten  Kreis,  und  nehme  in  ihm  auf  die* 
selbe  Weise  O  P  =  B'  P.  Es  wird  dann  O  das  zweite  Object. 
Der  Bogen  A^O  ist  der  Winkel,  den  man  messen  will,  und  wenn 
man  diesen  durch  2  a'  bezeichnet,  so  wird  die  Gorrection  des  auf 
dem  Sextanten  abgelesenen  Winkels 

2  («'  -  a). 


Fig.  9 
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In  dem  so  gebildeten  sphftrischen  Dreieck  A*B*0  sind  zwei 
Seiten  darch  die  Punkte  f  und  P*  halbirt,  and  die  relative  Lage 
der  Halbirangspunkte  T  sowie  des  einen  Winkelpunktes  A\  ist 
durch  die  als  bekannt  vorausgesetzten  Oröfsen  %  k,  l,  dem  auf  dem 
Sextanten  abgelesenen  Winkel  j?  Q  P  «=  a,  und  dem  der  Natur  des 
Sextanten  nach  constanten  Winkel  pQÄ^  dem  Complement  der 
Neigung  der  Gesichtslinie  gegen  die  Spiegelebene,  gegeben.  Der 
letztere  Winkel  pQÄ  werde  durch  ß  bezeichnet.  Die  Aufgabe,  aus 
diesen  Daten  A*C  =  2a*  zu  finden ,  die  Basis  des  sphärischen 
Dreiecks,  mufs  vermöge  der  innigen  Verbindung  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie  zu  einfachen  Ausdrücken  fuhren,  da  in 
jener  das  Yerhältnifs  unmittelbar  gegeben  ist. 

Bezeichnet  man  die  den  Winkeln  A*,  B*,  O  gegenüberstehen- 
den Seiten  mit  a,  b,  c,  setzt  p*JP  =  ^  6",  und  den  Winkel  Pp'A' 
=  -B",  so  hat  man  aus  dem  Dreieck  p'B^P  die  Oleichungen: 

cos  \  V*  =      cos  i  a'  cos  i  c'  -f-  sin  i  a'  sin  i  c*  cos  B*. 
sin  i  6"  sin  B**  =      sin  i  a'  sin  B*. 
sin  ^  V*  cos  -B"  =  —  sin  i  &  cos  i  a'  -h  cos  1  &  sin  i  a'  cos  B\ 

Da        cos  V  =  cos  a'  cos  c'  -f-  sin  a'  sin  c'  cos  -B', 
cosft"  =  cosi6"2-8inii"«, 
so  erhält  man  aus  der  Quadrirung  dieser  Gleichungen,  nach  einigen 
kleinen  BrOductionen: 

cos  J"  =  cos  6'  —  2  sin  i  c'^  sin  \  a'^  sin  B*^ 
=  cos  i'  -  2  sin  1  c'a  sin  i  6"«  sin  B"«. 

Ein  Ausdruck,  der,  wenn  man  das  Perpendikel,  von  A*  oder  B'  auf 
p'  P*  gefällt,  mit  n  bezeichnen  wollte,  sich  auch  so  schreiben  lassen 

würde: 

sin  1  6'  =  sin  \  b**  cos  n 

unter  welcher  Form  er  mit  dem  ebenen  Ausdruck  zusammenfällt. 

Den  obigen  Bezeichnungen  zufolge  wird 

V   =2af,         &  =  2  p*  A',  J"  =  2p'  B 
&'  =  Qp'A'^Qp'B 

und  aus  den  Dreiecken  Qp'A'  und  Qp*JP*  hat  man  die  Gleichungen: 
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COS  i  c'      »  sin  2;  sin  t  +  cos  ft  cos  i  cos  ß 
sin  i  c*  sin  Qp'Ä*  «  cos  i  sin  ß 
sin  i  &  cos  Qp*Ä*  ^  cos  ik  sin  •  —  sin  /c  cos  i  cMß 

cos  i  6^'     =  sin  Ac  sin  2  +  cos  &  cos  l  cos  « 
sin  i  Ä"  sin  Qjp'P*  =«  cos  Z  sin  « 
sin  i  6^'  cos  Qp'P*  «  cos  fc  sin  {  —  sin  ft  cos  l  cos  «. 

Ans  den  let2ten  drei  erbftlt  man: 

cos  ft"  ==  1  —  2  sin  o"  cos  P  —  2  (sin  Z  cos  i  —  sin  i  cos  Z  cos  «)* 
=  cos  2  a  -h  2  sin  a"  sin  P  —  2  (sin  Z  cos  fe  —  sin  k  cos  Z  cos  «)* 

nnd  ans  der  zweiten,  dritten,  fünften  nnd  sechsten  wird: 

Icos  i  cos  A;  sin  2  sin  /? 

+  cos  i  cos  l  sin  k  sin  («  —  ß) 

—  cos  /^  cos  l  sin  t  sin  a 
worans,  da 

cos  2  a'  =  cos  b"  +  2  sin  i  c'"  sin  i  6'"  sin  B"' 

die  strenge  Formel  folgt: 

sin  {a'  —  a)  sin  («'  -h  «)  «= 
{  -  cos  P  (tg  Z  sin  a)»  (A) 

+  cos  fc*  cos  P  (tg  Z  —  tg  &  cos  ccy 

—  cos  i"  cos  *■  cos  P  {tglsiaß  +  tgk  sin  («  —  /^)  —  tg  i  sin  a)»| 

Die  Gröfsen  i  nnd  k  sind  der  Natnr  des  Sextanten  nach  con- 
stant,  so  lange  keine  Aendemng  mit  dem  Instrumente  vorgenom- 
men wird.  Die  Gröfse  l  kann  aber  mit  dem  Winkel  veränderlich 
sein.  Ihr  Verschwinden  hängt  von  den  zwei  BediDgangen  ab,  dafs 
die  ümdrehnngsaxe  senkrecht,  nnd  die  reflectirende  Fläche  der 
ümdrehnngsaxe  parallel  ist.  Ist  die  erste  Bedingung  erfEUlt,  aber 
nicht  die  zweite,  so  beschreibt  der  Pol  einen  der  Ebene  des  Sex- 
tanten parallelen  kleinen  Ej-eis,  und  l  ist  constant.  Findet  die 
zweite  Bedingung  statt,  ohne  die  erste,  so  beschreibt  der  Pol  einen 
gegen  die  Ebene  geneigten  gröfsten  Kreis,  und  {  ist  mit  dem  Win- 
kel veränderlich.  Sind  beide  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  be- 
schreibt er  einen  gegen  die  Ebene  geneigten  kleinen  Kreis,  und  l 
ist  ebenfalls  variabel. 
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Nimmt  man  den  letzteren  allgemeinsten  Fall,  nnd  nennt  y  die 
Entfernnng  des  Punktes  vom  Pole  der  Sextantenebene,  in  welchem 
die  oberhalb  verlängerte  ümdrehnngsaze  die  Kugel  trifft,  so  wie 
u  den  Winkel  am  Pol,  gezählt  in  dem  Sinne  der  Theilung,  zwischen 
dem  Bogen  y  und  Qjp^  femer  d  die  Neigung  der  Spiegelfläche 
gegen  die  Umdrehungsaze,  positiv,  wenn  ihr  Pol  oberhalb  der  auf 
der  ümdrehnngsaze  senkrechten  Ebene  fällt,  so  hat  man  die  Glei- 
chung : 

sin  <f  =  sin  Z  cos  r  H-  cos  Z  sin  y  cos  (m  —  a). 

Zur  Bestimmung  der  Gröfsen  <f,  y^  ^  wfirde  man  drei  l  nebst  den 
zugehörigen  a  kennen  müssen,  und  die  Aufgabe  dann  zusammen- 
fallen mit  der  Bestimmung  der  Rotation  der  Sonne  aus  Sonnen- 
flecken, oder  der  Aufgabe  aus  drei  unbekannten  aber  gleichen  Hö- 
hen Zeit,  Polhöhe  und  Höhe  zu  finden,  wovon  in  der  Monatlichen 
Corresp.  1808  Octb.  sich  die  elegante  Auflösung  des  Hm.  Hofr. 
6  aufs  befindet.  In  dem  gegenwärtigen  Falle  erlaubt  die  E^lein- 
heit  der  Grössen  y  und  d  und  die  Möglichkeit,  die  verschiedenen 
a  sehr  scharf  zu  nehmen,  eine  Abkfirzung. 

Fast  alle  Sextanten  erlauben  noch  eine  Messung  von  120^. 
Bringt  man  also  den  Spiegel  in  die  drei  Lagen,  wo  man  0^  60^  und 
120^  abliest,  und  bestimmt  in  jeder  Lage  das  zugehörige  Z,  so  hat  man : 

a  =  0°  Z  =  Zo 
a  =  30P  l^\ 
a  =  60°    l^l^ 

und  dann  mit  flberflflssiger  Schärfe: 

d  =  (2  Zo  -  3  ?i  4-  2  Za)  4-  (Zo  -  2  ?i  +  Za)  1/  3 
/^  sin  w  =  (  Zo  -  2  Zi  +  Za)  -h  (Zo  -  Z^  )  1/  3 
7^  cos  tt  =  (    Zo  —  3  Zi  +  2  Z2)  +  (Zo  -  2  Zi  -f-  Zg)  1/3 

Bei  prismatischen  Spiegeln  würde  man  hierdurch  die  gegen- 
seitige Lage  der  beiden  Ebenen  bestimmen  können,  wenn  sich  die 
Bilder  unterscheiden  liefsen. 

Das  Bisherige  kommt  nur  in  Anwendung,  wenn  man  die  Mittel 
und  den  besonderen  Zweck  hat,  alles  auf  das  schärfste  bestimmen 
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ZU  wollen.  Für  den  Oebraach  des  Sextanten  kann  man  sich  mit 
Näherungen  begnügen. 

Bei  den  neueren  Sextanten  sind  die  Correctionsschrauben  fftr 
die  Stellung  des  grofsen  Spiegels  ganz  weggelassen.  Der  Künstler 
wird  bei  einem  guten  Instrumente  sich  die  möglichste  Mühe  ge- 
geben haben,  die  ümdrehungsaxe  senkrecht  auf  die  Ebene  zu  stel- 
len, so  dafs  in  der  Gleichung 

l^  S  —  y  cos  {u—  a) 

das  letzte  Glied  vemachlftssigt,  oder  doch,  bei  dem  ohnehin  kleinen 
Einflüsse  von  l,  die  Aenderungen  desselben  aufser  Acht  gelassen 
werden  können.  Aufserdem  ist  die  einfachste  und  zugleich  mit 
grofser  Schärfe  anzustellende  Berichtigung  die,  dafs  man  durch 
Deckung  der  beiden  Bilder  desselben  terrestrischen  Objects  den 
kleinen  Spiegel  dem  grofsen  parallel  stellt,  für  a  ungefähr  =0. 
Setzt  man  also  diese  Berichtigung  voraus,  so  wird  k^^l,  und  l  wird 
als  constant  angesehen  werden  können.  Damit  wird  die  Formel  ( A) : 

.    ,  ,       .        .,  --     ,  —  sin  P  (cos  a  -f-  sin  P  sin  \  «") 


;in  («'  —  a)  =  .    .  / — r  I 

'     sm  («'  -h  a)  I  _ 


cos  i*  cos  P  (tg  ?  cos  (i  « — /J) — tg»  cos  \  «)'. 
Nennt  man  jetzt  den  auf  dem  Sextanten  abgelesenen  Winkel «,  wo 

und  erlaubt  sich  die  immer  gestatteten  Vernachlässigungen,   so 
wird  die  Correction  von  s: 

(B)  A«  =  -  2  tg  i  s  {  P  +  sec  i  s  (i  cos  U  «  -  /»)  -  i  cos  i  s)» } 

Die  Yergleichung  mit  den  Vorschriften  in  Bohnenb erger 
zeigt,  wie  sich  erwarten  liefs,  eine  völlige  Uebereinstimmung. 
Für 

wird  aus  (B) 

^«  =  -  t«  tg  i  8.  (Bohnenb.  p.  123.) 

Für 

i  =  0  und  i  =  0 
wird  aus  (A) 

/      ^       M  cos  a*  —  sin  (a  —  /^' 


a 


-a  =  k» 


lolglich  sin  2  a 
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^  2  C08  /?  cos  (8—ß)  ^, 

sin  3 

tgs 

Der  letztere  Theil,  constant  für  alle  Winkel,  fällt  weg,  weil  er 
auch  bei  Bestimmang  des  Indexfehlers  derselbe  ist.  Die  Formel 
wird  dann  übereinstimmend  mit  Bohnenb.  p.  132. 

Bei  dem  dritten  Fall,  den  Bohnenb.  §88  behandelt,  mofs  man 
bemerken,  dass  wenn  k  —  l,  und  l  constant,  aofserdem  aber  noch 
die  Gesichtslinie  des  Femrohrs  in  der  Ebene  liegen  soll,  welche 
beide  Spiegel  senkrecht  durchschneidet,  i  mit  dem  Winkel  verän- 
derlich ist.  Denn  jeder  Punkt  P*  eines  kleinen  Kreises  giebt  mit 
dem  festen  Ponkte  p'  einen  andern  gröfsten  Kreis,  in  welchem  A* 
jedesmal  liegen  soll.    Bestimmt  man  unter  diesen  Bedingungen  i, 

80  wird  man  erhalten: 

.     .      cos  {\  8  —  ß)  .     j 

tg  e  == ^^— 1 — =-^  tg  l 

^  cos  i «       ^ 

hiedurch  fällt  das  letzte  Glied  in  (B)  ganz  weg  und  die  Correction  wird 

As  ==  —  2  Z*  tg  i  »         Bohnenb.  p.  129. 

Man  könnte  daher  die  Formel  (B)  auch  so  schreiben:  Es  sei  i^  die 
Erhöhung  des  Punktes  über  der  Ebene  der  Sextanten,  wo  der 
durch  beide  Spiegelpole  gelegte  gröÜBte  Kreis  die  Yerticalebene  des 
Sextanten  trifft,  in  welcher  das  direct  gesehene  Object  liegt,  so  ist: 

A «  =  -  (i  *  - 1)2  tg  i  5  -  2  tg  i  » •  «^. 

Man  sieht  aus  dieser  Form,  dafs  wenn  die  Fehler  nicht  zugleich, 
sondern  jeder  einzeln  betrachtet  worden  wäre,  und  die  Einwir- 
kungen nachher  zusammen  addirt,  der  einzige  Unterschied  gewesen 
sein  würde,  dafs  f^  =  0  gesetzt  wäre. 

Der  eingeführte  Winkel  ß  wird  zwar  bei  Winkelmessungen 
unmittelbar  nicht  gebraucht.  Aufser  seinem  Gebrauch  bei  den  Cor- 
rectionsformeln  kommt  er  indessen  bei  einigen  Anwendungen  noch  vor, 
so  dafs  es  der  Mfihe  werth  ist,  ihn  für  jeden  Sextanten  auszumitteln. 

So  bestimmt  er  z.  B.  die  Grenze,  bis  zu  welcher  man  noch  mit 
dem  Sextanten  Winkel  messen  kann.   Alle  Reflexion  hört  auf,  wenn 
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der  grofse  Spiegel  gegen  den  kleinen  nm  90P—  ß  geneigt  ist  Die 
Grenze  der  Messung  ist  folglich  180^  — 2/?,  aus  welchem  Qnmde 
auch  bei  den  meisten  Sextanten  ß  ziemlich  von  gleicher  Grölse  ist 
Eben  so  dient  er,  den  Fehler  des  Index,  wenn  man  denselben 
vermittelst  terrestrischer  Objecte  bestimmt,  zu  yerbessem.  Ver- 
steht man  unter  dem  Fehler  des  Index  stets  die  Gröfse,  wdche 
man  yon  jedem  abgelesenen  Winkel  abziehen  mufs,  um  den  rich- 
tigen Werth  zu  erhalten,  eine  Annahme,  durch  welche  ein  Bogen 
auf  dem  Excedens  als  negativ  angesehen  wird,  zeichnet  sich  das 
Dreieck  zwischen  den  beiden  Spiegeln  und  dem  Object,  nennt  die 
Entfernung  des  letzteren  von  dem  kleinen  Spiegel  d^  die  Ent- 
fernung beider  Spiegel  von  einander  f  und  den  bei  der  Coincidem 
abgelesenen  Winkel  q ,  den  wahren  Fehler  des  Index  Cq,  so  hat 
man  die  Gleichung  f  sin  2  /^ 

und  also  /  i  f» 

Co  =  Ci  -4-  -^  sin  2 /? 2^  sin  4 /?  — 

Er  kommt  ebenfalls  vor,  wenn  man  es  der  Mfihe  werth  findet, 
den  Punkt,  fttr  welchen  eigentlich  der  gemessene  Winkel  gilt, 
schärfer  zu  bestimmen.  Die  wirklichen  Lichtstrahlen  werden  sick 
bei  positiver  Ablesung ,  in  der  Verlängerung  der  Gesichtsliuie 
schneiden,  in  dem  Sinne  vom  kleinen  Spiegel  nach  dem  Fernrohre 
genommen.  Nennt  man  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes 
von  dem  kleinen  Spiegel  in  diesem  Sinne  positiv  genommen  ;, 
und  versteht  unter  8  den  noch  nicht  durch  den  Fehler  des  Index 
verbesserten  abgelesenen  Winkel;  so  wird 

^_^8in(s-Co  +  2/?) 


sin  «  —  Co 


-       o  Ä  .    /*  sin  2  /J 


tgS-Co 

woraus  sich  auch  die  Möglichkeit  ergiebt^  wenn  man  f  und  c^  scharf 
genug  bestimmen  könnte,  auf  die  Entfernung  eines  nahen  Objectes 
scblielsen  zu  können. 

Endlich  dient  auch  der  Winkel  ß,  wenn  man  sich  des  Sextan- 
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ten  als  eines  Heliotrops  bedienen  will.  Wenn  in  ¥ig.  1  das  zweite 
Object  C  die  Sonne ,  so  würde  der  Gegenstand ,  welcher  in  der 
Richtung  OB  liegt,  die  reflectirten  Sonnenstrahlen  erhalten.  Soll 
das  Object  Ä  sie  bekommen,  so  ninfs  man  den  Pol  P  in  dem  Sinne 
der  Theilang  nm  ß^  oder,  weil  man  auf  dem  Sextanten  die  doppel- 
ten Winkel  abliest,  die  Alhidade  nm  2/f  vorwärts  bewegen.  Die 
Operationen  sind  also  die  folgenden:  Man  bringt  die  Ebene  des 
Sextanten  in  die  Ebene  des  Objects,  nach  welchem  die  Strahlen 
hingeworfen  werden  sollen,  und  der  Sonne,  mifst  auf  gewöhnliche 
Weise  den  Winkel,  und  bewegt  dann,  ohne  die  Ebene  zu  verän- 
dern,  die  Alhidade  nm  2  /?  über  den  abgelesenen  Theilstrich  hin- 
aus. Es  geht  hieraus  hervor,  dafs  ein  Stativ  durchaus  nothwendig 
ist  So  lange  noch  irgend  ein  Theil  der  Sonnenscheibe  den  Punkt 
des  Fadenkreuzes  erleuchtet,  fflr  welchen  man  den  Winkel  ß  be- 
stimmt hat,  so  lange  wird  das  Object  Licht  erhalten,  ein  Zeitraum, 
der  etwa  2  Minuten  beträgt.  Man  wird  folglich  alle  zwei  oder  drei 
Minuten  die  Operation  des  Winkelmessens  wiederholen  müssen,  und 
dabei,  der  Bewegung  der  Sonne  gemäss,  den  Punkt  nehmen,  der 
zuerst  durch  das  Fadenkreuz  geht  Ist  die  Sonne  das  direct  ge- 
sehene Object,  so  erleichtert  der  unmittelbare  Anblick  die  Beur- 
theilung,  wann  man  von  neuem  einstellen  mufs;  in  dem  andern 
Falle  wird  man  sich  blofs  nach  der  verflossenen  Zeit  richten  kön- 
nen. Diesen  letzteren  Oebrauch  zeigte  mir  Herr  Hofrath  Oaufs 
bei  den  ersten  Versuchen  mit  dem  Heliotrope,  wo  die  eigentlich 
dazu  bestimmten  Instrumente  noch  nicht  fertig  waren.-  Versuche 
auf  eine  Entfernung  von  9  Meilen,  wo  die  Sonne  direct  gesehen 
ward,  gelangen  vollkommen,  und  selbst  Versuche  auf  eine  Entfer- 
nung von  14  Meilen,  unter  den  ungünstigsten  Umständen,  wo  gleich 
nach  Aufgang  der  Sonne  die  letztere  reflectirt  gesehen  ward, 
führten  zu  einem  befriedigenden  Resultate.  Dem  Mangel,  dafs  man 
bei  einem  Sextanten  den  heliotropischen  Oebrauch  nicht  viel  über 
eine  Entfernung  der  Sonne  und  des  Objects  von  90°  wird  ausdeh- 
nen können,  kann  man  durch  einen  gröfseren  Spiegel,  der  das  Son- 
nenbild zurückwirft,  abhelfen. 
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Es  wird  vielleicht  g^t  sein,  hier  noch  eine  Erscheinung  za  er- 
wähnen, die  auf  den  ersten  Anblick  befremden  kann.  HiCst  man 
den  Winkel  von  Objecten,  an  denen  pai*allele  Linien  sichtbar  sind, 
und  bei  denen  die  Winkeldistanz  nicht  zu  klein  ist,  so  werden 
diese  parallelen  Linien  bei  der  Zusammenbringung  der  Bilder  sich 
unter  sehr  merkbaren  Winkeln  schneiden,  sobald  die  Ebene  des 
Sextanten  gegen  diese  Linien  merklich  geneigt  werden  mnls.  Das 
doppelt  reflectirte  Bild  behält  dieselbe  Neigung  gegen  die  Sextan- 
tenebene, in  demselben  Sinne  genommen,  nach  der  zweimaligen 
Reflexion  bei,  aber  eben  deshalb  verlieren  die  Linien  ihren  Fa* 
rallelismus.  Bezeichnet  man  der  Eflrze  wegen,  wie  der  Fall  am 
häufigsten  vorkommt,  die  Ebene,  welche  die  parallelen  Linien  senk- 
recht durchschneidet,  mit  dem  Namen  des  Horizonts,  nennt  die  Er- 
höhung  der  Objecto  über  den  Horizont  h  und  h\  und  bildet  sich 
das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith  und  den  beiden  Objecten,  be- 
zeichnet den  Winkel  am  Zenith  durch  A^  den  inneren  Winkel  am 
directen  Bilde  mit  C,  den  äufsern  am  doppeltreflectirten  Objecte 
mit  B,  so  wird  der  Winkel,  unter  dem  sich  die  verticalen  Bilder 

schneiden  werden, 

B-C. 

Aus  den  Nep ersehen  Analogien  oder  den  Gaufsischen  Formeh 

erhält  man 

und  wenn  man  den  gemessenen  Winkel  s  einführt 

tgi(B-(7)  =  tgingi(Ai  +  A)(/  ^-i_tgi(AiH.A)Btgi^  ) 

Die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  wird  selten  viel  von  1  ver^ 
schieden  sein,  so  dafs  man  sich  mit  den  ersten  beiden  Factorei 
begnügen  kann. 

Wer  im  Besitz  anderer  astronomischen  Hfilfsmittel  ist,  wird 
die  vorkommenden  Constanten  mit  leichter  Mühe  bestimmen.  Hier 
möge  es  genügen  wenigstens  einen  Weg  anzudeuten,  der  nur  ge- 
ringe andere  Mittel,  und  solche  voraussetzt,  die  Jeder  sich  leicht 
verschaffen  kann. 


j 
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ünmngänglich  nothweDdig  ist  ein  Instrument,  wodurch  man  die 
Lage  der  Seztantenebene  bestimmt.  F&r  den  Gebrauch  des  Sex- 
tanten braucht  man  sie  nur  etwa  auf  eine  Minute  genau  zu  haben, 
was  durch  ein  gewöhnliches  Niveau,  oder  auf  anderem  Wege  er- 
reicht werden  kann.  In  der  That  gehören  auch  die  gleich  hohen 
Dioptern,  oder  das  sogenannte  Probierfemrohr,  was  sonst  vorge- 
schlagen wird,  in  die  Categorie  der  Niveaus.  Ffigt  man  zu  dem 
Niveau  noch  ein  freistehendes  mit  einem  Fadenkreuz  versehenes 
Femrohr,  dessen  Yergröfserang  nicht  stärker  zu  sein  braucht  als 
die  des  Sextantenfemrohrs,  bei  welchem  aber  eine  grofse  Oeffnung 
vortheilhaft  ist,  etwa  einen  Cometensucher,  so  kann  man  damit 
ausreichen. 

Gewöhnlich  haben  die  Sextantenfernröhre  zwei  starke  Fäden, 
zwischen  denen  der  Contact  genommen  werden  soll.  Zur  scharfem 
Bestimmung  der  Gesichtslinie  ziehe  man  noch  ein  Fadenkreuz  ein, 
ungefähr  in  der  Mitte  der  beiden  andem  Fäden. 

Man  kann  zuerst  den  Abstand  jedes  Fadens  vom  Fadenkreuze 
hestimmen.  Zu  dem  Ende  stelle  man  sie  nach  dem  Augenmaafse 
senkrecht  auf  die  Ebene  des  Sextanten  und  bringe  zuerst  das  di- 
recte  Bild  eines  terrestrischen  deutlichen  Objects  auf  den  Kreuz- 
faden, und  zugleich  das  dopjpelt  reflectirte  desselben  Objects  auf 
den  einen  der  Seitenfäden.  Der  jetzt  abgelesene  Winkel  heifse  s, 
negativ  genommen,  wenn  er  auf  den  Excedens  fällt.  Dann  ver- 
tausche man  die  Bilder,  und  bringe  das  directe  auf  den  vorigen 
Seitenfaden,  das  doppeltreflectirte  auf  den  Kreuzfaden.  Der  jetzt 
abgelesene  Winkel  sei  s'.  Aus  der  Betrachtung  der  Fig.  1  wird 
man  leicht  ersehen,  dafs  unter  diesen  umständen,  wenn  m  der  Ab- 
stand des  Seitenfadens,  positiv  wenn  er  rechts  vom  Kreuzfaden  liegt, 

f 
8  —  Co^     m  — j-  sin  2  /J 

f 
s'  —  CQ  =  —  in — '-T-  sin  2  (ß  —  m) 

woraus 
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f 

w  =  i  («—«')  -h  -^  sin  w  cos  (2/?  —  m) 

f 
<^o  =  4  («  H- «')  +  ^  cos  w  sin  (2  /J  —  iw) 

Das  Zeichen  von  m  wird  ohne  weitere  Unsicherheit  Aber  die  Lage 
des  Seitenfadens  entscheiden,  wenn  man  nnr  hier  wie  immer  alle 
Sy  die  anf  dem  Excedens  abgelesen  werden,  negativ  setzt  Diese 
Bestimmungen  dienen,  um  in  dem  Gesichtsfelde  einen  Schätzmigs- 
werth  f&r  die  übrigbleibenden  Fehler  zn  haben. 

Man  stelle  dann  die  Fäden  der  Ebene  parallel,  lege  den  Sex- 
tanten horizontal,  und  mache  seine  Ebene  wagrecht,  während  das 
Fernrohr  auf  ein  deutliches  mit  einigen  ausgezeichneten  Punkten 
versehenes  terrestrisches  Object  zeigt.  Es  dürfte  gut  sein,  den 
kleinen  Spiegel,  der  im  Sehen  hindert,  ganz  abzunehmen,  sowie 
auch  die  Farbengläser,  wenn  sie  etwa  hindern  sollten.  Hinter  den 
Sextanten  stelle  man  das  freie  Fernrohr,  so  dafs  seine  Gesichts- 
linie möglichst  genau  in  derselben  Höhe  ist,  wie  die  des  Sextanten- 
femrohrs,  und  richte  es  auf  denselben  Punkt.  Wenn  das  Femrohr 
eine  grofse  Oeffnung  hat,  so  wird  das  Zwischenstehen  des  Sex- 
tanten nicht  wesentlich  die  Deutlichkeit  hindern.  Wendet  man 
dann  den  Sextanten  um  180^,  macht  seine  Ebene  wieder  wagrecht 
und  sieht  in  das  freie  Femrohr  hinein,  so  wird  das  eine  Faden- 
kreuz das  andere  decken,  wenn  kein  Fehler  der  Neigung  vorhan- 
den ist,  die  übrigbleibende  Abweichung  ist  =  2  i.  Es  wird  sehr 
leicht  sein  diese  Abweichung  zu  halbiren,  weil  man  durch  das  fireie 
Femrohr  in  der  obigen  Voraussetzung  zugleich  den  früher  be- 
stimmten Punkt,  und  das  Fadenkreuz  des  Sextantenfemrohrs  sieht 
Stellt  man  es  also  auf  die  Mitte  dieser  Distanz,  und  corrigirt  dann 
die  Lage  des  Sextantenfernrohrs  so,  dafs  es  das  Fadenkreuz  in 
der  neuen  Stellung  deckt,  so  wird  i  ^  0,  wovon  man  sich  bei  noch- 
maligem Umkehren  auf  das  Object  selbst  überzeugen  kann. 

Gewöhnlich  hat  der  Ring,  in  welchem  das  Sextantenferarohr 
eingeschraubt  ist,  die  Vorrichtung  zur  Correction  durch  Drehung 
um  zwei  Spitzen.    Sonst  mufs  man  sich  die  Stelle  im  Gesichtsfelde 
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durch  einen  neuen  Kreuzfaden,  oder  wenn  die  Entfernung  gering 
ist,  durch  Schätzung  gegen  den  Abstand  der  Seitenfäden  bemerken. 

Bei  einem  Versuche  an  einem  hiesigen  Troughtonschen  Sex- 
tanten, wobei  zuerst  ganz  rohe  Mittel  angewandt  wurden,  und 
nachher  bei  genaueren  das  terrestrische  Object  durch  das  Faden- 
kreuz eines  Höhenkreises  ersetzt  wurde,  fand  sich  ein  Unterschied 
von  30'^  wovon  der  Grund  allein  in  dem  anfangs  angewandten  un- 
genauen Niveau  liegt.  Bei  geringer  Sorgfalt  wird  man  i  so  genau 
ausmitteln  können,  als  man  mit  dem  Sextantenfemrohr  sehen  kann. 

Vermittelst  des  so  berichtigten  Sextantenfernrohrs  stelle  man 
jetzt  das  freie  Femrohr  seitwärts,  so  dafs  seine  Gesichtslinie  ho- 
rizontal ist,  indem  man  den  Sextanten  wagrecht  macht,  und  das 
freie  Femrohr  so  lange  corrigirt,  bis  sein  Fadenkreuz  die  Stelle 
des  Sextantenfadenkreuzes  deckt,  für  welche  i  =  o.  Den  Winkel, 
den  die  Gesichtslinie  mit  dem  vorigen  Object  macht,  kann  man 
mit  dem  Sextanten  selbst  messen,  er  sei  =jp.  Verrückt  man  den 
Sextanten,  jedesmal  bei  wagrechter  Ebene,  so  lange  bis  man  im 
Fernrohr  das  einmal  im  grofsen  Spiegel  reflectirte  Bild  des  vo- 
rigen, in  derselben  horizontalen  Ebene  gelegenen  terrestrischen  Ob- 
jects  sieht,  so  hat  man  die  Data  zur  Bestimmung  von  l  Deckt 
das  Fadenkreuz  vollkommen  genau  den  Gegenstand  bei  Drehung 
des  groCsen  Spiegels,  so  ist  l=^o.  Ist  dieses  nicht  möglich,  so  be- 
merke man  sich  die  Punkte,  auf  welche  das  Fernrohr  zeigt,  und 
betrachte  sie  durch  das  Sextantenfemrohr,  wo  die  bekannte  Ent- 
fernung der  Seitenfäden  ein  für  den  gegenwärtigen  Zweck  hinläng- 
lich genaues  Schätzungsmaafs  abgiebt.  Wenn  der  Winkelabstand 
dieser  Punkte,  positiv  wenn  nördlich,  von  dem  vorher  bestimmten 
=  9,  so  erhält  man  aus  der  Auflösung  des  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  Hypotenuse  halbirt  ist, 

.    7  sin  9 

2  cos  ip  V  (cos  i  3^  4-  sin  \  q^  tg  ip^) 

wofür  man  immer  setzen  kann 

Z  =  i  2  sec  ^  jp. 
Je  nachdem  man  die  Alhidade  auf  0^,  6(f ,  120°  oder  andere 
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Winkel  gestellt  hat,  wird  man  loyhih)  finden,  und  sich  überzeagen 
können,  ob  die  Einffihrung  von  iy  r,  u  nothwendig  ist.    Schwerlieh 
wird  sie  bei  einem  gaten  Sextanten  je  erforderlich  sein. 
Bei  dem  hiesigen  Trougthonschen  Sextanten  war  f&r 

2>  =  89°25'  und  «=     0° g  =  4-11' 20" 

=   60 =-4-11  20 

=  120 =  +  12    0 

worans 

lo  =  V  68'' 

l^  =  7'  58" 

k  =  8'  27" 
Die  Unterschiede  können  dem  Instrumente  nicht  zur  Last  fallen. 
Sie  liegen  theils  an  der  Ungleichheit  der  verschiedenen  Nivel- 
lirungen^  theils  an  der  Unmöglichkeit,  auf  dem  schwankenden  Fufs* 
boden  der  hiesigen  Sternwarte  des  unverrückten  Standes  des  freien 
Fernrohrs  versichert  zu  sein.  Uebrigens  ist  ihr  Einflufs  auch  gftnz- 
lieh  verschwindend. 

Man  setze  dann  den  kleinen  Spiegel  wieder  ein,  und  richte 
den  Sextanten  bei  festem  Stande  auf  ein  Object,  dessen  Bilder 
man  auf  dem  Fadenkreuze  durch  die  Correctionsschrauben  des  klei- 
nen Spiegels  unter  sich  zur  Deckung  bringt.  Dadurch  ist  der 
kleine  Spiegel  dem  grofsen  parallel  gemacht.  Diese  Ablesung  wird 
Ci  geben.  Hierauf  sehe  man  mit  dem  freien  Fernrohr  in  den  grofsen 
Spiegel,  und  richte  sein  Fadenkreuz  auf  das  einmal  reflectirte  Bild 
desselben  Objects.  Mifst  man  dann  mit  dem  Sextanten  den 
kel  zwischen  dem  Fadenkreuze  und  dem  Objecte,  so  hat  man 

s~Co  =  2/J-  -^  sia2ß. 


Da  aber 


f 


so  hat  man 

Bei  dem  Troughtonschen  Sextanten  war  2/J  =  36°  46'  40",  bei 
einem  Rams  den  sehen  der  Seeberger  Sternwarte  31^40',  bei  dem 
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Caryschen  der  60ttinger  Sternwarte  nach  Bohnenberger  3GP. 
Im  AUgemeinen  wird  er  nie  yiel  von  30^  unterschieden  sein,  da 
seine  Gröfse  auf  der  einen  Seite  die  Möglichkeit  der  GrGfse  des 
Winkels,  den  man  noch  messen  kann,  bedingt,  auf  der  andern  durch 
die  Dimensionen  und  die  Entfemang  der  beiden  Spiegel  von  ein- 
ander beschränkt  wird.  Die  ans  der  Neigung  des  grofsen  Spie- 
gels entspringende  kleine  Correction  von  ß  ist  ganz  zu  vernach- 
lässigen. 

Vermittelst  dieser  Operation  hat  man  zugleich  den  Fehler  des 
Index.  Es  scheint,  dass  man  mit  unrecht  die  Bestimmung  des- 
selben durch  ein  terrestrisches  Object  für  weniger  genau  h&lt;  als 
durch  die  Sonne.  Die  Data  zu  der  kleinen  erforderlichen  Oor- 
rection  lassen  sich  in  den  meisten  Fällen  mit  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit erhalten.  Projicirt  sich  das  Object  gegen  den  Himmel, 
so  hat  man  den  Yortheil  einer  vollkommen  ruhigen  Einstellung, 
während  der  Sextant  fest  ruht,  und  die  Berührung  der  Bilder  läfst 
sich  mit  gröfserer  Schärfe  machen,  als  man  bei  den  meisten  Sex- 
tanten ablesen  kann.  Zugleich  hat  man  dadurch  ein  Mittel,  den 
etwanigen  Fehler  der  Farbengläser  zu  bestimmen,  wenn  man  den 
80  bestimmten  Fehler  des  Index  mit  dem  vermittelst  der  einzelnen 
Farbengläser  bestimmten  vergleicht.  Diese  Correction  ist  für  alle 
Winkel  dieselbe,  da  der  Weg  der  Lichtstrahlen  durch  die  Farben- 
glftser  stets  der  nämliche  ist. 

Es  giebt  noch  ein  anderes  Mittel,  den  Winkel  ß  ganz  allein 
durch  den  Sextanten  zu  bestimmen,  ein  Verfahren,  womit  der  Herr 
Hofrath  Gaufs  bei  dem  obenerwähnten  heliotropischen  Gebrauch 
des  Sextanten  mich  bekannt  machte.  Wenn  man  den  grofsen  Spie- 
gel so  weit  zurückbringt,  als  etwa  bei  einem,  dem  gröfstmöglichsten 
Winkel,  den  der  Sextant  zu  messen  erlaubt,  nahen  noch  angehti 
so  erhält  man  bei  hellen  Objecten  aufser  den  zwei  gewöhnlichen 
Bildern  noch  ein  drittes,  von  den  Objecten  nämlich,  welche  an  der 
Fassung  des  grofsen  Spiegels  vorbei,  ihre  Lichtstrahlen  auf  den 
kleinen  Spiegel  unmittelbar  fallen  lassen,  von  wo  sie  durch  ein- 
malige Reflexion  von  dem  kleinen  Spiegel  in  das  Femrohr  kommen. 

Kucke's  AbhandL  HI.  2 
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Diese  Objecte  werden  aber  freilich  nur  an  der  linken  Seite  des 
Oesichtsfeldeg  sichtbar  sein«  weil  in  der  Mitte  der  grofise  Spiegel 
bindert  Es  wird  dabei  gut  sein,  den  kleinen  Spiegel  durch  die 
Farbenglaser  oder  sonst  so  zu  verdecken  ^  dafis  die  Helligkeit  des 
directen  Strahles  nicht  die  schwachen,  ein-  nnd  zweimal  reflectirten 
unsichtbar  macht. 

um  diese  Wege  der  beiden  Strahlen  zu  vergleichen,  denke 
man  sich  die  Ebene  des  Sextanten  in  die  Ebene  der  einmal  imd 
zweimal  reflectirten  Objecte  gebracht.  Die  Oesichtslinie  stehe  fest, 
ihre  Richtung  sei  A  (Fig.  1).  Befindet  sich  das  einmal  refleetiite 
Bild  an  einem  Seitenfaden,  dessen  positiver  Abstand  nach  den  obi- 
gen  Annahmen  bei  Bestimmung  der  Fädendistanzen  m^  und 
zählt  man  die  Winkel  von  p  nach  Ä  herum,  so  trifft  der  erste  Weg 
des  einmal  reflectirten  Strahles  vom  Auge  aus  in  den  Punkt 

und  nach  der  einmaligen  Beflezion  geht  er  von  0  aus  durch  den 

Punkt 

iSCP-iß-m) 

in  welcher  Richtung  das  Object  mit  Vernachlässigung  der  Parall- 
axe wirklich  liegt.  Ist  zu  derselben  Zeit  das  doppelt  reflectirte 
Bild  eines  andern  Objectes  an  dem  Seitenfaden,  dessen  Abstand 
m',  so  liegt  dieses  von  0  aus  in  der  Richtung 

Liest  man  auf  dem  Sextanten  bei  dieser  Stellung  s  ab,  so  hat  man 

5  —  Co  =  2  a 

der  Unterschied  beider  Richtungen  ist  der  wirkliche  Winkelabstand 
beider  Objecte.  Mifst  man  diesen  nachher  mit  dem  Sextanten,  und 
liest  dabei  s*  ab,  so  hat  man  die  Gleichung 

woraus 

2/J=  180°- (8 -i-s'-m-m' -2  (^). 

Es  wird  hier  m  immer  negativ  sein  müssen.   Erlaubt  die  Coa* 
struction  des  Sextanten  und  die  Helligkeit  der  Bilder,  beide  sa 
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demselben  Seitenladen  in  Berflhnmg  zn  bringen ;  wobei  aodi  die 
Anzahl  der  Objecte,  unter  denen  man  die  Wahl  hat,  in  Betracht 
kommt,  so  hat  man^  wenn  man  den  Fadenabstand  absolnt  genom- 
men m  nennt 

2j8«18(r-(«  +  «'  +  2m-2c|)). 

Das  Verfahren  ist  also  folgendes:  man  zieht  sich  nahe  am 
linken  Bande  des  Gesichtsfeldes  einen  Faden  ein,  dessen  absoluten 
Abstand  man  wie  oben  bestimmt  ==«n.  An  ihm  bringt  man  wo 
möglich  zwei  Objecto  nach  ein-  and  zweimaliger  Beflexion  in  Str 
rähmng,  möglichst  nahe  an  dem  Horizontalfaden  des  Fadenkreuzes^ 
nnd  liest  ab  s.  Dann  mifst  man  den  wirklichen  Winkel  beider 
Objecto,  wobei,  wenn  die  Ablesung  s*  und  def  Fehler  des  Index 
Cqj  die  obige  Formel  den  Winkel  ß  giebt  Dals  hiebei  die  Berich- 
tignngen  des  Sextanten  vorausgesetsEt  werden,  ist  einleuchtend* 
Auch  wird  man  ohne  Stativ  die  erste  dieser  Operationen  nicht 
wohl  ausführen  können. 

Bei  dem  Troughtonschen  Sextanten  war  der  Abstand  der 
beiden  Seitenfftden  Tom  mittleren  Fa^en  fast  genau  gleich,  jeder 
33'.  Mit  2 »  +  8',  als  einem  hinreichend  genauen  mittleren  Werthe 
erhält  man 


1 

t" 

-2Ptgi» 

0 

+  7'  39" 

0",0 

10 

7  45 

-0,1 

20 

7  51 

-0,2 

30 

7  58 

0,3 

40 

8  4 

-0,4 

50 

8  10 

-0,5 

60 

8  17 

0,6 

70 

8  23 

-0,7 

80 

8  30 

0,8 

90 

8  37 

0,9 

100 

8  44 

-1,0 

110 

8  52 

-1,2 

120 

9  0 

-1,3 

130 

9  8 

-M 

2* 
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Dem  unteren  Seitenfaden  correspondirt  t  =  -f-  33',  dem  oberen 
i  ==  —  33'.  Wäre  i  nicht  =  0,  sondern  gleich  dem  mittleren  Werfli 
von  i^  gemacht,  so  würde  die  Abweichung  auf  beiden  Seiten  gleich 
sein^  und  vielleicht  möchte  es  so  am  bequemsten  für  die  Beobach* 
tung  sein.  Bezeichnet  man  indessen  in  dem  gegenwärtigen  Falle 
den  Ort  des  Bildes,  wenn  es  am  untern  Faden  ist,  mit  Uj  wenn  in 
der  Mitte  zwischen  dem  unteren  und  Ereuzfaden,  mit  i  {7,  and  ver- 
steht eben  so  beim  oberen  Faden  i  0  und  0,  sowie  beim  Ereoz- 
faden  K^  so  hat  man  die  Tabelle  für  den  hiesigen  Sextanten: 

As 


U 

iU 

K 

io 

0 

0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

10 

-  1,1 

-0,2 

-0,2 

-  1,1 

-  2,6 

20 

-  2,1 

-0,4 

-0,4 

-  2,0 

-  5,3 

30 

-  3,2 

-0,6 

-0,6 

-  3,1 

-  8,1 

40 

-  4,3 

0,9 

-0,8 

-  4,2 

-11,1 

50 

5,5 

-1,0 

-1,0 

5,5 

-14,3 

60 

-  6,8 

-1,3 

-1,3 

-  6,8 

17,8 

70 

-  8,1 

-1,5 

-1,6 

-  8,3 

-21,6 

80 

-  9,6 

-1,7 

-1,9 

10,0 

26,0 

90 

11,3 

2,0 

-2,2 

11,9 

-31,1 

100 

-13,2 

-2,3 

-2,6 

- 14,2 

37,2 

110 

15,7 

-2,7 

-3,2 

- 17,2 

-44,9 

120 

18,7 

3,0 

3,8 

21,0 

-54,6 

130 

22,7 

-3,4 

-4,5 

26,0 

-67,9 

Wenn  der  Bing  des  Femrohrs  fest  genug  ist,  so  wird  diese 
Fehlertabelle  sehr  lange  Zeit  dieselbe  bleiben,  weil  l  so  gat  wie 
unveränderlich  ist,  sobald  man  sich  nur  jedesmal  von  dem  paraUelea 
Stande  des  kleinen  Spiegels  vergewissert.  Es  erhellt  zugleich,  vie 
weit  man  noch  etwa  entfernt  von  der  Mitte  die  Bilder  zur  Berfili* 
rung  bringen  darf,  um  keine  merklichen  Fehler  zu  begehen,  sowie 
auch  hervorgeht,  dafs  man  schwerlich  hoffen  darf,  selbst  dordi  die 
gröfste  Anzahl  von  Sextantenbeobachtungen  einen  gröfseren  Wiokd 


w 
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innerhalb  3  oder  4"  bestimmen  zu  können,  theils  wegen  der  ge- 
ringen Kraft  der  Sextantenfernrohre,  theils  weil  die  Fehler  bei 
der  Beobachtung  aas  der  freien  Hand  stets  einerlei  Zeichen  haben. 
Bei  der  ersten  Bekanntwerdung  dieses  Instruments  in  Deutschland 
scheint  man  seine  Kraft  in  der  That  überschätzt  zu  haben. 


Üeber  das  Mittagsfernrohr. 

Die  vortrefflichen  Aufsitze  der  Herren  Director  Hansen  nnd 
Professor  Bessel  in  den  astronomischen  Nachrichten  haben  eine 
Zusammenstelinng  des  Oebranchs  des  Mittagsfemrohrs  zur  Zeit- 
und  Breitenbestimmung,  welche  für  das  Jahrbuch  bestimmt  war, 
flberflfissig  gemacht.  Als  ein  Bruchstück  daraus  erlaube  ich  mir, 
nur  die  strenge  Ableitung  der  Formeln  für  den  ersten  Fall  herzu- 
setzen. Schon  Herr  Prof.  Bohnenberger  hat  in  der  Zeitschrift 
für  Astronomie  eine  solche  gegeben.  Bei  der  gegenw&rtigen  bin 
ich  bemüht  gewesen,  die  strenge  Form  den  Nftherungsfonneln  mög- 
lichst ähnlich  zu  machen. 

unter  der  Voraussetzung  der  richtigen  Gestalt  der  Zapfen  wird 
die  Gesichtslinie  des  Mittagsfemrohrs  in  jeder  Lage  einen  grölsten 
Ereis  der  Sphftre  beschreiben,  wenn  sie  senkrecht  auf  der  Um- 
drehungsaxe  steht.  Hat  das  Instrument  einen  sogenannten  CoUi- 
maüonsfehler  c^  so  beschreibt  die  Gesichtslinie  einen  dem  vo- 
rigen gröfsten  parallelen  kleinen  Ereis,  dessen  Abstand  in  Theflen 
des  gröfsten  Exeises  von  jenem  überall  »  e.  Denkt  man  sich  die 
ümdrehungsaze  bis  zur  Sphäre  verlängert,  und  nennt  die  Paukte, 
in  welchen  sie  die  Sphäre  trifft,  ihre  Pole,  so  wird  zur  vollkommnen 
EenntnÜB  des  jedesmaligen  Standes  des  Instrumentes  nur  die  Lage 
eines  dieser  Pole  gegen  bekannte  Ebenen  und  Punkte,  und  die 
Gröfse  c  erfordert.  Bei  dem  Gebrauche  zur  Zeitbestimmung  ist 
die  zweckmäfsigste  Ebene,  auf  welche  man  die  Lage  des  Pols  be- 
ziehen kann,  der  Meridian.  Für  den  festen  Punkt  in  dieser  Ebene, 
von  welchem  man  ausgehen  will,  kann  man  entweder  den  Pol,  oder 
das  Zenith,  oder  beide  zugleich  wählen.  Der  erste  Fall  giebt  die 
Formel,  welche  Bessel  eingeführt  hat,  der  zweite  die  Hayerscke, 
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der  dritte  die,  deren  skli  Herr  Director  Hansen  auf  Helgoland 
bediente. 

Es  sei  jetzt  Fig.  3  PZA  der  Meridian,  P  der  Pol,  Z  das  Ze- 
nitb,  A  der  Durchsclmittspiinkt  des  Aeqnators,  0  der  Ostpunkt,  p 


Fig.  S. 

der  östliche  Pol  der  ümdrehnngsaxe ,  Sp*  der  gi*öfste  Ereis,  den 
das  Instrument  beschreiten  wfirde,  wenn  c  =  o,  der  pnnktirte  Ereis 
der,  den  es  wirklich  bei  einem  gegebenen  c  beschreibt,  sein  Ab- 
stand c  von  p'/S  werde  positiv  genommen,  wenn  er  östlich  ist. 
um  die  Lage  von  p  auf  den  Meridian,  Pol  nnd  Zenith  beziehen 
zu  können,  führe  man  die  Bezeichnungen  ein: 

Zp«90°  +  t       Winkel  AZp^^  +  k 

Pp  =  90P  +  n      Winkel  ^Pjp  =  9CP-f-w. 

Da  S  der  Durchschnittspunkt  von  Sp*  mit  dem  Aequator  ein  Pol 

des  gröfsten  Ereises  Pp  ist,  so  wird  auch  m  durch  den  Bogen  A  S 
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Sin  m  COS  w-= 

COS  m  COS  n  = 

sin  i  — 

sin  k  cos  1  = 


gemessen.  Die  Gröfsen  m  und  n  sind  folglich  dieselben,  wie  bei 
Bessel.  Jenes  die  Entfernung  des  Durchschnittsponktes  der  auf 
der  Umdrehnngsaxe  senkrechten  Ebene  mit  dem  Aeqnator,  vom 
Meridian  an  gerechnet,  dieses  die  Entfemong  der  senkrechten 
Ebene  vom  Weltpole,  beide  positiv,  wenn  östlich. 

Zwischen  den  Oröfsen  ikmn  giebt  das  Dreieck  PZp^  wenn 
man  die  Polhöhe  7  nennt,  die  Relationen: 

sin  n  »     sin  t  sin  9>  —  cos  t  sin  k  cos  9 

sin  %  cos  9>  +  cos  i  sin  k  sin  9 

cos  t  cos  k 

sin  n  sin  9>  +  cos  n  sin  m  cos  q> 

sin  n  cos  9)  +  cos  n  sin  m  sin  9>. 
Befindet  sich  nun  ein  Stern,  dessen  Declination  (f,  in  der  wirklichen 
Gesichtslinie  in  «,  und  nennt  man  t  den  Stundenwinkel,  den  man 
noch  zu  dem  beobachteten  hinzuzulegen  hat,  um  die  Zeit  zu  er- 
halten, wo  der  Stern  im  Meridian  ist,  so  giebt  das  Dreieck  P«p 
die  Gleichung 

I.  sin  c  =  —  sin  d  sin  n  •+•  cos  ^  cos  «  sin  (1^  —  m) 

aus  welcher  t  gefunden  werden  soll.  Diese  Gleichung,  von  wel- 
cher alle  andern  ausgehen,  gilt  fftr  die  obere  und  untere  Onlmi- 
nation,  wenn  man  bei  der  letzteren  nur  d  stets  von  demselben 
Halbkreise  des  Aequators  ASO  9xl  rechnet,  also  i  durch  den  Fol 
durch  Ober  90°  wachsen  Iftfst,  oder  wie  man  es  auch  auszudrocken 
pflegt,  bei  den  untern  Calminationen  statt  der  gebräuchlichen  De- 
clination ihr  Supplement  setzt. 

Sucht  man  aus  I.  das  t,  so  wird  die  Gleichung: 

sin  (t  —  m)  cos  n  =  sin  n  tg  <J  +  sin  c  sec  i 

und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  sin  m  cos  n  hinzuaddirt: 

(A)  2  sin 7 1^ cos  (i r—  m)  cos n «*=  sin  w cos n h-  sin  n  tg  rf 4- sin«? secif 

welches  die  Besselsche  Form,  wo  p  allein  auf  den  Pol  belogen 

wird,  ist 

z^m  +  n  tg  d-¥c  sec  d. 

Da  man  zwar  n  aus  Beobachtung  der  Circumpolarsteme,  aber» 
durch  kein  directes  Mittel  finden  kann ,  so  mufe  man  mit  die» 
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Gleichung,  je  nachdem  entweder  i  durch  das  Niveau,  oder  k  durch 

ein  Meridianzeichen  sicherer  gefunden  werden  kann,   die  4.  oder 

5.  Relation  verbinden 

sin  m  cos  «  =  sin  i  sec  y  —  sin  w  tg  y 

=  cos  i  sin  k  cosec  y  +  sin  n  cotg  y. 
Der  Factor 

cos  {i  T  —  m)  cos  n 

ist  der  Cosinus  des  Winkels,  unter  welchem  der  t  halbirende  gröfiste 

Kreis  den  Kreis  Sp'  schneidet,  sowie  cos  m  cos  n  der  Cosinus  des 

Winkels  von  Sp'  und  dem  Meridian  an  ihrem  Durchschnittspunkte 

Q  ist.    Die  Entfernung  A  Q  erhält  man  aus  der  Gleichung 

,      .  ^  sin  m 

tg  -4Q  = • 

^       ^  tg  n 

Substituirt  man  in  die  rechte  Seite  von  (A)  die  erste  und 
zweite  Relation,  so  hat  man 

(B)        2  Sin  ^  T  cos  (iT— m)  cos  «  =  sin  t  —      > 

^  ^'^  ^  cos  o 

.    .    ,  .  sin(9— rf)  ,    .  . 

4-  sm  k  cos  t  —      >     +  sm  c  sec  o 

cos  0 

welches  die  May  er  sehe  Form  ist 

-r  =  i  cos  z  sec  d-h  k  sin  ^  sec  S  -hc  sec  <J 

p  wird  hier  allein  auf  das  Zenith  bezogen. 

Bei  der  Bestimmung  aus  Pol  und  Zenith  gemeinschaftlich  hat 
man  die  Wahl  zwischen  der  Verbindung  von  je  einer  der  Gröfsen 
m  und  n  mit  einer  der  beiden  i  und  k.  Diese  Yerbindunge^n  ge- 
ben je  nach  der  Elimination  und  Substituirung  der  verschiedenen 
Gröfsen  aus  (A)  vermittelst  der  obigen  Relationen: 

2  sin  ^  T  cos  (i  r  —  m)  cos  n 

.     .  .        /  sin  (y  —  cJ)   \    .    .  • 

==     sm  t  sec  y  —  sm  n  -J- '—    +  sm  c  sec  o 

\  cos  o  cos  y  / 

.    ,  .  .       /  cos  (y  — d)  \    .    .  • 

~     sm  k  cos  *  cosec  y  +  sm  n  ( ^^ — ~ )  +  sin  o  sec  o 

^  \  cos  o  sin  9  / 

.     .    tg  d  /  sin  («p  —  <J)  \    .    .  • 

=     sm  t  -^ h  sm  m  cos  n   ^—. — ^1  +  sm  c  sec  o 

sin  9  \  cos  o  sin  9  / 

.    ,         .  tg  cf  /  cos  (y  —  cJ)  \    ,     .  j 

«=  — sm  A  cos  t  -^ h  sm  m  cos  n  ^ —  ]  +  sin  c  sec  o 

cos  9  \  cos  o  cos  q>  J 
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y<A  dieseii  ist  die  erste,  die  Fonn,  irelche  Herr  Director  Hansen 
gewUlt  hat,  die  Eweekmft&igste, 

T«t  sec  ^--siii  n  sin  ^  sec  9>  sec  d  +  c  sec  i 

da  sie  nnr  solche  GrOüsen  t,  n  nnd  c  enthält,  die  unmittelbar  durch 
Beobachtungen  bestimmt  werden  können.  Sie  zeigt  auch  am  deil^ 
liebsten,  wie  bei  gleich  guten  Instrumenten,  und  folglich  gleicher 
ÜBsicheriieit  in  den  Werthen  von  t  und  «,  die  üngewilsheit  der 
Zeitbestimmung  mit  der  Polhöhe  wichst 

Beobachtet  man  an  einem  Seitenfaden,  dessen  Abstand  Ton 
dem  Punkte,  fBr  welchen  c  bestimmt  ist,  /  sein  mag,  poatiT 
genommen,  in  demselben  Sinne  wie  oben  c,  und  nennt  t  den  Stnii- 
denwinkel,  den  man  zu  der  Beobachtung  am  Seitenfaden  hinzulegen 
mfifste,  um  sie  auf  eine  Beobachtung  am  Meridianfaden  zu  reda- 
ciren,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

sin  (c  +/)  =  —  sin  d  sin  n  +  cos  ^  cos  n  sin  (^  -f-  v  —  m) 
sin  c  =  —  sin  cJ  sin  n  +  cos  <f  cos  n  sin  (t  —  m) 

woraus 

'    j,       .    -        •  f  cos  (c-^lf)            cos  i  e  \ 

sin  t  =  sin/  sec  o  \ ^^ — ,  y^  • 7—^ sec  «  \ 

l        cos  iA  COS^t  +  ir  — «l.  J 

woraus  die  gewöhnliche  Form  fAr  nicht  zu  gro&e  Declinationen 

und  fftr  dem  Pole  nahe  Sterne 

sin  t «  sin/  sec  d. 

Wenn  man  den  Zweck  hat,  Differenzen  der  geraden  Aufstei- 
gungen zu  bestimmen,  so  ist  die  B  es  sei  sehe  Form  die  bequemste, 
weil  man  dann  das  constante  m  nicht  anzubringen  braucht  F&r 
absolute  Zeitbestimmung  ist  die  Form  von  Herrn  Director  Han- 
sen vortheilhafter. 


lieber 


die  Bereehnimg  der  Bahnen  der  Doppelsterne. 


Seitdem  der  nnsterbliche  Herschel  anter  seinen  vielen  grofs- 
artigen  Ansichten,  anch  die  Aufmerksamkeit  der  Astronomen  auf 
die  so  höchst  merkwfirdige  Erscheinung  hingelenkt  hat,  dafs,  bei 
der  fiberwiegenden  Anzahl  von  Sternen,  die  sehr  nahe  beisammen 
stehen,  grofse  Wahrscheinlichkeit  vorhanden  sei,  zwei  solche  nur 
^nrch  starke  Femrohre  zu  trennende  Sterne  seien  nicht  blos  schein- 
bar, vermöge  des  Standpunktes,  von  wo  ans  wir  sie  betrachten, 
einander  nahe,  sondern  sie  bilden  wirklich  im  Räume  ein  zusammen- 
gehöriges System,  wirken  auf  einander  und  erfahren  deshalb  in  ihrer 
relativen  Stellung  Aenderungen,  welche  sich  nach  längeren  oder 
kfirzeren  Zwischenzeiten  beobachten,  und  deren  Gesetz  sich  hier- 
nach in  der  Folgezeit  ermitteln  lasse:  hat  sich  ein  neues  Feld  ffir 
beobachtende  Astronomie  erOflhet,  dessen  Umfang  sich  noch  keines- 
wegs bestimmen  Iftfst.  Herschel  begnfigte  sich  nicht  mit  der 
blo&en  Aufstellung  dieser  Idee,  sondern  er  durchmusterte  gleich 
im  Anfange  seiner  Laufbahn  zn  diesem  Zwecke  den  Himmel,  um 
dorch  eine  Reihe  von  Beobachtungen  über  die  relative  Stellung 
zweier  solcher  Sterne  gegen  einander  den  kflnfdgen  Zeiten  einen 
festen  Anhaltspunkt  zur  Vergleichung  zu  geben,  und  es  ward  ihm 
die  Freude,  dafs  nach  einer  Zwischenzeit  von  mehr  als  zwanzig 
Jahren  er  bei  einer  neuen  Reihe  von  Beobachtungen,  bei  mehreren 
Doppelsternen  so  merkbare  Veränderungen[^fand,  dafs  das  Vor- 
handensein derselben  nicht  bezweifelt  werden  konnte.  Nach  ihm 
itahm  zuerst  Struve  in  Dorpat  diese  Untersuchung  von  Neuem 
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aaf,  bestätigte  die  Erfahrangen  von  Herschel,  and  erhielt  durch 
die  gerechte  Wflrdigang  seines  bewundernswürdigen  Eifers  und  der 
ausgezeichneten  Geschicklichkeit,  welche  er  in  Behandlung  schwä- 
cherer Hülfsmittel  gezeigt  hatte,  in  dem  grofsen  Frauenhoferschen 
Befractor  eines  der  mächtigsten  Werkzeuge,  diesen  Gegenstand 
genau  zu  untersuchen.  Herschel  der  Sohn  und  South  hatt^ 
inzwischen  ebenfalls  ihre  hervorragenden  Talente  der  Beobachtung 
von  Doppelsternen  zugewandt,  und  da,  seitdem  der  neue  Oatalog  Yon 
Struve  die  fast  unübersehbare  Menge  solcher  Systeme  gezeigt 
hat,  die  >Yergleichung  der  mit  verschiedenen  Instrumenten  und  nach 
verschiedenen  Methoden  angestellten  Messungen  einen  bei  weitem 
gröfsern  Grad  von  Genauigkeit  erwarten  läfst,  als  man  früher 
glaubte,  endlich  auch  die  pi*aktische  Optik  in  England,  Frankreid 
und  Deutschland,  in  Hinsicht  auf  Grofse  und  Schärfe  der  Sehwerk- 
zeuge, Forderungen  erfüllt,  welche  man  bisher  für  unerreichbar 
hielt,  so  gewinnt  die  Beobachtung  der  Doppelsteme  ein  um  so  grö- 
fseres  Interesse. 

Noch  freilich  sind  unsere  Erfahrungen  viel  zu  neu,  um  etwas 
bleibendes  aus  ihnen  abzuleiten,  da  der  ganze  Zeitraum,  über  den 
sie  sich  erstrecken,  kaum  fünfzig  Jahre  beträgt,  und  selbst  in  diesm 
fünfzig  Jahren  nicht  anhaltend  und  regelmäßig  der  Gtegenstand 
verfolgt  worden  ist,  sondern  erst  seit  höchstens  fünfzehn  Jahren 
die  Aufmerksamkeit  Mehrerer  gleichzeitig  beschäftigt.  Da  indessen 
auch  in  diesem  Zustande  sich  ein  paar  Systeme  von  Sternen  finden, 
welche  fast  eine  volle  Periode  vollendet  haben,  und  bei  anden 
gröfsere  Stücke  der  Ourve,  in  welcher  die  Bewegung  geschieht, 
sich  ableiten  lassen,  so  kann  man  es  als  eine  nicht  ganz  unnfitie 
Speculation  betrachten,  die  Gesetze,  nach  welchen  unser  Sonnen- 
system sich  richtet,  auch  auf  diese  entfernteren  Systeme  anzuwen- 
den, um  zu  sehen,  in  wie  fem  sie  sich  bei  diesen  bestätigen  mdgen. 

Es  bleibt  bei  der  Bewegung  der  Doppelsteme  nichts  anderes 
übrig,  als  das  Newton'sche  Gesetz  der  Schwere  zum  Grunde  za 
legen,  dessen  Wahrheit  innerhalb  unseres  Sonnensystems  als  strenge 
bewiesen  angesehen  werden  kann,  und  dessen  Ausdehnung  über 
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diese  Grenzen  hinans  die  höchste  Wahrscheinlichkeit  ffir  sich  hat. 
Nach  ihm  werden  die  relativen  Bahnen  zweier  Himmelskörper,  die 
blofs  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung  aasgesetzt  sind,  Kegelschnitte, 
oder  in  dem  hier  zn  betrachtenden  Falle,  Ellipsen  sein.  Der  Un- 
terschied, den  ein  solches  Doppelstemsystem  in  Vergleich  mit  nn- 
serm  Sonnensystem  zeigt,  dafs  nämlich  höchst  wahrscheinlich  der 
Unterschied  der  beiden  sich  gegenseitig  anziehenden  Massen  in  ihm 
nicht  so  beträchtlich  ist,  als  bei  der  Sonne  und  den  Planeten,  hat 
auf  die  Form  der  Bahn  keinen  Einflnss,  nnd  man  kann  sich  selbst 
in  aller  Strenge  erlauben,  statt  beide  Sterne  am  ihren  gemein- 
schaftlichen Schwerpunkt  sich  bewegen  zu  lassen,  den  einen  der- 
selben als  ruhend,  gleichsam  als  den  Sitz  der  Centralkraft  anzu- 
nehmen. Bezeichnet  man  die  Masse  und  die  drei  Coordinaten  des 
einen  Sterns  auf  ein  willkürlich  angenommenes  System  von  drei 
rechtwinklichten  Axen  bezogen,  mit  m,  Xj  y,  0,  die  des  andern  mit 
m^  a;^  ^',  2^^  den  Abstand  beider  von  einander  mit  q  und  die  Zeit 
mit  ^,  so  sind  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  einen 
Sterns,  insofern  er  blofs  der  Anziehungskraft  des  andern  ausgesetzt 
ist,  nach  dem  Newton  sehen  Gesetz  der  Schwere: 

dda  ,  fnf{x—af)  _^  ddy  ^  fn' (tf —y') _ ^^  ddz  ,  fnf{z  —  sf)_^ 
~dW'^        ^       "^     IW^        ^»  ^      dt^^        ^       ~^ 

nnd  die  des  andern: 

dda^  .  m(x'  —  x)      ^     ddy'  ,  m(y'--y)     ^     ddz*      m(^--z)      ^ 

aus  deren  Zusammensetzung  sich  ergiebt: 

oder  die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  in  einer  Ellipse, 
in  welcher  der  eine  Stern  als  der  Sitz  der  Centralkraft  (m'+m) 
angenommen  werden  kann.  Zu  der  Eenntnifs  des  Verhältnisses 
dieser  Masse  zu  der  Sonnenmasse  werden  wir  erst  gelangen,  wenn 
die  Parallaxe   des  Stemenpaars  uns  bekannt  wird,  und  zu  der 
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Eenntnifs  des  YerhUtnisses  von  m  zu  rnf  erst  dann,  wenn  wir  das 
Gesetz,  nach  welchem  sich  die  Schwerpunkte  der  verschieden» 
Systeme  bewegen,  ermittelt  haben,  und  durch  die  Anwendung  des- 
selben die  Lage  des  Punktes  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Sterne,  für  welchen  es  g&ltig  ist,  oder  ihres  Schwerpunktes,  be- 
stimmen können.*) 

Unsere  Beobachtungen  beziehen  sich  nicht  auf  die  wirklich  be- 
schriebene Ellipse  des  beweglichen  Sterns  um  den  ruhenden,  son- 
dern auf  die  Projection  derselben  auf  eine  Ebene,  welche  senkrecht 
auf  der  Oesichtslinie  steht.  Da  die  Projection  eines  Kegelschnitts 
auf  irgend  welche  geneigte  Ebene  selbst  wieder  ein  Kegelschnitt 
ist,  so  wird  auch  hier  die  Projection  eine  Ellipse,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dafs  der  ruhende  Stern  nicht  mehr  im  Brennpunkte 
derselben  steht.  Die  Bahnbestimmung  der  Doppelsterne  wird  des- 
halb auf  der  einen  Seite  zwar  ohne  allen  Vergleich  leichter  als 
die  Bestimmung  der  Planetenbahnen,  dadurch,  dafs  wir  keine  V^ • 
änderung  in  dem  Standpunkte  des  Beobachters  zu  berücksichtigen 
haben.  Auf  der  andern  Seite  wird  sie  etwas  erschwert,  weil  nicht 
der  Brennpunkt  der  Ellipse  selbst,  sondern  nur  seine  Projection 
in  der  projicirten  SlUpse  gegeben  ist,  und  bei  der  unbekannten 
Masse  das  Maafs  der  Flächengeschwindigkeit  fehlt  Wenn  folglich 
bei  den  Planeten  sechs  Bestimmungsstücke  oder  Elemente  hin- 
reichen, weil  durch  sie,  verbunden  mit  der  bekannten  Sonnenmasse, 
oder  dem  davon  abh&ngigen  k  in  Oaufs  Theoria  motusy  die  Fl&chen- 
geschwindigkeit  selbst  gegeben  ist,  so  bedürfen  wir  bei  den  Doppel- 
sternen noch  der  besondern  Bestimmung  dieser  letztem,  oder  wir 
müssen  sieben  Elemente  ausmitteln. 

Jede  Beobachtung  giebt  uns,  aufser  dem  Zeitmomente,  in  der 
Ebene  der  projicirten  Ellipse  die  zwei  Coordinaten,  welche  den  re- 
lativen Ort  des  bewegten  Sternes  in  Bezug  auf  den  ruhenden  be- 
stimmen. Drei  vollständige  Beobachtungen,  oder  die  sechs  durch 
sie  erhaltenen  von  einander  unabhängigen  Qröfsen,  sind  nicht  hift* 


*)  B 88861,  Monatl.  Corr.  1812  Augast,  S.  161. 
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reichend  zur  Bestunmung  der  sieben  Elemente,  Vier  Beotoc^ 
tuDgen  schon  etwas  zu  viel.  Aehnlich  indessen  wie  bei  der  Be* 
Stimmung  der  Cometenbahn,  wird  man  auch  hier  das  eine  flberr 
flüssige  Datum  der  vier  Beobachtungen  benutzen  können«  um  ent^ 
weder  in  Verbindung  mit  einem  andern,  ein  Datum  zu  erhalten, 
was  sich  bequemer  in  die  Rechnung  fflgt,  oder  es  sonst  zu  eiaem 
besondem  Zwecke  und  Erleichterung  der  Entwickelung  verwenden. 
Wollte  man  die  Zeit  gar  nicht  in  Betracht  ziehen,  so  wttrde  mao^i 
da  die  Ellipse  fünf  Constanten  in  ihrer  allgemeinsten  Gleichung 
hat,  fttnf  Entfernungen  mit  ihren  Zwischenwinkeln  bedürfen,  um 
die  projicirte  Ellipse  zu  erhalten.  Die  Bedingung,  dafs  der  Punkt, 
von  welchem  aus  die  Entfernungen  genommen  sind,  die  Projection 
des  Brennpunktes  in  der  wahren  Ellipse  ist,  würde  die  Lage  der 
Ebene  dwselben,  und  damit  auch  ihre  wahre  Gestalt  geben.  Wären 
aber,  weil  es  doch  in  keinem  Falle  rathsam  sein  wird,  eine  so 
leicht  zu  erhaltende  Bestimmung  wie  die  der  Zeit  zu  vemachl&ssi* 
gen,  die  Beobachtungen  in  anderer  Hinsicht  unvollständig,  wäre 
z.  B.  zu  einer  gegebenen  Zeit  nur  eine  Polarcoordinate ,  etwa  der 
sogenannte  Positionswinkel  beobachtet,  so  würde  man  eben  so  viele 
Beobachtungen,  als  Elemente  zu  bestimmen  sind,  nöthig  haben, 
d.  h.  sieben. 

Der  letztere  Fall  kann  vielleicht  später  eintreten,  da  es,  den 
bisherigen  Erfahrungen  zufolge,  leichter  ist,  den  Positionswinkel 
bis  auf  einen  gewissen  Grad  von  Genauigkeit  zu  bestimmen,  als 
die  Distanz.  Für  den  gegenwärtigen  Zeitpunkt  möchte  indessen 
eine  Bahnbestimmung  auf  solche  unvollständige  Beobachtungen  zu 
gründen,  was  wie  es  scheint  gröfsere  Schwierigkeiten  hat,  als  bei 
der  Benutzung  vollständiger  Ortsangaben,  noch  überflüssig  sein. 
Die  Epochen  der  Beobachtungen  sind  noch  nicht  entfernt  genug 
von  einander  gelegen,  um  sieben  Epochen  auslesen  zu  können.  Ich 
beschränke  mich  deswegen  auf  den  Fall,  wo  aus  vier  vollständigen 
Beobachtungen  die  Bahn  des  Doppelsterns  ermittelt  werden  soll. 

Denselben  Gegenstand  hat  schon  Herr  Savary  in  der  Conn. 
d.  t.  für  1830  behandelt,  und  durch  eine  Anwendung  auf  §  Urs  maj. 
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SO  erlftatert,  dafs  seine  Berechnung  mehr,  als  man  von  der  Schwie- 
rigkeit der  Beobachtung  erwarten  sollte,  den  einzelnen  Bestim- 
mungen sich  anschliefst.  Der  Unterschied  der  hier  folgenden  Ab- 
leitung von  der  seinigen  dürfte  vielleicht  nur  darauf  hinauskommen, 
dafs  er  die  Eigenschaften  der  Ellipse,  wenn  sie  auf  conjugirte 
Durchmesser  bezogen  wird,  benutzt,  während  im  folgenden  nur  die 
in  der  Astronomie  ge\i(öhnlich  angewandten  Relationen  zum  Grunde 
liegen.  Vielleicht  dafs  auch  die  Formeln  ffir  den  Gebrauch  etwas 
bequemer  ausgefallen  sind. 

Man  nehme  den  ruhenden  Stern  als  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  und  nenne  die  Zeiten  der  vier  Beobachtungen  der 
Zeitfolge  nach  geordnet: 

ti    t2    tj^    t^ 

Die  Beobachtungen  geben  gewöhnlich  unmittelbar  die  Polar» 
Coordinaten  des  beweglichen  Sterns,  wobei  die  Winkel  bald  von 
dem  Declinationskreise,  bald  vom  Farallelkreise  des  ruhenden 
Sterns  an  gezählt  werden.    Man  bezeichne  die  Winkel  durch 

Pl    P2    JPS    P4: 

von  irgend  welcher  Hauptaxe  an  in  dem  Sinne  der  jedesmaligen 
Bewegung  von  0^  bis  360^  durchgez&hlt.  Die  Entfernungen  mögen 
durch 

ft    92   ?3    Qi 

bezeichnet  werden.  Bei  Vergleichung  von  Lineargröfsen  ist  es  be- 
quemer, rechtwinklichte  Coordinaten  zu  haben.  Betrachtet  man  da- 
her die  Hauptaxe  als  die  Axe  der  einen,  eine  darauf  senkrechte 
als  die  Axe  der  andern  Coordinate,  so  hat  man  mit  Berücksich- 
tigung der  Zeichen  der  trigonometrischen  Functionen: 

?l=pl   COSPi         ?j  =  P2   COSP2        ?8=PS  COSPs         ?4  =  e4  COSft 

Vi  =  Qi  sin  Pl  V2  ^  Q2  sin  P2  Vs  =*  ft  sin  Pz  Va  =  ?4  sin  A 
Bezeichnet  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  dorch  0, 
die  respectiven  Oerter  des  Sterns  durch  1,  2,  3,  4,  und  die  dop- 
pelten Dreiecksflächen  zwischen  je  drei  von  diesen  fünf  Punkten 
durch  je  drei  dieser  Zahlen  in  Klammem  eingeschlossen,  so  hat 
man  die  sechs  Ausdrücke: 
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(012)«^!  Q^  sin  (p2-;>i)  =  %  Si-^i  h 
(013)  =  ^!  ^3  sin  iP3—Pi)  =  Vz  ?i  — ^1  h 

(A)  ^^  ^  ^^  ^  ^^  ^*  ^^^  (P4— Pi)  =  ^4  5i  -  Vi  h 

(023)  =  p2  ^3  sin  {p2-Pi)^Vz  ?2~%  ?s 

(024)  =  p2  ?4  sin  (/>4-i>2)  =  ^4  ?2-%  ?4 

(034)  =  ß3    ^4   sin    (P4-P3)  =  74    ?8  — ^8    ?4- 

Ans  ihrer  Verbindung  lassen  sich  die  Dreiecke  zwischen  den 
Oertem  selbst  finden.    Es  ist  nämlich: 

(1  2  3)  =  (0 1 2)  +  (0  2  3)  -  (0 1  3) 

(B)  (124)  =  (012)  +  (024)-(014) 

(1  3  4)  ==  (0  1  3)  4- (0  3  4)-(0  1 4) 
(2 34)  =  (0  2  3)  4- (0  3 4) -(02 4) 

welche  indessen  dnrch  die  Bedingungsgleichung  anter  sich  verbunden 

sind;  dafs 

(1234)  =  (123)  +  (134) 

^^^  =(124)  +  (234). 

Der  Natur  der  Ellipse  nach  müssen  die  Zeichen  der  Flächen 
(B)  stets  positiv  ausfallen.  Ein  negatives  Zeichen  bei  den  Flächen 
(A)  zeigt  an,  dafs,  wenn  man  sjch  das  Dreieck  durch  Drehung 
der  Entfernung,  welcher  der  gröfsere  Index  angehört,  entstanden 
denkt,  eine  Drehung  von  mehr  als  180^  im  positiven  Sinne  statt- 
gefunden habe. 

Bezeichnet  man  aof  ähnliche  Weise  die  Sehnen  zvnschen  je 
zwei  der  vier  Oerter,  durch  je  zwei  in  Klammern  eingeschlossene 
Zahlen,  so  hat  man 

•    (1 2)8 = (?,  -  ^,y + (,,  -  ,j« 

(1 3)8  =  (5,  -  5i)^  +  (?3  -  t?i)* 
(1 4)8  =  (I,  -  ?i)'  +  i%  -  ViT 

(2  3)8  =  (?3  -  ?,)8  +  (%  -  ,3)8 
(2  4)8  =  (?,  -  $,)»  +  (9,  -  ,,)8 
(3  4)8  =  (I,  -  ?3)8  4-  (7,  -  7,)8. 

Die  Oleichangen  (A)  (B)  (C)  (D)  enthalten  die  Data  der  Beob- 
achtungen- 

Encke's  AbhandL  HL  3 
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Die  erste  Bedingung,  welche  in  Bezug  auf  die  vier  Oerter  zu 
erfüllen  ist^  ist,  dafs  sie  in  einer  Ellipse  liegen  müssen.  Be- 
zeichnet man  die  halben  Axen  derselben  durch  a  und  b^  und  die 
sogenannten  ezcentrischen  Anomalien,  welche  den  vier  Oertem  zu- 
kommen durch  E^  E^  E^  E^,  so  wird,  wenn  man  die  groDse  Axe 
der  Ellipse  als  Abscissenlinie  betrachtet  und  den  Anfangspunkt 
in  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  setzt,  dieser  Bedingung  Genüge  ge- 
than,  wenn  für  die  Abscissen  x,  und  Ordinalen  j/,  der  vier  Punkte, 
die  Gleichungen  stattfinden: 

Xi  =  a  cos  E^        yi  =  b  sin  E^ 
»2  ==  a  cos  -Ej        ^2  ==  ^  sin  E^ 
x^^a  cos  E^       j/3  =  6  sin  jE| 
x^  =  a  cos  E^        ^4  =  fr  sin  E^. 
Bezeichnet  man  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  durch  I,  so  erhüt 
man  daraus  die  doppelten  Dreiecksflächen: 

(I  12)  =  absm{E.,-EJ 

(I  13)  =  aftsin(£'3-£i) 

,j.  (I  14)  =  aJsin(^4~^i) 

(I  2i)==absin{E^-E^) 

(I  2  4)  =  a6  sin  (£^4  -  ^a) 
(I  34)  =  aJsin(^4-^) 
und   daraus    für    die    doppelten   Dreiecksflächen    zwischen    den 
Oertern  selbst 

(1  2  3)  =  a 6  { sin  (^2  -  ^1 )  +  sin  (JE,  -  E.,)  -  sin  (Ä,  -  £i) } 
(12  4)  =  (i6{sin(^2-^)  +  sin(£'4-Ji^2)-sin(^4-^i)} 
(13  4)  =  aft{sin(^8-JEi)  +  sin(jE'4-^3)-sin(jE;-£;)} 

(2  34)  =  a&{sin(£3--E2)  +  sin(^4-jE'3)-sin(^4~£2)} 

Gleichungen,  welche  durch  Einführung  von 

E,-E,  =  (E,-E,)  +  (E,---E,) 

und  der  analogen  Verbindungen  sich  in  diese  Form  bringen  lassen: 
(12  3)  =  4aJ  sini  (^a  -  ^1)  sin  J  (^  -  E.^)  sin^  (E^  -  E^ 
(1 2  4)  -  4ah  sin i  {E,  -  E,)  sini  {E,  -  E^)  sini  (E,  -  E,) 
(13  4)  =  4ab  sini  {E,  -  E,)  sini  {E,  -  £,)  sin^  (E^  -  E^) 

(2  3  4)  =  4a&  sini  (£3  -  ^2)  sinH^4  -  ^)  sin  J  (^4  -  ^ 
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Der  doppelte  Flächeninhalt  des  ganzen  Vierecks  wird  dann 
nach  einer  kleinen  Beduction: 

(3)  (1 2'i4)=4ab8mii^^-E,)8iniiE^-Ei)sin{^iE^+E^)-i{E^+E^) } 

Für  die  Sehnen  hat  man  die  Ausdrucke: 

(1 2)2=48ini(£2-^i)''  {a^sinUEi+E^y+bHosi(E3+E^)' 

(13)*=4sini(£^3-^i)^  {o»sini(£',+JE'i)»+6>co8i(^+-E^i)' 
(1  4y=4sinUEi-Ei)^  {a^smUE^+E^y+h^cosUE^+E^)' 

<*)  (2  3)«=4sini(^-JS'2)'  {a2sini(^+i^)2+&«cos.U^+^2y 
(2 4)2=48ini(^4-lJ2)>  {a^Bm\{Et+Ety+h^coai(Et+E,y 

(3 4)8=4sini(^,-^,)*  {aHmUEt+E^y+hHosHE^+Esy 

denen  man  übrigens  noch  sehr  verschiedene  andere,  für  einzelne 

Fälle  bequemere  Formen  geben  kann. 

Moltiplicirt  man  die  vier  Gleichungen  (2)  mit  einander  and  zieht 

die  Quadratwurzel  aus  dem  Produkte,  so  hat  man: 

1/(123)  (124)  (134)  (234) 

_       ,,2  fsin  i  (E^  -  E,)  sini  {E,  -  E,)  sini  {E^  -  E,)^ 

~  Isini  (^,  -  £2)  sini  (E^  -  JE7,)  sinl  {E^  -  eJ 

«in  Ausdruck,  in  welchem  alle  sechs  Oombinationen  zwischen  den 

Winkeln  vorkommen.    Das  Produkt  von  je  zweien  der  Gleichungen 

<2)  giebt  dagegen  jedesmal  nur  fünf  Oombinationen 

fsini  (E.  -  El)  sin  l  (E.  -  E.f  sini  (E.-E.)  ] 

„,  Jsin^  (Ea  - E^mnl  (^,  -  iS,)  sini  {E.-E,)  \ 

„Jsini  (£"2  -  El)  sini  (^3  -  ^1)  sini  (E.-E«)^ 

Dividirt  man  daher  jedes  dieser  Produkte  in  die  obige  Quadrat- 
"«nirzel,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

(1  2  4)  (2  3  4)  _  sin  i  {E^  -  E,) 


(5) 


Setzt  man  jetzt: 


K  (123)  (134)     8ini(^-l?i) 

I /(l  3 4)  (2 3 4) _ sin \{E, -E^ 
r  (123)  (124)     sini(£^-£:i) 

■  /(l  2  4)  (1 3  4)  _  sin  j  (^4  -  -E^) 
r  (123)  (234)     sini(i^-i?2) 
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(6) 


1/(12  3)  (12  4) 

r  (1  3  4)  (2  3  4)""^^'' 

1/(123)  (134)_ 

r  (124)  (234)"*^^» 

^/(l  2  3)  (2  3  4) 


(1  2  4)  (1  3  4) 


so  bat  man: 


) 


_tg  HE4  +  ^3  - -g^  - -gl) 

tg^(^4-4-i;  +  £i) 
tir  r45°  ^-  f  'l  _tg  4  (^«  + -g^  — -gs  - -^i) 


tg  (45°  +  ?,) 


(7) 


Bezeichnet  man  also: 

UE,-E,-E,  +  E,)  =  a 
i(E^-E,  +  E^-E,)  =  ß 


so  hat  man 

tg /»  =  tg  (45°  +  C  )  tgr  a 

(8)  tg  y  =  tg  (45°  +  fi)  tg  « 

tgy  =  tg(45°  +  t2)tg/» 

80  dafs,  weil  C*  Cn  C2  &iis  bekannten  Gröfsen  (6)  abgeleitet  sind, 
wenn  eine  der  Gröfsen  a,  ß,  r  bekannt  ist,  die  andern  beiden  auf 
eine  sehr  einfache  Weise  gefanden  werden,  und  damit  Oberhaupt 
alle  Differenzen  zwischen  den  ezcentrischen  Anomalien,  da 

i,{Ej-E,)  =  ß-a 

^{E,-E,)^y-a 

^{E,-E,)  =  r  +  ß 

^(JS7,-£j)  =  y  +  c 
i  (E^- 1\)  =  ß  +  a. 
Die  Gleichungen  (7)  können  auch  so  geschrieben  werden 

sinOJ-«)  =  tgf  sin{ß  +  a) 

(9)  sin  (y  —  a)  =  tg  f  1  sin  (r  +  «) 

sin(r-/?)=tg?asin(r  +  /»). 
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Substitiiirt  man  die  aßy  in  den  Ausdruck  für  (12  3  4)  in  (3), 
80  wird 

(10)  (1  2  3  4)  =  4a6  sin(r  -  «)  sin  {r  +  «)  sin  2ß. 

Zwischen  den  Gröfsen  f,  fp  ?2  tmd  a,  /S,  y  finden  verschiedene 
Relationen  statt,  welche  zur  PrQfung  oder  Abänderung  der  Ent- 
wickelungen  benutzt  werden  können.    Zuerst  ist 

(11)  tg  (45^4-  0  •  tg  (45°+  C2)  =  tg  (45°+  ?,) 
was  man  auch  so  schreiben  kann: 

(12)  sin  2J:  -  sin  2?i  +  sin  2^2  =  sin  2?  sin  2i^  sin  2?,. 

Benutzt  man  jetzt  die  Ausdrucke: 

2 


2^  =  cotg(45°+t)+  tg   (45VJ:) 


cos 
2tg2C=  tg   (45V  0  ~  cotg (45°+ 1) 

80  erhält  man: 

tg  2t  ctg  (45°+  ?,)  +  tg  2^2  cotg  (45°+  f)  =  tg  2^, 
tg2f  tg  (45°+C2)  +  tg2{:9   tg  (45°+ f )  =  tg  2Ci 

oder  mit  Einführung  von  «,  /J,  r, 

tg^2:     _     tj^    ^     tg2^     _Q 
tgr  tg/:^  tga 

(13)  tg2ttgr~tg2ritgi9  +  tg25:atg««0 

tg2C    __     tg2t^    _^     tg2C,     _Q 
sin2r  sin2jtf  sin  2  a 

von   welchen   die   dritte   aus   der  Summe   der  beiden  ersten  sich 
ergiebt. 

Sucht  man  aus  (10)  den  Werth  von  a&,  so  läfst  dieser  sich 
mit  Zuziehung  der  drei  folgenden  Gleichungen,  welche  sich  aus 
den  bisherigen  Relationen  ohne  Mühe  ergeben: 

8in(/J-a)sinO»  +  a)  =  itg2t  sin2asin2/J 

(14)  sin  (r  —  ö)  sin  (r  +  a)  =  i  tg  2^^  sin  2«  sin  2r 
Sin(r-i9)sin(r  +  i^)=itg2i:2sin2^sin2;' 

Mif  sehr  verschiedene  Weise  umgestalten.    Es  ist  nämlich: 
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(1234) 


aJ— 


4  sin  (;^  —  a)  sin  {y  +  «)  sin  2ß 

(12  3  4)  . 

2sin2a8in2/?8in2r^^*^^^ 

(1234)  tg2Ctgf 


48in(/^~a)2sin2r      tg2fi 
(12  3  4) 


tgfi 


(15)  4  sin  {r  —  «)*  sin  2  ß 

(1234)  tg2r2tgg2 

4sin(;^-/if)^sin2a       tg2?i 

(12  34)  tg2UotgC 

4  sin  (i^  +  a)2  sin  2r      tg2?, 

(12  3  4) 
4  sin  (r -4-«)^  sin  2/?  ^^^^^^ 

(12  3  4)  tg2g2C0tgC2 

4  sin  (/  +  /?)« sin  2a       tg2Si 

Ansdrttcke,  welche  späterhin  alle  in  Anwendung  kommen. 

Sobald  eine  der  Gröfsen  «,  ß,  y  bekannt  wäre,  fände  man  hier- 
durch nicht  blofs  die  übrigen,  sondern  auch  ah.  Zu  der  Kenntnife 
dieser  einen  G-röfse  kann  man  die  Gleichungen  zwischen  Zeit  und 
Ort  in  der  Ellipse  benutzen. 

Denkt  man  sich  um  die  Ellipse  einen  Kreis  beschrieben,  dessen 
Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse  zusammenfällt,  and 
dessen  Halbmesser  gleich  der  halben  grofsen  Axe,  und  nennt  corre- 
spondirende  Punkte  im  Kreise  und  in  der  Ellipse  diejenigen, 
welche  einerlei  Abscissen  und  gleichnamige  Ordinaten  in  beiden 
Curven  haben,  so  verhalten  sich  alle  Flächenräume,  welche  von 
den  Halbmessern  solcher  correspondirenden  Punkte,  den  Sehna 
zwischen  denselben,  und  den  Bogen  in  beiden  Curven  begrenzt 
werden,  zu  einander  wie  die  halben  Axen  unter  sich.  Ffir  dai 
Kreisausschnitt  der  correspondirenden  Punkte,  welche  zu  1  und  ^ 
gehören,  hat  man  den  Ausdruck: 

für  das  Dreieck  zwischen  ihren  Halbmessern  und  der  Sehne  in 

Kreise : 
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ia2sin(^3-^i); 
folglich  für  den  elliptischen  Abschnitt  den  Ansdmck: 

fugt  man  das  Dreieck  ^(012)  binza,  so  erhält  man  für  den  doppelten 
Flächeninhalt,  welcher  durch  Qi,  Q2  ^^^  den  elliptischen  Bogen 
begrenzt  wird: 

(012)  +  {(^2  -  E^)  -  sin  (£2  -  ^1)}  aö. 

Diese  Fläche  ist  die  Frojection  des  elliptischen  Flächenraums, 
der  in  der  eigentlichen  Bahn  in  der  Zeit  {t^  —  t^)  durchlaufen  ist. 
Da  die  Flächengeschwindigkeit  der  Zeit  proportional  ist,  so  wird 
auch  der  projicirte  Flächenraum  der  Zeit  proportional  sein.    Be- 
zeichnet man  daher  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  in  der  pro* 
jicirten  Ellipse  mit  k,  und  wendet  dieselben  Formeln  auf  alle  übrigen 
Combinationen  der  yier  Punkte  an,  so  hat  man  die  Gleichungen: 
'^(^-^i)-(012)  =  a6  {2(/J-a)-sin20J-a)} 
*(<3-<i)-(013)  =  «6  {2(r-a)~sin2(;^-«)} 
(16)      *(^4-^i)-(014)  =  a6{2(r  +  «-sin2(y  +  /?)} 
«^(t,-<2)-"(02  3)  =  a&{2(r-/J)-sin2(;^-/J)} 
Ä:(^4-^2)-(024)  =  a6  {2(r  +  a)-~sin2(y4-a)} 
*^  (^4  -  ^ )  -  (0  3  4)  =  a  6  {2  0»  +  a)  -  sin  2  (/J  +  «)} 

welche  indessen  vermöge  der  Relationen  (2)  nur  drei  unabhängige 
Gleichungen  bilden.  Die  vierte  wird  von  den  zwei  ersten,  die  fünfte 
von  der  ersten  und  dritten,  die  sechste  von  der  zweiten  und  dritten, 
und  wechselweise  bedingt.  —  Es  mufs  auch  bemerkt  werden,  dafs 
bei  ihnen  vorausgesetzt  wird,  dafs  kein  ganzer  Umlauf  in  der 
Zwischenzeit  stattgefunden  hat,  eine  Bedingung,  welche  jedesmal 
bei  der  wirklichen  Anwendung  erfüllt  sein  wird. 

In  diesen  Gleichungen  sind  die  Dreiecksflächen  und  Zeiten 
bekannt,  die  Gröfsen  ab,  a,  /},  r^  können  sämmtlich  als  Functionen 
einer  einzigen  der  drei  Gröfsen  cc,  ß,  y  angesehen  werden,  folglich 
sind  drei  unabhängige  Gleichungen  und  nur  zwei  unbekannte 
Gröfsen  vorhanden.  Es  mufste  sich  also  eine  Bedingungsgleichung 
ergeben,  welcher  die  Punkte  12  3  4  genug  thun  müssen,  um  in  einer 
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und  derselben  Projectionsellipse  za  liegen.  Anstatt  aber  diese 
Bedingungsgleichnng  im  Voraus  abzuleiten,  scheint  es  bequemer, 
ihr  Vorhandensein  im  Laufe  der  Rechnung  zu  Denutzen,  um  ein 
minder  genaues  Datum  ihr  gemäfs  abzuändern. 

Vermöge  ihrer  transcendenten  Form  werden  diese  Gleichungen 
sich  nur  durch  Versuche  auflösen  lassen.  Zuerst  könnte  man  den 
Weg  einzuschlagen  geneigt  sein,  die  Gröfsen  k  und  a5  zu  eliminiren, 
wodurch  man  eine  Gleichung  zwischen  bekannten  Gröfsen  und  drei 
verschiedenen  transcendenten  Functionen  2x  — sin25c  erhielte. 
Allein  dieser  Weg  ist  nicht  rathsam,  da  man  auf  diese  Weise  ohne 
Noth  eine  leicht  zu  berechnende  Gröfse  ab,  wenn  einmal  über  eine 
der  Gröfsen  a,  ß,  y  eine  Hypothese  gemacht  ist,  als  unbekannt 
betrachten  wOrde.  Man  setzt  dabei  voraus,  dafs  alle  vier  Punkte 
genau  in  dieselbe  Ellipse  passen,  welche  dem  Keplerschen  Ge- 
setze zufolge  durchlaufen  wird,  und  da  diese  Voraussetzung  nie 
stattfindet,  so  wird  man  zu  einer  unnützen  Wiederholung,  ohne 
selbst  noch  eine  Anleitung  zu  haben,  wie  der  Fehler  zu  verbessern 
ist,  genöthigt  sein,  wenn  man  den  Werth  von  ab,  aus  der  Sub- 
stitution in  die  drei  Gleichungen  erhalten,  nicht  übereinstimmend 
findet  mit  seinem  Werthe  aus  den  Gleichungen  (15). 

Zweckmäfsiger  ist  es,  nur  zwei  der  Gleichungen  (16),  welche 
zu  den  am  genauesten  bestimmten  Punkten  gehören,  auszaw&hlen, 
eine  der  Gröfsen  z.  B.  et  hypothetisch  anzunehmen,  mit  derselben 
aus  den  Gleichungen  (8)  und  (15)  /?,  /,  und  a&  zu  berechnen  und 
dann  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen  (16)  den  Werth  von  A-  zn 
suchen.  Man  ändert  a  so  lange,  bis  A;  übereinstimmend  heraus- 
kommt; und  substituirt  dann  die  erhaltenen  Werthe  in  die  dritte 
Gleichung.  Wenn  nur  wenig  an  der  Identität  derselben  fehlt,  so 
kann  man  sich  erlauben,  die  Zeitmomente  um  Kleinigkeiten  so  zn 
ändern,  bis  alles  übereinstimmt.  Unsere  Beobachtungen  werd^ 
noch  längere  Zeit  hindurch  nicht  fein  genug  sein,  um  nicht  Aende- 
rungen  von  einem  Monate  oder  0,1  Jahr  sich  allenfalls  erlauben 
zu  können.  Fehlt  viel,  so  wird  man  die  ungenauere  Beobachtung 
in  der  Distanz  oder  dem  Positionswinkel  ändern,  womit  freilich 
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eine  ganz  nene  Berechnung  von  ?,  Ci,  C2,  verbunden  ist,  und  eine 
völlige  Wiederholang,  Da  man  indessen  in  den  Gleichungen  (16) 
die  eine  ungenauere  Beobachtung  ganz  in  der  einen  Gleichung  hat, 
80  wird  meistens  ein  leichter  üeberblick  den  Sinn  und  die  un- 
gefähre Gröfse  der  Correction  angeben. 

Zur  Erleichterung  dieser  Versuche  ist  hinten  eine  Tafel  für 
die  Function 

(17)  (f{x)  =  2x-'sin2x 

angehängt,  sie  geht  von  zehn  zu  zehn  Minuten  von  a;«0  bis 
X  =  9CP.  Da  der  Winkel  x  immer  gleich  dem  halben  Unterschiede 
zweier  ezcentrischen  Anomalien,  so  kann  sie  unmittelbar  dienen, 
so  lange  zwischen  zwei  zusammen  verbundenen  Beobachtungen  kein 
halber  Umlauf  verflossen  ist,  was  in  der  Begel,  da  man  die 
Gleichungen  aus  (16)  so  wählen  kann,  nicht  der  Fall  sein  wird. 
Ffir  andere  Fälle  wird  man  den  Werth  leicht  erhalten,  da 

ip{x)  =  2n  —  g}{lfiO  —  x). 

Die  Tafel  ist  zwar  in  sieben  Decimalen  berechnet,  doch  sind 
nur  fBnfe  angegeben,  mit  denen  man  immer  ausreichen  wird. 

Bei  den  Correctionen,  um  die  Bedingungsgleichungen  zu  er* 
f&llen,  kann  noch  die  Betrachtung  leiten,  dafs 

i  =  ^?  -^  =  Constans. 

Wenn  also  mehrere  jp  in  nicht  zu  grofsen,  aber  auch  nicht  zu 
kleinen  Zwischenzeiten  beobachtet  sind,  so  dafs  näherungsweise 

-^  statt  ^  gesetzt  werden  kann,  und  die  Distanzen  zur  Zeit  der 

einen  Epoche  sicherer  scheinen,  als  zur  Zeit  der  andern,  so  wird 
man,  da 

die  andern  Distanzen  hieraus  verbessern  können.  Schon  oben  ward 
bemerkt,  dafs  die  Positionswinkel  verhältnilsmäfsig  schärfer  ge- 
nommen werden  zu  können  scheinen^  als  die  Distanzen.    Zu  klein 
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wird  man  indessen  At  nicht  nehmen  dEtrfen,  der  Unsicherheit  ii 
der  Beobachtung  der  Fositionswinkel  wegen. 

Wenn  man  der  Wahrheit  schon  sehr  nahe  ist,  und  meisteo- 

theils  wird  eine  rohe  Zeichnung  dazu  fähren,  so  scheinen  diese 

YersQche  der  einfachen  Form  der  GleichoDgen  wegen  am  meistea 

zn  emnfehlen  zn  sein.    Im  ersten  Anfange  wird  man  aber  h&nfig:er 

sen,  als  es  zn  wünschen  ist,  da 

dwx      .   .     , 
ax 

inch  >■  1  wird. 

1  indessen  hierbei  abkürzen,  nnd  sich  die  Berecbnnng 
ersparen,  wenn  man  in  die  Oleichnngen  (16)  die 
(15)  unmittelbar  substitnirt.  Yerbindet  man  imma 
D  ab  mit  einer  der  Qleichoogen  (16),  in  welchem  dte- 
;hiede  der  excentrischen  Anomalien  vorkommen,  z.  E 
ichung  (15),  mit  der  ersten  (16),  so  erhält  man: 

,  1  2>  =  a234)tg2Ctgi:  (2{ß-a)~^a2(ß^a)\     1_ 
'  tg2r,  l       48in(/J-«)a       }m2r 

Gleichung  eine  Function  Ton  der  Form 

2x  —  sin  2x 


Z(«)  = 


4  sin  a:" 


1  Tafeln  bringen  läfst.    Giebt  man  ihr  diese  Form 
X{x)  =  i  a;  (1  +  cotg  a;»)  —  i  cotg  x 
=  i  a;  +  i  (a:  cotg  a;  — 1)  cotg  x 
ich,  dafs  wenn  A,  B,  C,  die  Bemoallischen  Zahlen  si>d: 

-4  =  1,  ß=3'(j,  ^=,"1  0.  s.  w. 
en  stattfinden: 

1  2'  2*  2* 

reroer  bei  der  Multiplication  beider,  die  BelatJoDW 
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u.  s.  w. 
so  erhält  man  für  {x  cotg  x  —  l)  cotg  x  die  Reihe 

~^i:2 ^"*"^ i:2^^''*"^iT2T3:4:5^*"*"^  1.23.4.5.6.7  ^' •  •  •  • 

und  wenn  man  sich  erlaubt,   den  Werth  A  im  ersten  Gliede  fdr 
i  za  setzen: 

x(x)^jAx+  j;2  3  ^^'+  r.2-34^  ^"^""^  1.2.3.4.5.6.7  ^"^^ •  ^' 
woraus  der  Werth  für  geringere  x  sich  sehr  schnell  berechnen 
läfst;  für  gi'öfsere  ist  der  definitive  Ausdruck  für  den  gegenwärtigen 
Zweck  hinreichend  genau  zu  berechnen,  üebrigens  kann  man  die 
Grenze  der  Convergenz  der  Reihe  am  leichtesten  prüfen,  wenn  man 
für  -4,  5,  C,  D,  die  Summen  der  reciproken  geraden  Potenzen  der 
Zahlen  einfuhrt.    Wenn 

ö  — ■■■■7"  22"^  32  "*"'42 

A         1     .      1  1  1 


•  •  •  • 


2*  ^  3*  -^  44 
i       111 


•     .     • 


•     •     •     • 


2«      3«      46 

so  ist  bekanntlich: 

2A 

^ 1:2:34^'' 

^      1.2.3.4.5.6  ^ 

u.  s.  w. 
folglich: 

,  ,      2a    X     4b    x^      6c    x^      Sd   x'' 

^      TT         7t      n^  7t      71^         TT      TT^ 
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bei  selir  entfernten  Gliedern  wird  sich  das  Yerhältnüs  der  Coeffi« 
cienten  zweier  auf  einander  folgenden  Potenzen  von  — 


iW  •     0 


wenn  man  die  Coefflcienten  durch 

2u  ^  2ah-2 

-^m  und  ---  — n 

ausdrücken  will,  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit  nähern,  so  dals 
die  Reihe  immer  convergirt  fttr  ic  <  tt.    Setzt  man  x  =  i  tt,  so  wird 

X  (i  ^)  =  :l  ^,  folglich: 

1     2_        26      3c     4^     5e 

^  TT  —  a  4-  22  "^  2*  "^  2^  "^  2®   •  -  .  • 

Innerhalb  der  Grenzen  x  =  0  und  x  =  in  ist  die  Aenderung 
dieser  letzten  Function  nur  der  vierte  Theil  von  der,  welche  die 
Gröfse  2a?  — sin2d?  hat.  Man  kann  sie  aber  noch  verringern,  und 
einer  Constanten  die  einzuführende  transcendente  Function  noch 
näher  bringen^  wenn  man  damit  einen  Divisor  verbindet,  der  die 
erste  Potenz  von  x  entfernt.    Wählt  man  dazu  den  sino:,  so  ist 

2x  — sin2a; 
4  sin  x^ 

ganz  dieselbe  Gröfse,  welche  Gaufs  in  der  Theoria  mcius  bei  der 

Aufgabe,  aus  zwei  Radienvectoren  und  dem  Zwischenwinkel  die 

Elemente  zu  bestimmen,   anwendet    Dieser  Ausdruck  verändert 

sich  zwischen  x^Q  und  x^^^^n  stetig  von  i  bis  zu  { n^  und  seine 

Einführung  würde  sich  auch  noch  dadurch  empfehlen,  dafs  wenn 

zwei  Gleichungen,  in  denen  ß  —  a  und  /?  +  «,  oder  die  andern  ra- 

sammengehörigen  Verbindungen  vorkommen,  verbunden  wfirdei, 

das  Verhältnifs  von  sin  (ß  —  ct)  zu  sin  (ß  +  cc)  durch  die  Gleichnngfen 

(9)  einfach  gegeben  ist.    Da  indessen  bei  andern  Verbindungen 

dieser  Vortheil  wegfällt,  so  scheint  es  noch  bequemer,  Tafek  n 

benutzen  für  die  Function: 

.  .      2a?  —  sin  2a 

^  ^  4ar  sin  ar 


J 
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für  Ä=  0  wird  der  Werth  dieser  Gröfse  =i 

und  in  den  Zwischenwerthen  geht  ihre  Aendernng  stetig  fort.  Für 
diesen  Ausdruck  ist  die  zweite  Tafel  hinten  angehängt.  Sie  geht 
ebenfalls  von  zehn  zu  zehn  Minuten  fort;  der  Bequemlichkeit  der 
Rechnung  wegen  ist  sogleich  der  Logarithmus  derselben,  dividirt 
durch  die  Anzahl  der  Bogenminuten ,  welche  in  dem  Radius  ent- 
halten sind,  angesetzt,  oder: 

/iQ\  1       w  \     1      f2a?  — sin2a:         1      1 

(18)  log  V(a^)  =  log  (   4^3in,     ■^^^- 

Man  wird  den  Werth  von  o?,  in  Bogenminuten  ausgedrückt, 
stets  damit  zu  verbinden  haben. 

Führt  man  diese  Function  ein  und  setzt 

(19)  (12  3  4)  =  iVi 

(1234)5i^  =  i^, 
^tg2i,i 

so  werden  die  Gleichungen  (16)  folgende  Form  erhalten: 

k{t,-^)  =  Ni  tg  fi|r«l^(y_a)  +  (013) 
kit,-t,)^N,  tgf2|-^V(r-/»)  +  (023) 
Ä  («4  -  ^i)  =  J^2  cotg  fa  ^^  V  (r  + /»)  +  (0 1 4) 
t  (f,  -  <,)  =  i\^,  COtg  ?,  |±^^  V  (y  +  «)  +  (0  2  4) 

k{t,-t,)  =  N  cotg:  |^vO»  +  «)  +  (034) 

in  welchen  allen,  wenn  man  die  Tafelangaben  benutzt,  die  Winkel 
(ß  —  oc)  u.  s.  w.  in  Bogenminuten  ausgedrückt  sein  müssen. 

Bei  der  Anwendung  derselben  wird  der  Gang  etwa  der  folgende 
sein.     Die  beobachteten  p  geben  eine  vorläufige  Kenntnifs  yon 
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a,  ß,  y,  die  hinreichend  sein  wird,  nm  die  Functionen  ipiß—a) 
n.  s.  w.  so  ans  der  Tafel  zn  nehmen,  dafs  ihre  spätere  Aenderang 
nie  sehr  beträchtlich  sein  wird,  da  sie  während  eines  Interrallg 
von  90°  stets  zwischen  i  und  ^  bleiben.    Setzt  man  dann 

^     x}j{ß-a)  =  Ca  \       '  =do 


h-k 


(21)  Ä^^(y_a)  =  c,  -f^^^  =  <^ 

und  sofort,  so  erhält  man  lauter  Gleichungen: 


(013) 

k-k 

(02  3) 

ß  —  a 

sin2)' 


tt  C(\  —l -^ —  "T-  Cf  Q 


k  =  C2     .     o     +  dg    U.    S.    W. 

^  sm  2a 

Bei  der  ersten  Annäherung  betrachtet  man  die  c  als  genau 
bestimmt,  und  sucht  den  Werth  von  «,  der  mit  den  davon  ab- 
hängigen ß  und  r  zweien  Gleichungen  Genüge  thut  Versuche 
werden  hier  schnell  zum  Ziele  führen.  Mit  diesen  Werthen  von 
^1  ßi  r  verbessert  man  die  c,  und  wird  sie  dann  meistens  schon  so 
nahe  erhalten,  dafs  eine  weitere  Verbesserung  fast  unnSthig  ist 
Die  hieraus  von  neuem  erhaltenen  Werthe  von  «,  ß^  r  substituirt 
man  in  die  dritte  unabhängige  Gleichung,  und  sieht  daraus,  ob  alle 
Beobachtungen  derselben  Ellipse  angehören.    Bei  einem  geringen 

m 

Übrigbleibenden  Unterschiede  verändert  man  die  Zeitmomente.  Bei 
einem  gröfseren  wird  man  gewöhnlich  die  Distanz  in  der  ungenaueren 
Beobachtung  zu  ändern  haben,  und  damit  dann  freilich  von  neuem 
die  C,  ^1,  ^2)  und  die  Dreiecksflächen,  von  denen  sie  abhängen,  be- 
rechnen müssen. 

Bei  der  Einfachheit  der  Formeln  (A),  (B),  (C),  (6),  (8)  und  (30), 
die  hier  allein  in  Betracht  kommen,  und  bei  der  mehr  als  hin- 
reichenden Genauigkeit  der  Bechnung,  wenn  sie  nur  mit  höchstens 
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fünf  Decimalen  geführt  wird,  ist  der  Zeitaufwand  sehr  gering. 
Sollten  Fälle  yorkommen,  in  denen  man  nur  Beobachtungen  ver- 
binden könnte,  in  denen  x  >  90%  so  kann  man,  wenn  man  nicht  die 
directe  Berechnung  vorzieht,  die  Formel  benutzen 

(23)  V'(x)  =  V(180-x)-lg^^- 

Es  scheint  am  bequemsten  zu  sein,  bei  den  Versuchen  von  a 
auszugehen.    Nach  den  obigen  Bestimmungen  ist: 

Es  wird  leicht  zu  entscheiden  sein,  ob  a  positiv  oder  negativ 
genommen  werden  mufs,  wenn  es  sich  von  0  nur  etwas  beträchtlich 
entfernt.  Wenn  kein  halber  Umlauf  zwischen  zwei  zunächst  auf- 
einander folgenden  Beobachtungen  stattgefunden  hat,  so  wird  a 
immer  <45°.  Da  femer  die  Gröfsen  /?±a,  r^ß  ibrer  Natur 
nach  immer  positiv  sein  müssen,  und  zugleich  <  180'',  wenn  kein 
ganzer  Umlauf  in  dem  Zeiträume  der  Beobachtungen  eingeschlossen 
ist,  so  werden  dadurch  die  Quadranten,  in  welchen  man  ß  und  r 
zu  nehmen  hat,  vollkommen  bestimmt. 

Sobald  cc^  ß^  r  und  damit  auch  ab  gefunden  ist,  bedarf  man 
nur  noch  zweier  der  Gleichungen  (4)  um  a,  b  und  Sj  und  damit 
folglich  die  Projections- Ellipse  vollständig  ihrer  Gröfse  und  Lage 
nach  in  Beziehung  auf  den  ruhenden  Stern  zu  erhalten.  Wenn 
man  indessen  sich  die  Mühe  gegeben  hat,  deren  man  nicht  wohl 
überhoben  sein  kann,  alle  vier  Beobachtungen  derselben  Ellipse 
anzupassen,  so  kann  man  durch  eine  symmetrische  Verbindung 
derselben  diese  Data  für  das  folgende  leichter  erhalten. 

Bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Mittel- 
punkts der  Projections-EUipse  in  Bezug  auf  den  ruhenden  Stern 
durch  X  und  F,  und  den  Winkel,  den  die  halbe  grofse  Axe  der- 
selben mit  der  Axe  der  $  macht,  durch  o),  so  hat  man 

?i  —  X=  a  cos  EiC08(o  —  b  sin  E^  sin  (o 
5a  —  -X^=  ^  cos  E^  cos  «  —  6  sin  E^  sin  « 
?3  —  X= a  cos  E^  cos  «  —  fe  sin  E^sm(o 

(24)  ^4  —  X^  a  cos  E^  cos  w  —  6  sin  E^  sin  w 
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iji  —  Y=  a  cos  -Ei  siu  « -I-  6  sin  ^  sin  « 
^2  —  Y^  CL  COS  jE?2  sin  «  +  6  sin  E^  sin  « 
%  —  1^=  a  cos  J?3  sin  w  4-  6  sin  jK,  sin  « 
1^4  —  y  =  a  cos  jE?4  sin  CO  h-  6  sin  E^  sin  oi. 

Vermöge  der  obigen  Bezeichnungen  ist  aber: 

E^'=^$-^y-ß-a 

folglich  wird: 

sin  -Ei  4-  sin  -B,  4-  sin  iJ,  -i-  sin  £!i  =    4  sin  s  cos  a  cos  /?  cos  r 

—  4  cos  s  sin  er  sin  /!^  sin  r 
sin  El  4-  sin  E^  —  sin  -Eg  —  sin  -E^  =    4  sin  s  sin  a  sin  /?  cos  r 

—  4  cos  «  cos  a  cos  ßsinr 
sin  -El  —  sin  J5J2  -h  sin  J?,  —  si»  J^*  =    ^  sin  «  sin  a  cos  /?  sin  r 

—  4  cos  »  cos  a  sin  /?  cos  r 

—  sin  -E^  4-  sin  -Eg  4-  sin  -Ej  —  sin  -B^  =    4  sin  s  cos  »  sin  j9  sin  r 

—  4cos«8in  acosßcosr 
cos iBi  -I-  cos  E2  4-  cosjEj -h  cos^4  ~    4  cos  s  cos  a  cos /? cos y 

+  4  sin  5  sin  a  sin  ^  sin  y 

cos jEi  +  cos  E2  —  cosi?8—  cos^4  =    4cos  s  sin  a  sin  ßcosr 

4-  4  sin  s  cos  «  cos  ß  sin  r 

cosE^i  —  cos^a  +  cosB3—cos^4=    4  cos 5  sin  acosßsihr 

4-  4  sin  5  cos  asin  ß  cos  r 

—  cos  -El  4-  cos  E2  +  C0S-B3  —  COS-E4  =    4  cos  «  cos  asin  ß  sin  r 

-h  4  sin  s  sin  «  cos  ß  cos  y. 
Hieraus  erhält  man 

1  (?i  +  ?» +  ?8  +  fJ  — -X'=  (a  cos  5  cos  w— ft  sin  s  sin  «)  cos«  cos/?  cosr 

4-(a  sin  s  cos  C04-&  coss  sin  «0)  sin  a  sin/? sin/ 

i  (?i  +  ?2  —  ?3  —  £4)        =  («  cos  s  cos  «—6  sin s  sin  «)  sin«  sin/? cos/ 

4-(a  sin  s  cos  w4-6  coss  sin  «)  cos« cosßänr 

i  (?i  —  ^2  +  ^3  —  ^4)        =  (ö  cos  »  cos  w— 6  sin  s  sin  «)  sin  a  cosjJ  sinr 

4-(a  sin  s  cos  014-i  coss  sin  <»)  cos«  sin /? cos/ 

—  T  (?i  —  ?2  —  ?3  +  ^4)       ==  (öf  cos  s  cos  ö>— 6  sin  s  sin  «)  cosa  sin/?  sinr 
(25)  4-  (a  sin  5  cos  w  4-  6  cos  s  sin  «)  sin  a  cos/?  cosr 


Ueber  die  Berechnung  der  Bahnen  der  Doppelsteme.  49 

T  iVi  +  72  +  ?s  +  Vi)  —  ^=  (^  COS  s  sin  W4-6  sin  s  cos«)  cos«  cos/J  cosy 

4-(a  sin  s  sin  w— 6  cos  s  cosw)  sin a  sin /S  sin y 

i  (?i  +  ?2  —  %  —  ^i)       =  (^  cos  s  sin  an-6  sin  »  cos«)  sin  «  sin /J  cosy 

+(a  sin  s  sin  «—6  cos  $  cosw)  cos«  cos/?  sin  r 

i  («7i  —  ^2  +  %  —  ^4)        =  (^  cos  s  sin  «+6  sin  s  cos«)  sin  «  cos/*  sin  y 

4-(a  sin  »  sin  « — 6  cos  s  cos«)  cosa  sin  ß  cosy 

— i  (^1  "•  %  ~"  %  +  Vi)        —  (^  cos  s  sin  «4-6  sin  s  cos«)  cos«  sin ßsiar 

+(a  sin  s  sin  «—6  cos  s  cos«)  sin  «  cos/J  cosr 

Verbindet  man  hier  die  zweite  nnd  vierte ,  und  sechste  nnd 
achte  Gleichang,  so  hat  man: 

acosscos«-6sinssin« — ■  V^w^'^    ^+  -  V^'""/^'!    x 

sin  ß  sm  (a  —  r)     sin  ß  sm  («  +  r) 

aBinscos«  +  6co83sin«==^     V^>""/^'^    n+     V^»""/^'1  n 

cos  p  sm  {r  —  «)     cos  ß  sm  (r  +  «) 

a  cos  5  sin  «  +  6  sin 5  cos  «=-t  \,   .  "".^^^    .H — .  \   .  "^  ^  .    . 

sm  ß  sin  (a  —  r)     sm  /J  sin  («  +  r) 

asmÄsm  «  — 6cosscos«= — V  -   /     — n"« i»  ■   /        x ' 

cos  ß  sin  (r  —  a)    cos  /?  sm  (/  -+■ «) 

Setzt  man  also 

7i  —  %  =  (1 3)  sin  C  %  —  ?4  =  (2  4)  sin  D 

(26)        ?i-?3  =  (13)cosC  ?2-?4  =  (24)cosD 


80  wird 


(27) 


(13)  (2  4)  , 

2  sin  2/J  sin  (/  -  a)  2  sin  2/J  sin(r  +  «) 

(a  +  6)sin(s4-«)  =  e?sin(/»-hZ>)  +  csin(/J-C) 
(a  4-  i)  cos  (s  +  «)  =  Ä  cos  0?  -h  -D)  —  c  cos  (ß  —  C) 
(a« &) sin  (»-«)  =  d sin  (i»-2))  +  c sin  0^4- (7) 
(a  —  b)  cos  (»  —  «)  =  d  cos  0?  —  2>)  —  c  cos  0?  4-  C). 


Der  Oröfse  s,  welche  man  ans  diesen  Formeln  erhält,  bedarf 
man  eigentlich  nicht.    Man  kann  deshalb  auch  so  umgestalten: 

(aa~62)  gin 2(ö  =  c«  sin 2 C+cP  sin  2i)-.2cd  cos  2ß  sin (D4-C) 
(a2-62)  cog2«  =  c«  cos204-eP  cos2Z>-2cd  cos  2ß  cos(2)4-C) 
(28)     ^2+ j2  =  c2  4-  <i2  _ 2cd  cos2/y  cos  (ü)  -  C) 

ab  =  cd  sin  2/J  sin  (-D  —  C) 

Encke*8  AbhandL  IIL  4 
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in  welchen  Formeln  zugleich  eine  Prüfung  der  Richtigkeit  ent- 
halten ist.  Die  Zweideutigkeit,  ob  man  a>  oder  18(f  +  <»  zu  nehmen 
hat,  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  und  ist  in  den  Formeln  (26) 
ebenso  gut  enthalten.  Auch  hat  sie  auf  das  folgende  gar  keinen 
Einflufs. 

Fährt  man  dann  in  die  erste  und  dritte,  sowie  in  die  fünfte 
und  siebente  Gleichung  von  (25),  die  Oröfsen  c  und  d  ein,  so 
erh&lt  man: 

B  cosP=X=  i(?i +?3)  +  {c  cosCcos2/J— d  cosD)  cos  {r  —  a) 

.„qx  =-  \  (?2-*-?4)  -*-  ip  cos  C—d  cosD  cos2/?)  cos  (r  -h  a) 

ÄsinP=r=l(^i4-%)  +  (csinCcos2/9-dsinD)cos(r  — ff) 

=  i(%-*-74)  +  (c  sin  (7— d  sin  D  cos2/J)  cos  (/  -+-  ff). 

Die  Formeln  (28)  und  (29)  scheinen  zwar  für  den  Gebrauch  der 
Logarithmen  noch  unbequem  zu  sein,  ohne  Muhe  würde  man  ihn^ 
eine  andere  Gestalt  geben  können.  Indessen  hat  es  mir  nicht  ge- 
schienen, als  wenn  dadurch,  oder  durch  Einfuhrung  neuer  Hfilfis- 
winkel,  wesentliche  Yortheile  erreicht  würden.  Bei  der  einfachen 
Form  der  Ausdrücke  (29)  dürfte  es  immer  gerathen  sein,  zur 
Prüfung  beide  Ausdrücke  für  X  und  Y  zu  berechnen,  wodurch 
alles  frühere  sicher  controllirt  wird. 

Wenn  so  durch  22,  P,  a,  6,  w,  die  projicirte  scheinbare  EUIipse 
vollständig  gegeben  ist,  dann  wird  der  üebergang  zur  wahren  Ellipse, 
in  welcher  sich  der  Stern  wirklich  bewegt,  vermittelst  der  beiden 
Bedingungen  erhalten,  dafs  die  eine  die  Frojection  der  andern  ist, 
und  der  Ort  des  ruhenden  Sterns,  der  bisherige  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  die  Frojection  des  Brennpunktes  der  wahren.  Denkt 
man  sich  die  Ebene  der  scheinbaren  Ellipse  durch  den  Mittelpunkt 
der  wahren  gelegt,  wodurch  ihre  Oentra  zusammenfallen,  und  nennt 
den  Halbmesser  der  scheinbaren  Ellipse,  welcher  durch  den  ruhenden 
Stern  geht,  ?,  so  wird  man  die  Gleichung  haben: 

(30)  ~  =  -|j  sin  (P  -  («)2  +  i-^  cos  (P  -  io)^ 

woraus  l  bekannt  ist.    Da  l  die  Frojection  der  halben  grofsen  Axe 
der  wahren  Ellipse  ist,  und  B  die  Frojection  der  Entfernung  des 
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Brennpunktes  vom  Mittelpunkte,  so  ist,  wenn  man  die  halben  Axen 
der  wahren  Ellipse  mit  a'  und  b'  bezeichnet,  den  Excentricitäts- 
winkel  der  wahren  Ellipse  mit  y>': 

(31) 


l      =  8«^  y  -         a' 


Weil  die  eine  Ellipse  die  Projection  der  andern  ist,  so  hat  man, 
^enn  i'  die  Neigung;  beider  Ebenen  bezeichnet: 

(32)  a'6'cost'  =  a&, 

l^ennt  man  <»'  den  Winkel  zwischen  Knotenlinie  und  Perihel  in 
der  wahren  Ellipse  gezählt,  Si  den  Winkel,  den  die  Dorchschnitts- 
linie  beider  Ebenen  mit  der  nrsprfinglichen  Hanptaxe  in  der  Pro- 
jectionsebene  macht,  so  wird  für  die  Coordinaten  des  Perihels  vom 

Hittelpunkte  aus 

.gov  a'  cos  «'         =  —  Z  cos  (P  —  i2) 

a'  sin  «'  cos  i'  =  —  Z  sin  (P — i2). 

Endlich   hat  man   für   den    gemeinschaftlichen   Halbmesser   der 

Xnotenlinie: 

«  • 

(34)  pjsin«'2+_cosw'2=psin(Ä-cü)2+j^cos(i2-a))^ 

und  fftr  die  beiden  auf  der  Enotenlinie  senkrechten,  von  denen  der 
«ine  die  Projection  des  andern  ist: 

(35)  f  TTj  cos  «'*+  -Tä  sin  w'^ )  sec  f'*=  r,  cos  (Ä  —  0))» 

4-  -ä  sin  (i2  —  «)* 

in  welchen  fünf  Gleichungen  die  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
halten sind. 

Wenn  man  die  Quadrate  der  Gleichungen  (33)  verbindet  mit 
(34)  und  (35),  und  dabei  (32)  benutzt,  so  erhält  man  durch  blofse 

Addition 

i'3  sin  «'^+  6'^cos  «'^  cos  i'^=  a^-i-  i»-  P 

und  dieses  von  neuem  mit  der  Summe  der  Quadrate  von  (33)  ver- 
banden, giebt 

4* 
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(36)  V^  +  6'2  coa  i'*  =  a»  +  i»  -  R\ 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  die  Form  geben,  durch  Er- 
hebung in  das  Quadrat  und  Verbindung  mit  (31)  und  (32), 

6'*  sin  f*  =  (a«  +  6»  -  i2»)>  -  4a»6»  +  4a«i>  ^^ 

oder  durch  Substitution  des  Werthes  Yon  l 

(37)  ft'* sini'*  ={a»-5»-i2« cos2(P-«)}»+ J2*  sin2  (P-a)». 

Multiplicirt  man  aufserdem  die  Gleichungen  (34)  und  (35)  mit 
einander  und  benutzt  dabei  (32),  so  erhält  man 

(a'»  -  b'y  sin  2a>'>  cos  i'^  =  (a«  -  J»)«  sin  2(ß  -  «)« 

und  dieses  verbunden  mit  dem  Quadrate  des  Productes  der  beiden 
Gleichungen  (33)  giebt  nach  der  Substitution  aus  (30)  und  (31X 

(a«-6»)«sin2(i2-«)»  =  12*sin2(P-i2)«. 

Zieht  man  hieraus  die  Quadratwurzel,  und  setzt  (P  —  «)  —  (i2  —  m) 
statt  P— i2....,  so  läXst  sich  die  Gleichung  so  schreiben: 

{a^  -  6«)  ±  jB«  C082  (P-«)}sin2(fi-ft>)=it  JB«  sin2(P-«)cos2(Ä-«.) 

wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  zusammengehören.    Aus  dieser 
Gleichung  sieht  man,  dafs,  wenn  man  das  untere  Zeichen  nimmt» 

a«-6>-12»cos2(P-c»)  dem  cos2(fi-«) 
und  —  iJ*  sin  2  (P — «)  dem  sin  2  (fl  —  «)  proportional  isty 

und  die  Gleichung  (37)  zeigt,  dafs  die  Summe  der  Quadrate  dieser 
beiden  Gröfsen  gleich  i'^sini'^  ist.    Hieraus  folgt: 

6'^  sin  i'*  sin  2  (ß  -  «)  =  ~  JB«  sin  2  (P- «) 

h'^  sin  i'*  cos  2  (Ä  -  ©)  =  a»  -  6«  -  Ä»  cos  2  (P-  »). 

Gleichungen,  die  mit  Bezug  auf  die  früher  (28)  gefundenen  Werth» 
sich  noch  etwas  bequemer  so  schreiben  lassen: 

gg.         V^  sin  i'»  sin  2i2  =  (a»  -  Ä»)  sin  2«  -  JB»  sin  2P 
6'»sini'^cos2i2  =  (a>-6»)cos2ft)-Ä*cos2P. 

Aus  ihnen  erhält  man  2i2,  und  6'»sini'^  oder  i'^  -  ä'»  cos »'*.  Die 
Gleichung  (36)  hat  schon  6'*  4- 6'*  cos  i'*  gegeben,  wodurch  V,  i* 
und  Si  bekannt  sind.  Die  Neigung  erhält  man  immer  yoUkommeB 
scharf  durch 
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^ö*    ""  6'2  +  &'*  cos  i'*  -  i'*  sin  i'*' 

Nimmt  man  sie  immer  <  90^  an,  so  wird  im  Si  doch  noch  die  ün- 
gewifsheit  übrig  bleiben,  ob  man  ^  oder  Si  + 180°  zu  nehmen  hat. 
Diese  üngewifsheit  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  da  die  Projection 
uns  nngewifs  läfst,  ob  das  Perihel  oder  Aphel  uns  zugewendet  ist. 
Um  indessen  wenigstens  f&r  die  andern  Winkel  keine  Üngewifsheit 
mehr  zu  lassen,  wird  es  am  besten  sein,  wenn  man  <&*  yermittelst 
des  Winkels  Si  bestimmt,  wobei  es  dann  gleichgültig  ist,  welchen 
Werth  man  angenommen  hat  Nennt  man  n  die  Länge  des  Peri- 
hels,  wobei  n:  =  i2  -i- «',  so  wird 

.ogv  a'  sin  (tt  —  Ä)  =  —  i  sin  (P  —  Si)  sec  i' 

a'cosin^Si) ?cos(P~i2). 

Man  hat  femer 

Bin  5P  "=-7- 
(40)  ,, 

cosy'«=-r  * 

worin  eine  neue  Prüfung  der  bisherigen  Rechnung  liegt.  Die 
wirklich  in  der  wahren  Ellipse  stattfindende  doppelte  Flächen- 
geschwindigkeit k\  die  ümlaufszeit  Uy  und  die  mittlere  Bewegung 
in  Oraden  ft*,  erhält  man  aus 

i'  «=  fc  sec  i' 

Vfo  überall  als  Zeiteinheit  diejenige  zum  Grunde  liegt,  nach  welcher 
die  Beobachtungen  gezählt  sind,  als  Baum -Einheit  die  Bogen- 
secunde,  in  welcher  die  Distanzen  gettiessen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Epoche  zu  bestimmen,  oder  den 
Durchgang  durch  das  Perihel.  Man  kann  dabei  denselben  Weg 
•einschlagen,  der  späterhin  zur  Berechnung  der  Oerter  aus  gegebenen 
Elementen  am  bequemsten  ist.    Wenn  r  und  v  den  Badiusvector 
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und  die  wahre  Anomalie  in  der  wahren  Ellipse  bezeichnen,  so  sind 

die  Coordinaten  des  Panktes,  za  welchem  sie  gehören,  in  der  Pro- 

jectionsebene,  bezogen  auf  die  Enotenlinie  als  Axe   der  einen 

Coordinate : 

r  cos  (v  -h  «0 

r  sin  {v  +  w')  cos  i', 
folglich: 

?  =  r  cos  (t?  4-  w')  cos  i2  —  r  sin  {v  +  w')  sin  ^  cos  i' 

i?  =  r  cos  (t?  4-  cö')  sin  Ä  +  r  sin  {v  4- «')  cos  Ä  cos  t'. 

Löst  man  die  zusammengesetzten  Winkel  auf,  so  wird: 

2f  =     r  cos  t?  |cos  «'  cos  i2  —  sin  w'  sin  ß  cos  i*} 

,  -  2\  —  r  sin  f?  (sin  «'  cos  Ä  4-  cos  (o'  sin  i2  cos »'} 

7  =     r  cos  V  icos  «'  sin  Ä  4-  sin  «0'  cos  Ä  cos  i'} 

—  r  sin  v  {sin  «'  sin  i2  —  cos  «'  cos  -Q  cos  i*}- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

r  cos  V  cos  t'  «=     5  {cos  «'  cos  S^  cos  i'  —  sin  «'  sin  i?} 

4- 17  {sin  «'  cos  i2  4-  cos  (o*  sin  i2  cos  i^} 

r  sin  V  cos  t'  =  —  ?{cos  «'  sin  i2  4-  sin  w'  cos  i2  cos  t'j 

4-  fj  {cos  «'  cos  i2  —  sin  «'  sin  Ä  cos  i  j- 
Setzt  man  also: 

,^3^  V  sin  ö'  =  i'  sin  (« -  n) 

b*  cos  cö'  cos  i*  =  Z'  cos  {Q  —  i2) 

und  fährt  die  bekannten  Formeln 

r  cos  V  =  a'  {cos  E*  —  sin  y'} 

rsin  v  =  J'sin^' 

ein,  wo  E*  die  excentrische  Anomalie  in  der  wahren  Ellipse  ist, 

so  wird  mit  Berücksichtigung  von  (39) 

sin  i;'  =  -T-?  sin  (P-i>) 

(44) 

V  R 

co&E'  =^?  cos(Ö  -p)  4-  -J-; 

woraus  sich  E'  stets  scharf  bestimmen  läfst    Man  nimmt  dann 

jf  =  E'  -  sin  y'  sin  E'^E'^^  sin  ^'. 
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wenn  T  die  Dnrchgangszeit  durch  das  Perihel  bedeutet.  Die  An- 
wendung derselben  auf  alle  vier  Beobachtungen  gewährt  die  yoU- 
ständigste  Prüfung  der  Rechnung.  Man  kann  sich,  wenn  man  es 
bequemer  findet,  auch  zur  Berechnung  von  Z,  V^  Q,  der  Gleichungen 
bedienen: 

y  sin  i^= -g- sin  (P  —  Ol) 


(46) 


-y  cos  F=  —  COS  (P  —  0)) 


«'sin((2-P)==-i(a3-6»)sin2P 
a'cos(Q-2^  =  -a6 

za-Z'»  =  (a3-6»)cos2P. 

Will  man  umgekehrt  aus  den  bekannten  Elementen  den  Ort 
finden,  so  berechne  man  in  Bezug  auf  die  Gleichungen  (42)  die 
Constanten,  nach  dem  von  Gaufs  eingeführten  Verfahren: 

sinw  cos  U^  cos  i2;  sin  u'  sin  ü*  =  sin  i2; 

sinw  cos  U=^  —  sini2  cosi':  sin  u'  cos  U'  =  cos^  cos  i'; 

(47)  a'  sin  u  sin  ( 17+  co')  =  v  sin  V;  af  sin  w'  sin  ( D''  +  «') = v'  sin  F'; 
J'  sinw  cos  (  J7h-  «')  =  v  cos F;  &'  sin  m'  cos( Z7'  -f-  co')  =  v' cos F'; 

—  sin  9)'.  i'  sin  F=  A.  —  sin  y'.  i''  sin  F'  =  X'. 

80  wird  die  Berechnung  des  Ortes  in  den  Formeln  enthalten  sein : 

J5;'-sin9)'sin£'  =  (e-r)ii*' 

(48)  g  sin  jp  =  v'  sin  (^'+  F')  +  ;i' 

9  cos  2?  =  i'  sin  (E'+  F )  +  A,. 

Die  so  bestimmten  Constanten  kann  man,  wenn  man  die  Ele- 
mente vorher  berechnet  hat,  leichter  finden,  durch: 

,  .o\        '^  sin  F=  —  l  cos  P  y'  sin  F'=  —  l  sin  P 

(49) 

V  cos  F=  —  Z'  sin  C  »'^  cos  F'==  -h  i'  cos© 

und  umgekehrt  diese  aus  jenen. 

Es  kann  noch  ein  Interesse  haben,  die  Zeitpunkte  der  Maxima 
und  Minima  der  sichtbaren  Entfernung  und  Winkelgeschwindigkeit 
zu  kennen.    Da 
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constant  ist,  so  fallen  wie  in  der  wahren  Ellipse  die  kleinsten  nnd 
gröfsten  Entfemangen  mit  den  grOfsten  and  kleinsten  Winkel* 
geschwindigkeiten  zusammen.  Differentiirt  man  die  Formeln  (42) 
oder  (48)  in  Bezug  auf  E',  so  erhält  man 

^Qjßr  =  (»'"  cos  2V'+  v'  cos  2F)  sin  2E' 
+  (v'>  sin  2  F'+  V»  sin  2  V)  cos  2E' 
+  2  (v'>  sin  F«  +  V*  sin  V)  sin  9'  sin  E' 
-  (v"  sin  2  V'+  V»  sin  2  F)  sin  9'  cos  ^'. 

Die  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man  yermittelst  (49)  nnd 
(46)  die  Elemente  einführt    Da 

v'»cos2F'H-v»cos2F    =-(o»-6»)cos2F 
»^»sin2F'+v»8in2F    ==  _  (a»  -  i»)  sin  2F 
2(1^»  sin    F'+y'sin    F»)  =  2P 
80  läfst  sie  sich  schreiben: 

2?^7  =  -  (a>  -  6>)  sin  2{£'+  F)  +  2P  sin  9'  sin  E* 
+  (a»  -  6»)  sin  y'  sin  2Fcos  E'. 

Führt  man  hier  statt  sin  9'  den  gleichbedeutenden  Ausdruck  -r- 

ein  nnd  setzt  fUr  2P  die  Summe  der  zwei  letzten  Ausdrficke  von 
(46),  so  wird  sie 

2?^7 (a»-6*)sin2(Ä'+J0 

O  TD 

+  ~{a?  coB  F  sin  {E'+F)-b*  sin  Fcoa  iE' +F)y 
Setzt  man  also 

cos  F^  -^—ytRcos  (P  —  «)  =  A  cos  H 


r(Äi)^^  ^=-^=F^sin  (P-«)  =  Äsin  ff 

so  wird  die  Bedingungsgleichung  fUr  das  Maximum  oder 

von  Q, 

sin  2  (J?'+  P)  =  2  A  sin  (E'+  F-  H) 
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unter  welcher  Form  sie  sich  durch  Versuche  am  leichtesten  auf- 
lösen l&Tst    Man  sucht  £'+  F  und^findet  daraus  E*. 

Diese  Gleichung  wird  immer  zwei  mögliche  Wurzeln  haben, 
sie  kann  aber  auch  vier  haben,  deren  Möglichkeit  und  Grenze  nach 
einer  Bemerkung  des  Herrn  Professor  Dirichlet  sich  am  leichtesten 
ans  der  Differentiation  ergiebt    Die  leichteste  üebersicht  erh&lt 

man,  wenn  man  setzt: 

s 

—  |/(Ä  sin  JI) «  m  sin  w 

s 

l/(A  cos  fl)  =  wi  cosn 

dann  hat  die  Gleichung,  wenn  m>l,  zwei  Wurzeln;   eine  wo 
sin(jB'+-F)  positiv  ist,  die  andere  wo  es  negativ  ist. 

Wenn  aber  w  <  1,  so  hat  sie  vier  Wurzeln  zwischen  den  Grenzen: 

sin  {E'+  F)  =  zp\ 

=     0 
=  ot'  sinn* 
=-  m*  sin  n 
=  ±1. 

Die  Werthe  der  linken  Seite  der  Gleichung  des  vierten  Grades, 
welche  entsteht,  wenn  man  cos  (E'+  F)  eliminirt: 

sin  {E'+  Ff-\-  2Ä  sin  IT  sin  {E'+F)*+{}i*- 1)  sin  (E'+  F)* 
-  2h  an  H  sin  (E'+F)-h*  an  H'^0 

werden  in  diesen  Fällen  n&mlich: 

+  A»  cos  IP 
-Ä» sin  IT« 
+  A*  sin  fl»  cos  JET» 

-  {1  -  m«}  A  V  (sin  fi»  cos  H*) 
+  A>  cos  H^ 

folglich  abwechselnd  positiv  und  negativ  für  m  <  1,  wobei  zugleich  die 
Möglichkeit  derselben  in  den  obigen  Bedingungen  eingeschlossen  ist. 
Zuletzt  kann  man  noch  wünschen,  die  Lage  der  Ebene,  in 
welcher  die  Bewegung  wirklich  vor  sich  geht,  auf  feste  und  be- 
kannte Ebenen  und  Paukte  bezogen  zu  haben.    Denkt  man  sich 
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durch  den  ruhenden  Stern  eine  Ebene  dem  Aequator  parallel  ge- 
legt, so  giebt  die  Auflösung  des  Dreiecks  zwischen  dem  Weltpole, 
dem  Pole  der  Projectionsebene  (a  und  <^,  oder  Gerade  Aufsteigung 
und  Abweichung  des  Sterns),  und  dem  Pol  der  durch  S^  und  t'  be- 
stimmt wird  das  Verlangte.  Versteht  man  unter  S^  den  Winkel 
den  die  Durchschnittslinie  der  Projections-  und  Bewegungsebene, 
mit  dem  Declinationskreise  des  Sterns,  vom  Nordpunkte  durch  den 
Ostpunkt  bis  360"^  fortgezählt  macht;  unter  A  und  I>,  die  gerade 
Aufsteigung  und  Abweichung  des  Pols  der  Bewegungsebene,  so 
hat  man  daf&r  die  Gleichungen 

sin  D  =  cos  i*  sin  d  db  sin  i'  cos  d  sin  S2' 
cos  D  sin  (a  — -4)  ==  db  sin  i*  cos  S2* 
cosD  cos  (a  — -4)  =  cos  i*  cos  d  ip  sin  i'  sin  S  sin  Ä', 

welche  sich  durch  Hulfswinkel  beim  wirklichen  Gebrauch  zusammen- 
ziehen lassen,  und  die  beiden  Ebenen  bestimmen,  über  welche  uns 
die  Natur  des  Problems  unsicher  läfst. 

Als  Beispiel  möge  die  erste  Anwendung  dienen,  welche  ich 
von  diesen  Formeln  auf  den  merkwürdigen  Doppelstern  70p 
Ophiuchi  gemacht  hatte,  um  ihrer  Brauchbarkeit  mich  zu  ye^ 
sichern.  Es  braucht  wohl  kaum  erwähnt  zu  werden,  dafs  die 
folgenden  Zahlen  nur  als  Beispiel  dienen  sollen,  und  keineswegs 
auf  den  Namen  einer  Bahnbestimmung  Anspruch  machen. 

Die  Beobachtungen,  auf  welche  ich  mich  zuerst  allein  be- 
schränkte, waren  folgende^  wobei  die  p  von  dem  östlidien  Theü 
des  Parallels  durch  Norden  durchgezählt  sind: 
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70jp  Ophiachi 


Zeit  der 

Beobachtetes. 

Beobachter. 

Beobachtung. 

P 

e 

1779,77 
1781,74 
1802,34 
1804,42 
1818,62 
1819,63 
1820,13 
1820,28 
1821,29 
1821,32 
1821,41 
1821,54 
1821,76 
1821,77 
1821,80 
1821,83 
1822,40 
1822,62 
1823,27 
1823,42 

CP  0' 

9  14 

113  52 

131  12 

281  20 

288  48 
287  30 

293  47 

294  5 

290  42 

291  36 

289  54 

295  36 

292  18 

294  21 

295  57 

296  55 
295  54 

4;'492 

■    ••••■ 

5,34 
4,656 

3,682 

4,227 
4,254 
4,657 
4,334 
4,033 
4,851 

Herschel  der  Vater 
Struve 

n 

79 
91 

Herschel  der  Sohn  und 
South 
Struve 

» 

Herschel  der  Sohn  und 
South 

» 

n 

In  Bezug  auf  die  unterschiede  unter  sich  mufs  ich  bemerken, 
dafs  es  meistens  Beobachtungen  eines  Abends  sind,  und  dafs  die 
damaligen  Hülfsmittel  von  Struve,  verhältnifsm&fsig  gegen  seine 
jetzigen  so  sehr  vollkommenen^  gar  nicht  in  Betracht  kommen.  Die 
ersten  Messungen  beruhten  auch  zum  Theil  auf  Methoden,  welche 
späterhin  nicht  mehr  angewandt  wurden. 

Aus  diesen  Beobachtungen  nahm  ich  mit  Rücksicht  auf  die 
Bemerkungen  der  Beobachter  die  folgenden  vier: 


1779,77 

0'  0' 

4-4 

1803,38 

122  32 

2,7 

1820,20 

288    9 

4,17 

1823,27 

296  55 

4,85 
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Die  letzte  Distanz  gehört  eigentlich  zu  1822,  da  aber  die 
früheren  Angaben  über  Zu-  oder  Abnahme  ganz  ungewiTs  liefsen, 
80  behielt  ich  sie  bei.    Die  Distanz  für  1803,38  ward  aas 

geschlossen  vermittelst  der  Werthe  für  1803 :  iSp^  =  8°  20'  für  ein 
Jahr,  und  für  1820  -  1823  Ajpa  =  2^  52'  für  dieselbe  Zeit  Die 
übrigen  Weiiihe  sind  Mittelzahlen. 

Da  die  Bechnnng  mit  sechs  Decimalen  geführt  wurde,  um  die 
Formeln  desto  schärfer  zu  prüfen,  so  erlaube  ich  mir  auch  sie  so 
herzusetzen.    Vier  Decimalen  würden  völlig  hingereicht  haben. 

Zuerst  gab  die  Anwendung  der  Formeln  (A) 

(012)  =  + 10,01579        (023)  =  +  2,79683 

(013)  =  - 17,43508        (0  2  4) «-  4- 1,28164 

(0 1 4)  -  - 19,02817        (034)  =  +  3,08244 

und  hieraus  die  Formeln  (B)  und  (C) 

(12  3)  =  30,24770  (124)  =  30,32560 

(134)=   4,67553  (2  3  4)=  4,59763 

(12  3  4)  =  34,92323. 

Vermittelst  (6)  fanden  sich  die  Werthe 

C  =  81°  17'  47;'3  log  tg  (45°+  f )  =  0,134021, 
Ci  =  45  12  13,9  log  tg  (45°+  tj  =  2,448786« 
Ca  =  44  43  21,1        log  tg  (45°+  C,)  =  2,314900. 

Das  Beispiel  war  ungünstig,  da  45°+  ti  und  45°+  fj  so  nahe 
an  90°  fallen,  dafs  die  Prüfungsgleichung  (11)  nicht  ganz  erf&Ilt 
werden  konnte,  ohne  willkürliche  Abänderungen. 

Jetzt  wurden  nach  (19)  berechnet: 

log  N  =  8,891624 
log  N^  =  1,543115 
log  2Va  =  1,409224, 

und  damit  ergaben  sich  die  erste,   dritte  und  sechste  Gleichong 
von  (20)  zur  Bestimmung  von  a: 
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k  =  [8,333596  ]  |^  ipiß-a)^  0,42422 
A:  =  [0,179192  J  ?^^  V' (/-/»)  + 0,16628 

Ä  =  [7,589418  ]  ^4;^^  V' 0?  4- «)  4- 1,00405 

wo  die  eingeklammeften  Zahlen  briggische  Logarithmen  sind. 

Nimmt  man  als  ersten  Yersach  an,  dafs  die  p  gleich  den  E 

sind,  so  wird 

«  «  4{(J^4  -ft)  -  (P2  -JPi)}=  -  28^ 

nnd  damit  vermöge  der  Gleichungen: 

tgA  =  tg(45-hntg« 
tgr  =  tg(45  +  Ci)tga 

ß  ungefähr  =+36^  y  =  4-  90°.    Nimmt  man  also  aus  der  Tafel  für 

/J-a  =  64°,    V  0^ -«)  =  6,066460, 
Y^ßr^b4P,    xp  {r  -  ß)  =- &fi41190, 

so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

k  -  [4,400056  ]  ^=^  +  0,42422 

h  -  [6,220972«]  ^/  +  0,16628. 

Wenn  man  hier  zuerst  « =  —  28°  setzt,  so  erhält  man  fttr  h 

1,14393  und  0,81289, 

und  da  aus  den  Gleichungen  hervorgeht,  dafs  die  Gleichheit  durch 

eine  Verminderung  des  negativen  «  erhalten  wird,   so  giebt  fast 

sogleich  a=:  — 24° 

0,94506    und    0,94945. 

Verbessert  man  jetzt  die  ip{ß  —  a)  etc.,  oder  sucht  lieber  fttr 
jedes  a,  ß,  Y  die  genauen  Werthe,  so  findet  man  aus  den  zwei 
ersten  Gleichungen  für 

a  =  -24°30'3r',4,    fc  =  0,94453. 

Die  obige  dritte  Gleichung  giebt  mit  diesem  Werthe 

k  - 1,01467. 
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Diese  Differenz  ist  so  nnbedentend,  dafs  man  sie  fast  durch 
die  Zeit  corrigiren  könnte.  Man  brauchte  nar  statt  1823,27, 
1823,50  zu  setzen,  was  allenfalls  gestattet  wäre.  Allein  um 
möglichst  nahe  den  wirklich  zum  Grunde  gelegten  Beobachtnngeu 
zu  kommen,  machte  ich  einen  zweiten  Versuch  mit 

Q*  =-  4,74, 

und  erhielt  nach  einer  neuen  Berechnung  Ton  (1 24)  (13  4),  (2  3  i), 

f,  ?»,  Ca,  fttr  « 25°44',5 

k  =  0,99502 

aus  den  zwei  ersten  Gleichungen,  und 

k  =  0,99098 
aus  der  dritten.    Hieraus  war  mit  Gewifsheit  zu  schliefsen,  daOg  fBr 

e,  -  4.746 

alles  so  übereinstimmen  würde,  dafs  die  Correction  der  Zeit  jeden- 
falls anzunehmen  sei.  Die  neuen  definitiven  Werthe  waren 
hiemach: 


(012)  =  + 10,01579 

(013)  =  - 17,43508 

(014)  =  - 18,62013 


(023)  =  +  2,79683 

(024)  =  + 1,25416 
(034)  =  +  3,01634 


wodurch 


(12  3)  =  30,24770 
(13  4)=  4,20139 


(124)  =  29,89008 
(234)=  4,55901 
(1 2  3  4)  =  34,44909 

C  =  81°43'   6;'8  log  tg  (45°+  C )  =  0,127330, 

fi=44    0    1,5  log  tg  (45°+ ti)  =  1,758266 

?2  =  46  20  24,0  log  tg  (45°+  Q  =  1,630936, 

Aus  den  obigen  Werthen  von  a  liefs  sich  sogleich  der  hio- 
stattfindende  mit  grofser  Annäherung  schliefsen,  und  da  die  Klein- 
heit des  Divisors  sin  2;'  eine  kleine  Unsicherheit  in  sich  schlol^ 
so  zog  ich  es  vor,  die  Gleichungen  (16)  zu  benutzen.  Hierdurch 
fand  sich,  dafs  alles  übereinstimmte,  wenn  man  die  Beobachtongot 
so  annahm 
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lOp  Ophiuchi. 

1779,77 

(f  0' 

4;'4 

1803,38 

122  32 

2,7 

1820,20 

288    9 

4,17 

1823,27085 

296  55 

4,746 

Fflr  diese  Data  wird  genau  fibereinstimmend: 

a  =  -25°40'17;'9 

/J  =  +  32  47  54,1 

y  =  +  92    4  44,0 
log  ah  =     1,066736 
log  k  =     9,996494 

woraus  sogleich  nach  (41) 

ü"«  73,862  Jahre. 

H'  =  4°  52'  26",  2  mittl.  jährl.  Beweg. 

Man  berechnet  jetzt  zuerst 

fUr  alle  vier  Oerter. 

i7i  =     0,000000 
47a  =  +  2,276315 

,3 3,962518 

^4  =  -  4,231850 

Hierauf  folgen  die  Werthe  von  c,  C,  d,  2>,  nach  (26) 

C=  öl"  57'  13",0  D  =  118°  57'  10",0 

log  c  =  0,494393  log  d  =  0,648965. 

Dann  a,  b,  ta,  nach  (28), 

(«» -  62)  sin  2«  =  -  9,180268        o»  +  6«  =  +  25,11129 
(a«  -  &»)  cos  2«  =  - 1,542633        log  ab  =  1,066737. 
Der  letztere  Logarithmus  fibereinstimmend  mit  oben.    Die  einzelnen 
Werthe  sind: 

log  a  =  0,617892        a  =  130°  13'  50",3. 
log  b  =  0,448845. 
Zuletzt  findet  sich  nach  (29)  aus  beiden  Formeln: 


il  =  Qsmp 

li  =  +  4,400000 

?2 1,452033 

?3  =  + 1,298979 
?4  =  +  2,148490. 
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X=  4- 1,47494  r=  -  0,638603 

=  + 1,47495  =  -  0,638616 

log  B  =     0,206086  P  =  336"  35'  19",5. 

Beim  üebergange  zur  wahren  Ellipse  kann  man  jetzt  zaerst 
die  Formeln  (46)  anwenden, 

jsmF^jtüaiP-a)         ^  8in(Q-P)  =  -^^°'~^'^  8in2f 
jCOSP=.jCOS(P-<»)  «'co8((2-P)  =  -i 

woraus 

logZ  =0,572544  ^=216°  lO'  38",4 

log  V  =  0,523534  Q  =  177°  24'  50",8. 

Die  drei  Formeln 

i"  sin  t'«  sin  2fi  =  (a»  -  J»)  sin  2»  -  i2>  sin  2P 
6'«  sin  i'«  C082Ä  =  («»  -  6*)  cos  2w  -  JK«  cos  2P 

6'»  +  i'»  cos  »'»  =«  o2  +  6«  -  i? 

geben 

log  V  =  0,591921 

i2  =  122°  47'  54",7 
i'  =  46°  24'  56",9. 

Endlich  geben  (39)  und  (40)  mit  völliger  TJebereinstimmnng 

f&r  Sinns  und  Cosinus  9p': 

log  a'  =  0,636332 
n  =  166°  56'  44",5 
q>'  =  25°  28'  19",8. 
Fttr  die  Bestimmung  der  Epoche  hat  man: 
sin  E'=  q  [9,505808]  sin  {336°  35'  19",5  -p) 
cos  E'=  Q  [9,456798]  co8{177'  24'  50",8  -p}+ 0,430073, 
woraus  unter  Anwendung  des  obigen  Werthes  von  i*'  folgt: 

r=  1806,87706 

87695 

87697 

87700 

im  Mittel  r=  1806,877. 
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Fär  k'  erhält  man 

log  k'  =  0,158010. 

Die  Elemente  sind  also  die  folgenden 

r=  1806,877 

n  =  166°  56'  44",5  \       ,. ,,  ^  ..   _,      „  , 

Ä  - 122°  47'  54",7  )  ^  ^"^  "^*^  ^"*"®^" 

t'=  46''24'56",9 
y'=  25''28'19",8 
log  a'  =  0,636332 

/»'  =    4°  52'  26",2     mittiere  j&hrL  Bewegung. 

Bewegung  westlich. 

Berechnet  man  damit  die  Constanten  v,  F,  v',  F',  nach  (47), 
80  erhUt  man  die  folgenden  Gleichungen  ffir  die  Berechnung  des 

Ortes: 

i?'-{24°  38'  28/,8}  sin  E'^  {t  - 1806,877)  {4<>  52'  26",2} 

e  sini)  =  [0,562364]  sin  (ß'+ 155<*  59'  57",2)  -  0,638606 
^  cosj)  =  [0,535651]  sin  {ß'+  267°  29'  6",9)  + 1,474941. 
Für  die  gröfste  und  kleinste  Distanz  hat  man  die  Gleichung 

au&ulösen: 

sin  {^2E'+  72°  21'  16",8)  =  [0,131624]  sin  (£'+ 17°  37'  7",8) 

woraus  sich  nach  wenigen  Versuchen  ergiebt: 

1809,6152      kleinste  Distanz  =  1",8332       E'=  22°57'26",3 

gröfste  Winkelgeschwindigkeit  =  16°,911  jährlich 

1835,5026       gröfste  Distanz  =  5",6573       i?'=  151°  20*  18",3 

kleinste  Winkelgeschwindigkeit  —  1°,776  jährlich. 

Endlich  finden  sich  die  beiden  Ebenen,  in  welchen  die  Be- 
-w^fung  geschieht,  parallel  den  Ebenen: 

Aufsteig.  Knoten  im  Aequat.  ~  138°  4'  21".0 

Neigung-  68°49'32",4 

Aufsteig.  Knoten  im  Aequat.  =  41°  3'  2",4 

Neigung»  64°59'26",9, 

oder  auf  die  Ekliptik  bezogen: 

£iick«'i  AbhandL  ISL  c 


i 
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12  =  141°  23' 21",6  J2  =  52°23'   8",9 

J=  86°50'30",5  J=  48°  42' 18",1. 

wobei 

a  =  268^  50*  18",0 

<r  =  +  2°  33' 31",5, 

nach  Piazzi  zum  Grande  liegt. 

Vergleicht  man  nun  die  oben  angefahrten  Beobachtongen  mit 

dieser  Bahn,  so  erh&It  man: 


Jahr 

Ap 

A« 

1779 

0X> 

1781 

-188,4 

-  0;'315 

1802 

+  53,4 

1804 

-  6,3 

1818 

1,524 

1819 

+  295,0 

-0,609 

1820 

-  53,3 

«1 

+  54,7 

1821 

- 133,5 

19 

- 147,1 

+  0,718 

V 

+  71,5 

9 

H-  39,8 

+  0,215 

■ 

+ 179,9 

+  0,230 

9> 

159,3 

+  0,171 

» 

+  42,9 

+  0,157 

1» 

+  0,462 

1822 

+  19,8 

0,251 

w 

-  41,5 

1823 

+  0,7 

» 

+  84,8 

Nachher  fanden  sich  noch  im  zweiten  Bande  der  vortrefflichen 
Doppelsternbeobachtungen  von  Herschel  and  South  eine  Reihe 
von  Bestimmungen  aus  dem  Jahre  1825,  und  auf  meine  Bitte  hatte 
der  Erstere,  nach  der  ausgezeichneten  Güte,  mit  welcher  er  jedem 
Ersuchen  Vorschub  leistet,  die  Gefälligkeit,  einige  neuere  Beob- 
achtungen selbst  anzustellen  und  mir  mitzutheilen.  Diese  sind 
verglichen  mit  der  obigen  Bahn: 
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Jahr              p 

Q      1 

Ap 

Ae 

Beobachter 

1825  April  3 

304"  9' 

4;843 

+ o;'i9i 

South 

Mai    3 

308    0 

•    •     •    • 

• 

Jan.  23 

301  10 

•     •    •    • 

+  57,4 

» 

,    29 

301  45 

4,874 

+  24,8 

+  0,193 

n 

.    30 

302  47 

4,419 

-36,8 

+  0,648 

n 

Jul.   1 

301  50 

5,150 

+  20,8 

-0,083 

Jl 

,     2 

301  42 

4,929 

+  28,9 

+  0,139 

9 

,     4 

301  53 

4,594 

+  18,7 

+  0,474 

91 

.      5 

302  28 

4,789 

-16,0 

+  0,280 

• 

.    13 

302    4 

4,491 

+  11,0 

+  0,581 

n 

Aug.  16 

301  22 

4,814 

+  65,1 

+  0,270 

« 

„    17 

301  51 

4,779 

+  36,4 

+  0,305 

n 

,    20 

301  47 

4,874 

+  41,5 

+  0,210 

9 

,    21 

301  19 

4,714 

+  69,9 

+  0,371 

Jt 

»    23 

301  43 

4,566 

+  46,6 

+  0,520 

7t 

Spt.    1 

301  28 

4,864 

+  64,5 

+  0,224 

n 

1828  Aug.    4 

309  10 

•     •    •     • 

-34,7 

Herschel 

1829  Aug.    7 

309  26 

•     •     •     • 

+  65,0 

» 

1830  März  26 

312  22 

5,944 

38,0 

0,440 

jt 

.     28 

312  23 

5,819 

-38,3 

-0,314 

y» 

Endlich  berechnet  Herschel  noch  an  dem  angeführten  Orte 
aus  den  Beobachtungen  seines  Vaters:  1804^42,  Q^2"yb62by  womit 
die  Bahn  fast  vollkommen  stimmt. 

Wenn  man  diese  sftmmtlichen  Unterschiede  übersieht,  so  könnte 
man  vielleicht  geneigt  sein  zu  glauben,  dafs  im  rohen  die  Elemente 
allenfalls  als  gültig  angesehen  werden  könnten.  Allein  einige  von 
Struve  an  seinem  grofsen  Refraktor  angestellte  Beobachtungen, 
welche  derselbe  die  Güte  hatte  mir  mitzutheilen,  geben  ein  so  ab- 
weichendes Resultat  in  Hinsicht  auf  die  Distanzen,  dafs  eine  Er* 
klämng  fast  unmöglich  scheint.    Struve  beobachtete  nämlich: 


Jahr         p 

Q 

Ap 

A  Q        Beobachter 

1825,55 

301°  39' 

4,00 

+  37,9 

+ 1;*074 

Struve 

1826,8 

303  36 

4,34 

+  82,6 

+  0,880 

» 

1827,4 

306    6 

4,51 

+    6,7 

+  0,771 

a 

1828,75 

309  48 

4,79 

-54,3 

+  0,610 

w 

1829,4 

311  33 

5,18 

-83,9 

+  0,270 

• 

5* 

I 

[ 
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Eine  Bahn,  welche  während  einer  Winkelbewegung  von  l(f 
sich  nm  das  dreifache  des  Unterschiedes  der  ersten  und  letzt«! 
Distanz  ändert,  wie  es  hier  der  Fall  ist,  wfii^de,  wenn  sie  sieb 
auch  mit  den  früheren  Beobachtungen  von  1818  an  yereimgeD 
liefse,  gar  keine  Spur  von  Aehnlichkeit  mehr  haben  mit  der  gegen» 
wärtigen,  so  viel  wenigstens  eine  ungefähre  Schätzung  zu  be- 
urtheilen  erlaubt. 

Umgekehrt  stimmt  eine  vortreffliche  Beihe,  von  Bessel  an 
seinem  grofsen  Heliometer  beobachtet,  in  den  Distanzen  voO* 
kommen,  und  weicht  dagegen  im  Positionswinkel  ab. 


Jahr 

V 

C 

Ap           A$       Beobachter 

1830  Mai  17 

314*45' 

5;'49 

- 165;0 

+  0;'023       Bessel 

.    24 

314  22 

5,52 

- 139,8 

-0,006 

o 

Jon.  6 

313  37 

5,50 

97,1 

+  0,016 

* 

,     7 

313  41 

5,43 

-  94,8 

+  0,086 

« 

,     8 

314    3 

5,42 

- 116,5 

+  0,096 

« 

,    11 

313  34 

5,50 

-  86,6 

+  0,017 

» 

»    16 

314  39 

5,50 

-150,0 

+  0,018 

91 

Es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dafs  die  Wegschaffung  oder  Ver- 
minderung des  Unterschiedes  im  Positionswinkel  geschehen  könnte^ 
ohne  alle  Aehnlichkeit  der  gegenwärtigen  Bahn  zu  zerstSren» 
Immer  indessen  wird  ein  Unterschied  mit  HerscheFs  Beoback- 
tungen  fibrig  bleiben,  dessen  Aufklärung  sehr  zu  wünschen  ist 
Bei  dem  Interesse,  welches  gerade  die  vorzfiglichsten  beobachtenden 
Astronomen  an  diesem  Gegenstande  nehmen,  läfst  sich  mit  6nmd 
hoffen,  dafs  die  Ursachen  dieser  Verschiedenheit  bald  entdeckt» 
und  wir  dann  im  Stande  sein  werden,  mit  einiger  Sicherheit  fiber 
die  Bewegung  der  Doppelsteme  zu  entscheiden. 


Nachtrag. 

Während  des  Drucks  dieser  Bogen  machte  ich  einen  Versnob, 
die  Bahn  allein  aus  Struve's  und  Bessers  Beobachtungen ,  mit 
denen  von  Herschel  dem  Vater  verbunden,  zu  bestimmen.  Hier- 
nach  ist  die  neue  Grundlage: 
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1779,77 
1803,38 
1825,56 
1830,43 


4;'56 


(f    0' 
122   32 

301   39       4,00 
314     9       5,48 

Nach  einigen  Yersncben  fand  sich,  dafs  f&r  eine  und  dieselbe 
Ellipse  angenommen  werden  müsse  f&r  1803,38: 

98  =  3",973 

woraus  denn  folgende  Elemente  hervorgingen: 

T'  =  1814,1554 

7r'  =  190P37'    2" 

Q  =  141°  51'  14" 

i'  =  64°  10*  41" 

y'  =.  20P  19'  55" 
log  a' »  0,74459 

/*'-    4»  33'    6;'2 
Bewegung  westlich. 

Die  Berechnung  geschieht  nach  den  Formeln: 

£'-  (19"  54'  28")  sin  E'=  4°  33'  6;'2  (t  -  1814,1554) 
Qtiap^  [0,56697]  sin  (£'+ 166'  59'  24")  -  0,28859 
f  cosj»  =.  [0,65768]  sin  iE'+  298°  18'  42")  + 1,39075 

and  die  üebereinstimmung  derselben  mit  den  Beobachtungen  wird 
man  aus  folgender  Ephemeride  übersehen: 


1779,77 

0°  & 

4;*56 

1781,74 

5  56 

4,18 

1802,34 

118  39 

3,86 

1804,42 

126  14 

4,06 

1818,0 

222  33 

1,68 

8,5 

232  41 

1,69 

1819,0 

242  30 

1,74 

9,5 

251  34 

1,83 

1820,0 

259  39 

1,95 

0,5 

266  42 

2,10 

1821,0 

272  45 

2,26 

l;ö 

277  56 

2,44 
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1822,0 

2,5 
1823,0 

3,5 
1824,0 

45 
1825*0 

5,5 
1826,0 

6,5 
1827,0 

7,5 
1828,0 

8,5 
1829,0 

9,5 
1830,0 

0,5 
1831,0 


282°  24' 
286  15 
289  36 
292  33 
295  9 
297  29 
299  34 
301  28 

303  12 

304  47 

306  15 

307  37 

308  54 

310  6 

311  14 

312  18 

313  19 

314  17 

315  13 


2;'63 
2,83 
3,02 
3,22 
3,42 
3,61 
3,80 
3,98 
4,16 
4,33 
4,50 
4,66 
4,82 
4,97 
5,11 
5,24 
5,37 
5,50 
5,61 


Hiermit  stimmen  die  Beobachtangen  von  Strnve  so: 

1825,55 

1826,8 

1827,4 

1828,75 

1829,4 

Die  gändiche  Abweichnng  von  den  Beobachtangen  der  Jahre 

1818  bis  1823  aber  zeigt,  dafs,  wenn  anders  dieses  Stemensysteo 

dem  znm  Grande  gelegten  Gesetze  folgt,  die  starke  Yermindening 

des  Abstandes  von  1825  in  Vergleich  mit  1830  nicht  stattgefimdei 

haben  kann. 


Berechnet 

Differenz 

301  39 

4,00 

0' 

o;oo 

305  41 

4,43 

+  125 

+  0,09 

307  21 

4,63 

+  75 

+  0,12 

310  41 

5,04 

+  53 

+  0,25 

312  5 

5,21 

+  32 

+  0,03 
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Hülfetafeln. 


(f  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

1  0 
10 
20 
80 
40 
50 

2  0 
10 
20 
30 
40 
50 

3  0 
10 
20 
30 
40 
50 

4  0 
10 
20 
30 
40 
50 

5  0 
10 
20 
30 
40 
50 

6  0 


2a:  — sin  2a: 


0,00000 
0,00000 
0,00000 
0,00000 
0,00000 
0,00000 

0,00001 
0,00001 
0,00002 
0,00002 
0,00003 
0,00004 

0,00006 
0,00007 
0,00009 
0,00011 
0,00013 
0,00016 

0,00019 
0,00023 
0,00026 
0,00030 
0,00035 
0,00040 

0,00045 
0,00051 
0,00058 
0,00065 
0,00072 
0,00080 

0,00088 
0,00098 
0,00107 
0,00118 
0,00129 
0,00140 

0,00153 


0 
0 
0 
0 
0 


8 

8 

10 
9 
11 
11 
11 

13 


log  ^  (a?) 

2g  — Bin  i« 

AxtAna^ 


5,98660 
5,98661 
5,98661 
5,98661 
5,98661 
5,98662 

5,98662 
5,98663 
5,98664 
5,98664 
5,98665 
5,98666 

5,98668 
5,98669 
5,98670 
5,98672 
5,98673 
5,98675 

5,98676 
5,98678 
5,98680 
5,98682 
5,98684 
5,98686 

5,98689 
5,98691 
5,98694 
5,98696 
5,98699 
5,98702 

5,98705 
5,98708 
5,98711 
5,98714 
5*98717 
5,98721 

5,98724 


1 

0 
0 
0 

1 

0 


6*  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

7  0 
10 
20 
30 
40 
50 

8  0 
10 
20 
30 
40 
50 

9  0 
10 
20 
30 
40 
50 

10  0 
10 
20 
30 
40 
50 

11  0 
10 
20 
30 
40 
50 


(p{x) 
2x  —  Bm2x 


0,00153 
0,00166 
0,00180 
0,00194 
0,00209 
0,00226 

16 

0,00242  18 
0,00260  ,^ 
0,00279  13 
0,00298  ^ 
0,00318  ji 
0,00339 

98 

0,00362  „. 
0,00385 
0,00409  * 
0,00433  '* 
0,00459 
0,00486  *^ 

28 

0,00514  ^ 
0,00543  ^ 
0,00573  31 
0,00604,3 
0,00637 
0,00670 


0,00980 
0,01024 
0,01069 
0,01116 
0,01165 


SS 


S5 

85 
87 
88 
89 
41 

42 

0,00937  ^3 


0,00705 
0,00740 
0,00777 
0,00815 
0,00854 
0,00895 


44 

45 
47 
49 

49 


12  0  I  0,01214 


log  V  (a?) 

2>  — 8in2a? 
4x8in«* 


5,98724 
5,98728 
5,98731 
5,98735 
5,98739 
5,98743 

5,98747 
5,98751 
5,98755 
5,98760 
5,98764 
5,98769 

5,98774 
5,98778 
5,98783 
5,98788 
5,98793 
5,98798 

5,98804 
5,98809 
5,98814 
5,98820 
5,98826 
5,98831 

5,98837 
5,98843 
5,98849 
5,98855 
5,98862 
5,98868 

5,98875 
5,98881 
5,98888 
5,98894 
5,98901 
5,98908 

5,98915 


6 

6 
6 
8 
7 
8 

7 

8 
7 
6 
7 
7 
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12*  0' 
10 
20 
80 
40 
50 

13  0 
10 
20 
30 
40 
50 

14  0 
10 
20 
30 
40 
50 

15  0 
10 
20 
30 
40 
50 

16  0 
10 
20 
30 
40 
50 

17  0 
10 
20 
30 
40 
50 

18  0 


2x  —  8in2jr 


0,01214 
0,01265 
0,01318 
0,01371 
0,01427 
0,01483 

0,01541 
0,01601 
0,01662 
0,01725 
0,01789 
0,01855 

0,01922 
0,01991 
0,02061 
0,02134 
0,02207 
0,02283 

0,02360 
0,02439 
0,02519 
0,02601 
0,02685 
0,02771 

0,02859 
0,02948 
0,03039 
0,03132 
0,03227 
0,03323 

0,03422 
0,03522 
0,03625 
0,03729 
0,03835 
0,03943 

0,04053 


51 
ftS 
53 
56 
56 

56 

60 
61 
63 
64 
66 

67 

69 
70 
73 
78 
76 

77 

79 
80 
69 
84 
86 

88 

89 
91 
93 
95 
96 

99 

100 
108 
104 
106 
108 

110 


log  V  M 

9at~8infg 

4«8in«' 


5,98915 
5,98923 
5,98930 
5,98937 
5,98945 
5,98952 

5,98960 
5,98968 
5,98975 
5,98983 
5,98991 
5,99000 

5,99008 
5,99016 
5,99025 
5,99033 
5,99042 
5,99051 

5,99059 
5,99068 
5,99077 
5,99087 
5,99096 
5,99105 

5,99115 
5,99124 
5,99134 
5,99144 
5,99154 
5,99164 

5,99174 
5,99184 
5,99194 
5,99205 
5,99215 
5,99226 

5,99236 


8 
7 
7 
8 
7 

8 

8 
7 
8 
8 
9 

8 

8 
9 
8 
9 
9 

8 

9 
9 

10 
9 
9 

10 

9 

10 
10 
10 
10 

10 

10 
10 

11 

10 

11 

10 


2x  —  sin  2x 


18'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

19  0 
10 
20 
30 
40 
50 

20  0 
10 
20 
30 
40 
50 

21  0 
10 
20 
30 
40 
50 

22  0 
10 
20 
30 
40 
50 

23  0 
10 
20 
30 
40 
50 

24  0 


0,04053     . 
111 
0,04165 

0,04280  "' 

IIA 

0,04396 
0,04514  "* 
0,04634  *** 

139 

0,04756  135 

0,04881  1^ 

0,05007 

0,05136 

0,05267 

0,05399 


0,05534 
0,05672 
0,05811 
0,05953 
0,06096 
0,06242 

0,06391 
0,06541 
0,06694 
0,06849 
0,07007 
0,07161 

0,07329 
0,07493 
0,07660 
0,07829 
0,08001 
0,08175 

0,08351 
0,08530 
0,08711 
0,08895 
0,09081 
0,09270 

0,09461 


199 
131 
139 


135 

138 

139 
149 
143 

146 

149 

150 
153 

155 
158 
160 

163 

164 
167 
169 
179 

174 

176 

179 
181 
164 
186 
189 

191 


log  ^  (X) 

9a?  — rin9< 
4«siBs' 


5,99236 
5,99247 
5,99258 
5,99269 
5,99280 
5,99291 


11 
u 
11 
u 
u 


11 
11 


5,99303 
5,99314  u 
5,99326  ^ 
5,99337  ^ 

5,99361 


19 


5,99373 
5,99385 
5,99397 
ü,<7«f4U9 
5,99421 
5,99434 


19 
U 

11 
11 

u 

u 

5,99459  „ 
5,99472  1, 

0,«f94Vo  u 

5,99511 


u 
u 


5,99524 
5,99587  1^ 
5,99551  ij 
5,99564  1^ 
5,99578  ^ 
5,99591 

14 

5,99005  „ 
5,99619  ^ 
5,99683  „ 
5,99647  ,^ 
5,99661 1, 
5,99676 

14 

5,99690 
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Hülfstafeln. 


T 


(p{x) 
2x  —  sin  2« 


log  V  (x) 

aar  — sin  gg 


tp{x) 

2x  —  sin  227 


log  ^  (X) 

2»  — sin  8» 
4x8in«' 


24*  0 
10 
20 

ao 

40 
50 

25  0 
10 
20 
30 
40 
50 

26  0 
10 
20 
80 
40 
50 

27  0 
10 
20 

ao 

40 
50 

28  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

29  0 
10 
20 
90 
40 
50 

SO    0 


0,09461 
0,09655 
0,09851 
0,10050 
0,10252 
0,10456 


194 
19« 
199 
209 
204 

206 
0,10662  ,09 

0,10871  ,1, 
0,11083  J14 
0,11297  ,17 
0,11514  ,«, 
0,11734 


222 


0,11956 
0,12181 
0,12409 
0,12639 
0,12872 
0,13108 


225 
228 

230 
2SS 
236 

238 

0,13346  ,41 
0,13587  ,^ 
0,13831  ,47 
0,14078  ,4, 
0,14327  ^ 
0,14580 


255 


0,14835 
0,15093 
0,15353 
0,15617 
0,15883 
0,16152 


258 
260 
264 
966 
269 

2T2 
0,16424  „^ 

0,16699  ,78 
0,16977  ,81 
0,17258  ,3, 
0,17541 
0,17828 


287 


289 


0,18117 


5,99690 
5,99705 
5,99719 
5,99734 
5,99749 
5,99764 

5,99779 
5,99794 
5,99810 
5,99825 
5,99841 
5,99856 

5,99872 
5,99888 
5,99904 
5,99920 
5,99936 
5,99952 

5,99969 
5,99985 
6,00002 
6,00018 
6,00035 
6,00052 

6,00069 
6,00086 
6,00103 
6,00121 
6,00138 
6,00156 

6,00173 
6,00191 
6,00209 
6,00227 
6,00245 
6,00264 

6,00282 


15 
14 
15 
15 
15 

15 

15 
16 
15 
16 
15 

16 

16 
16 
16 
16 
16 

17 

16 
17 

16 
17 
17 

17 

17 
17 
18 
17 
18 

17 

18 
18 
18 
18 
19 

18 


30»  0 
10 

20 
30 
40 
50 

31  0 
10 
20 
30 
40 
50 

32  0 
10 
20 
30 
40 
50 

33  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

34  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

35  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

36  0 


0,18117 
0,18410 
0,18705 
0,19003 
0,19304 
0,19609 

0,19916 
0,20226 
0,20539 
0,20855 
0,21174 
0,21496 

0,21822 
0,22150 
0,22481 
0,22816 
0,23153 
0,23494 

0,23837 
0,24184 
0,24534 
0,24887 
0,25243 
0,25602 

0,25964 
0,26329 
0,26698 
0,27070 
0,27445 
0,27823 

0,28204 
0,28588 
0,28976 
0,29367 
0,29761 
0,30158 

0,30558 


293 
295 
298 
301 
305 

307 

310 
313 
316 
319 
822 

326 

328 
331 
335 
337 
341 

343 

347 
350 
353 
356 
359 

362 

365 
369 
372 
375  • 
378 

381 

384 
388 
391 
394 
397 

400 


6,00282 
6,00300 
6,00319 
6,00338  ^* 
6,00356  ^* 
6,00875  ^* 

19 

6,00394  1, 

6,00413  ^ 

6,00433 

6,00452 

6,00471 

6,00491 


6,00631 
6,00652 
6,00672 
6,00693 
6,00714 
6,00735 


6,00885 
6,00906 
6,00928 
6,00950 
6,00973 
6,00995 

6,01017 


19 
19 
20 


20 


6,00511 
6,00531 
6,00550 
6,00570 
6,00591 
6,00611  ^ 


20 
19 
20 
21 


20 

21 
20 
21 
21 
21 


21 
21 


6,00756 
6,00777 
6,00798  ^* 
6,00820** 
6,00841  ** 
6,00863  " 


21 
22 

22 
93 
22 

22 
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36»  0* 
10 
20 
80 
40 
50 

37  0 
10 
20 
30 
40 
50 

38  0 
10 
20 
30 
40 
50 

39  0 
10 
20 
30 
40 
50 

40  0 
10 
20 
30 
40 
50 

41  0 
10 
20 
30 
40 
50 

42  0 


2x  — 8in2x 


404 
407 
410 
41S 
il6 


0,30558 
0,30962 
0,31369 
0,31779 
0,32192 
0,32608 

420 

0,33028  433 
0,33451  427 
0,33878  4,9 
0,34307  433 
0,34740  43ß 
0,35176 


439 


0,35615 
0,36058 
0,36504 
0,36953 
0,37406 
0,37862 


0,44090 
0,44593 
0,45099 
0,45608 
0,46120 
0,46636 

0,47155 


466 
469 


448 
446 
449 
453 

4ft6 

459 

0,38321  ,,3 
0,38783 
0,39249 
0,39718  473 
0,40191  ^„ 
0,40666 

480 

0,41146 
0,41628 
0,42114 
0,42603 
0,43095 
0,43591  *^® 


488 
486 
489 
498 


499 

503 
506 
509 
51S 
516 

519 


log  ^  (:r) 
8g  — gln8x 

4«8iQx' 


6,01017 
6,01040 
6,01063  ^ 
6,01085  " 
6,01108  " 
6,01131 

84 

6,01155  ,3 
6,01178  33 
6,01201  ,4 
6,01225  ,3 
6,01248  ,4 
6,01272 

84 

6,01296 
6,01320 
6,01344  J* 
6,01368  " 
6,01393  ' 
6,01417 

85 

6,01442  34 
6,01466  ,5 
6,01491  3j 
6,01516  3j 
6,01541  35 
6,01566 


6,01592 
6,01617 
6,01643 
6,01668 
6,01694 
6,01720 

6,01746 
6,01772 
6,01799 
6,01825 
6,01852 
6,01878 

6,01905 


86 

86 
86 
85 
86 
86 

86 

86 

87 
86 
87 
86 

87 


42*  0* 
10 
20 
30 
40 
50 

43  0 
10 
20 
30 
40 
50 

44  0 
10 
20 
80 
40 
50 

45  0 
10 
20 
30 
40 
50 

46  0 
10 
20 
30 
40 
50 

47  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

48  0 


2x  —  sin2dp 


0,47155 
0,47678 
0,48204 
0,48734 
0,49266 
0,49802 


688 

686 
580 
588 
536 

540 

0,50342  543 


0,50885 
0,51431 
0,51981 
0,52534 
0,53090 

0,53650 
0,54213 
0,54780 
0,55350 
0,55923 
0,56500 

0,57080 
0,57663 
0,58250 
0,58840 
0,59434 
0,60031 


546 
550 
553 
556 

560 

563 

567 
570 
673 
577 

580 

583 
587 
590 
594 
597 

600 


604 


0,60631 

0,61235 
0,61842  ^ 
0,62453  •" 
0,68067  "* 
0,68684  *" 

681 

0,64305 
0,64929 
0,65556 
0,66187 
0,66821 
0,67459 


684 
687 
631 
634 
638 


640 


0,68099 


log  V  W 

8«  -rin8x 
4»8ia«* 


87 
87 
87 
87 


» 


6,019(» 
6,01982 
6,01959 
6,01986 
6,02018 

6,02041 '^ 

s: 

6,02068,, 
6,02096^ 
6,02124  ^ 
6,02152  ^ 
6,02180  „ 
6,02206 

88 

6,02236^ 

6,02265  ^ 

6,02293 

6,02322" 

6,02351** 

6,02380^ 

6,02409^ 
6,02488,^ 
6,02468^ 
6,02497  ^ 
6,02526  ^ 
6,02556 

80 

6,02586 

6,02616  * 

6,02646*' 

6,02676 

6,02707 

6,02737'* 

6,02768  j^ 
6,02799  j^ 
6,02829  j^ 
6,02860  j, 
6,02892  j^ 
6,02923 

81 

6,02954 


89 
31 


Ueber  die  Berechnung  der  Bahnen  der  Doppelsteme. 


75 


Hülfstafeln. 


2x  —  sin  2^ 


log  ^  {x) 

4«  sin«* 


9»W 
2x  —  sin  2x 


log  V  (x) 

ix  sin  X* 


48*  (y 

10 
20 
30 
40 
50 

49  0 
10 
20 

ao 

40 
50 

50  0 
10 
20 

ao 

40 
50 

51  0 
10 
20 
30 
40 
50 

52  0 
10 
20 
30 
40 
50 

53  0 
10 
20 
30 
40 
50 

54  0 


0,68099 
0,68744 
0,69391 
0,70042 
0,70697 
0,71354 


6i5 
647 
661 
655 
657 

661 

0,72015  e,5 
0,72680  ees 
0,73348  g7j 
0,74019  „^ 
0,74693 
0,75371 


0,88879 
0,89622 
0,90370 
0,91120 
0,91873 
0,92630 

0,93390 


678 


0,76052 
0,76737 
0,77424 
0,78116 
0,78810 
0,79508 

0,80209 
0,80913 
0,81621 
0,82332 
0,83046 
0,83764 


68] 

685 
687 
69S 
694 
698 

701 

704 
708 
711 
714 
718 

7S1 


0,84485 

0,85209 

0,85936 

0,86667 

0,87401  ''^ 

0,88138 


7S4 
727 
731 


7S7 

741 

743 
748 
760 
753 
767 

760 


6,02954 

6,02986 
6,03018 
6,03050 
6,03082 
6,03114 

6,03146 
6,03178 
6,03211 
6,03243 
6,03276 
6,03309 

6,03342 
6,03375 
6,03409 
6,03442 
6,03476 
6,03510 

6,03544 
6,08578 
6,03612 
6,03646 
6,03681 
6,03715 

6,03750 
6,03785 
6,03820 
6,03855 
6,03890 
6,03926 

6,03961 
6,03997 
6,04033 
6,04069 
6,04105 
6,04141 

6,04178 


82 

32 

82 
82 
32 

32 

82 
33 
32 
33 
33 

33 

33 
34 

33 
34 
34 

34 

34 
34 
34 
35 
34 

35 

35 
35 
35 
35 
36 

35 

36 
36 
36 

36 
36 

37 


54*  0* 
10 
20 

30 
40 
50 

55  0 
10 
20 
30 
40 
50 

56  0 
10 
20 
30 
40 
50 

57  0 
10 
20 
30 
40 
50 

58  0 
10 
20 
30 
40 
50 

59  0 
10 
20 
30 
40 
50 

60  0 


0,93390  ^ 
0,94153  ^** 
0,94919  '" 

770 

0,95689 

773 

0,96462 

77fi 

0,97238 

779 

0,98017  782 
0,98799  784 

U,t7«70oO  789 

1,00374  791 
1,01165  795 
1,01960 

798 

1,02758 
1,03560 
1,04364 
1,05172 
1,05982 
1,06796 

1,07613 
1,08433 
1,09256 
1,10082 
1,10911 
1,11744 

1,12579 
1,13417 
1,14258 
1,15103 
1,15950 
1,16801 

1,17654 
1,18510 
1,19370 
1,20232 
1,21098 
1,21966 

1,22837 


802 
804 
808 
810 
814 

817 

820 
833 
826 
829 
833 

835 

838 
841 
845 

847 
851 

853 

856 
860 
862 
866 
868 

871 


6,04178 

6,04215 
6,04251 
6,04288 
6,04825 
6,04362 


6,05341 
6,05382 
6,05424 
6,05465 
6,05507 
6,05549 

6,05591 


37 
36 
37 
37 
37 

38 

37 

38 


6,04400 

6,04437 

6,04475  jg 

6,04513 

6,04551 

6,04589 


38 
38 


6,04627 
6,04665 
6,04704 
6,04743 
6,04781 
6,04820 

6,04860 
6,04899 
6,04938 
6,04978 
6,05018 
6,05058 


88 

38 
39 
39 
38 
39 

40 

39 
39 
40 
40 
40 

40 


6,05098 
6,05138 
6,05178 
6,05219 
6,05259 
6,05300  ** 


40 
40 
41 
40 


41 

41 
42 
41 
42 
42 

42 


76 
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Hülfstafeln. 


2x  — 8in2x 


log  V  (x) 


y(x) 
2x  —  8in2x 


log  ^  (x) 


60*  O* 
10 
20 
dO 
40 
50 

61  0 
10 
20 
80, 
40 
50 

62  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

63  0 
10 
20 
dO 
40 
50 

64  0 
10 
20 
30 
40 
50 

65  0 
10 
20 
SO 
40 
50 

66  0 


,22837 
,23711  ^^ 
,24588  "^ 
,25468  ^ 
,26351  *^ 

UM 

SM 

1,28125  g„ 
,29017  ^ 
,29911  „, 
,30608  AQQ 
,31708  ^3 
,32611 

906 

,33517 
,34426  ^ 
,35337  ^" 
,36251  ^^* 
,37168  ^^^ 
,38087  ^^* 

928 

,39010 
,39935  ^* 
,40863 

'^^^^^ ;;; 

,42727  7 
,43662  ^'* 

989 

,44601 
,45542  ^" 
,46486  ^ 
,47433  »*^ 
,48382  »♦• 
,49334  **^ 

954 

,50288 
,51245  *" 
,52205  ^ 
,53167  ''* 
,54132  JJJ 

,55099 

970 
1,56069 


6,05591 
6,05633 
6,05675 
6,05717 
6,05760 
6,05803 

6,05846 
6,05889 
6,05932 
6,05975 
6,06019 
6,06063 

6,06106 
6,06150 
6,06195 
6,06239 
6,06284 
6,06328 

6,06373 
6,06418 
6,06463 
6,06509 
6,06554 
6,06600 


42 
42 
42 
48 
48 

48 

48 
48 

48 
44 
44 

48 

44 
45 
44 
45 
U 

45 

45 
45 
44 

45 

46 

6,06646 
6,06692  ^ 
6,06738  ** 
6,06785  *^ 
6,06881  *• 
6,06878  *^ 

47 

47- 

47 

48 

47 

48 

48 


6,06925 
6,06972 
6,07019 
6,07067 
6,07114 
6,07162 

6,07210 


66*  0* 
10 
20 
SO 
40 
50 

67  0 
10 
20 
80 
40 
50 

68  0 
10 
20 
80 
40 
50 

69  0 
10 
20 
80 
40 
50 

70  0 
10 
20 
30 
40 
50 

71  0 
10 
20 
30 
40 
50 

72  0 


1,56069 
1,57041 
1,58016 
1,58993 
1,59973 
1,60955 

1,61940 
1,62927 
1,64917 
1,64909 
1,65903 
1,66900 

1,67899 
1,68900 
1,69904 
1,70910 
1,71919 
1,72929 

1,73942 
1,74958 
1,75975 
1,76995 
1,78017 
1,79041 

1,80067 
1,81096 
1,82127 
1,83159 
1,84194 
1,85231 

1,86271 
1,87312 
1,88355 
1,89401 
1,90448 
1,91497 

1,92549 


972 
975 
977 
960 
982 

985 

987 
990 
892 
994 
997 

999 

001 
004 
006 

009 
010 

018 

016 
017 
OSO 
092 
024 

ose 

029 
031 
032 
085 
037 

010 

011 
048 
Oi6 
047 
049 

052 


6,07210 
6,07258 
6,07307 
6,07355 
6,07404 
6,07458 

6,07502 
6,07551 
6,07600 
6,07650 
6,07700 
6,07750 

6,07800 
6,07850 
6,07900 
6,07951 
6,08002 
6,08053 

6,06104 
6,08156 
6,08207 
6,08259 
6,06311 
6,08868 

6,08415 
6,08468 
6,06521 
6,08574 
6,08627 
6,08680 

6,08783 
6,08787 
6,08841 
6,088d5 
6,08949 
6,09004 

6,09058 


4«. 

49 

48 

49 

49 

49 

49 

49 

50 
SO 
50 

SO 

50 

50 
51 
51 
51 

51 

52 
51 
52 
52 

52 


53 
53 
53 
53 
83 

58 

54 
54 
54 
54 
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Hülfstafeln. 


2x  —  8in2x 


72»  0» 
10 
20 
80 
40 
50 

78  0 
10 
20 
80 
40 
50 

74  0 
10 
20 
80 
40 
50 

75  0 
10 
20 
80 
40 
50 

76  0 
10 
20 
30 
40 
50 

77  0 
10 
20 
80 
40 
50 

78  0 


1,92549 
1,93602 
1,94658 
1,95715 
1,96774 
1,97886 

1,98899 
1,99964 
2,01031 
2,02100 
2,03170 
2,04248 

2,05817 
2,06898 
2,07471 
2,08550 
2,09682 
2,10715 

2,11799 
2,12886 
2,13974 
2,15064 
2,16155 
2,17248 

2,18848 
2,19489 
2,20537 
2,21686 
2,23737 
2,23840 

2,24944 
2,26049 
2,27156 
2,28264 
2,29374 
2,30485 

2,31598 


053 
OM 
057 
059 
06S 

063 

065 
067 
069 
070 
073 

074 

076 
078 
079 
083 
063 

OM 

087 
088 
090 
091 
093 

096 

096 
098 
099 
101 
103 

104 

105 
107 
108 
110 
111 

113 


log  ^  (a:) 
ix  —  sin  3  j 

4s8ins* 


6,09058 
6,09113 
6,09168 
6,09224 
6,09279 
6,09885 


65 
65 
66 
55 
56 

56 

6,09891  ^ 


56 

56 


6,09447 
6,09508 
6,09559  „ 
6,09616  „ 
6,09673 


6,09730 
6,09787 
6,09845 
6,09902 
6,09960 
6,10018 

6,10076 
6,10135 
6,10194 
6,10253 
6,10312 
6,10371 

6,10481 
6,10490 
6,10550 
6,10611 
6,10671 
6,10732 

6,10792 
6,10853 
6,10915 
6,10976 
6,11038 
6,11100 

6,11162 


57 

57 
58 
57 
58 

58 

58 

59 
59 

59 
59 
59 

60 

59 
60 
61 
60 
61 

60 

61 
69 
61 
63 
69 

63 


78»  0* 
10 

20 
30 
40 
50 

79  0 
10 
20 
80 
40 
50 

80  0 
10 
20 
80 
40 
50 

81  0 
10 
20 
30 
40 
50 

82  0 
10 
20 
30 
40 
50 

88  0 
10 
20 
80 
40 
50 

84    0 


9(ar) 
2x  —  Bin2:r 


log  ^  {x) 
4«8lnx' 


2,31598  ,,^^ 
2,82712  ,,,, 
2,38827  ^,„ 

^^^**  xm 
2,36062 

2,37181  "" 
uto 

2,Soo01  ii4« 
2,39423  11)3 
2,40546  1125 
2,41671  1135 
2,42796  ii„ 
2,43928 

1138 

2,45051 
2,46180 
2,47310 
2,48441 
2,49574 
2,50707 

2,51842 
2,52977 
2,54114 
2,55251 
2,56390 
2,57530 

2,58670 
2,59812 
2,60954 
2,62097 
2,63242 
2,64387 

2,65582 
2,66679 
2,67827 
2,68975 
2,70124 
2,71274 

2,72424 


1199 
1130 
1131 
1133 
1133 

1135 

1135 
1137 
1137 
1139 
1140 

1140 

1143 
1143 
1143 
1145 
1145 

1145 

1147 
1148 
1148 
1149 
1150 

1150 


6,11162 

6,11224 
6,11287 
6,11350  * 
6,11413 
6,11476 

6,11540  g, 
6,11603  ^ 
6,11667  ^ 
6,11731  ^ 
6,11796  ^ 
6,11860 

6& 

6,11925 
6,11990 
6,12056 
6,12121 
6,12187 
6,12253 


65 
66 
65 
66 

66 

6,12319  ,, 


6,12386 
6,12452 
6,12519 
6,12586 
6,12654 

6,12722 
6,12790 
6,12858 
6,12926 
6,12995 
6,13064 

6,13183 
6,13202 
6,13272 
6,13342 
6,13412 
6,13482 

6,13553 


66 
67 
67 
66 

66 

68 
66 
66 
69 
69 

69 

69 
70 
70 
70 
70 

71 


I 


78 
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Hülfstafeln. 


84*  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

85  0 
10 
20 
80 
40 
50 

86  0 
10 
20 
30 
40 
50 

87  0 


2x  —  sin  2x 


log  ^  (x) 


ixainx* 


2,72424 
2,73575 
2,74727 
2,75880 
2,77038 
2,78187 

2,79341 
2,80496 
2,81652 
2,82808 
2,83965 
2,85122 

2,86279 
2,87437 
2,88596 
2,89755 
2,90914 
2,92074 

2,93234 


IUI 
1169 
1153 
llftS 
1154 

11&4 

1165 
1166 
115« 
1157 
1157 

1157 

1158 
1159 
1159 
1159 
1160 

1160 


6,13553 

6,13624 
6,13695  ^* 
6,13766  " 
6,13888 
6,13909  ^^ 

73 

6,13982  „ 
6,14054  „ 
6,14127  „ 
6,14200 
6,14273 
6,14346 


6,14420 
6,14494 
6,14568 
6,14643 
6,14717 
6,14792 

6,14868 


73 
78 


74 

74 
74 
75 
74 
76 

76 


87*  0* 
10 
20 
30 
40 
50 

88  0 
10 
20 
30 
40 
50 

89  0 
10 
20 
30 
40 
50 

90  0 


2x  —  sin2x 


2,93234 
2,94395 
2,95556 
2,96717 
2,97879 
2,99040 

3,00202 
3,01365 
3,02527 
3,03690 
3,04853 
3,06016 

3,07179 
3,08342 
3,09505 
3,10669 
3,11832 
3,12996 

3,14159 


161 
161 
161 
162 
161 

169 

163 
169 
163 
163 
163 

168 

163 
163 
164 
163 
164 

163 


log  ^  (r) 
4xan^ 


6,14868 
6,14943  " 
6,15019  '* 
6,15095  [^ 
6,15171  " 

6,15248  " 

n 

6,15325  „ 
6,15402  „ 
6,15480  „ 
6,15557  „ 
6,15635  „ 
6,15714 

6,15792 


6,15871 
6,15950 
6,16080 
6,16109 
6,16189 

6,16270 


n 
n 

80 


» 
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Ableitung  der  Formeln  von  Monge  für  die 
Transformation  der  Coordinaten  im  Räume. 


Bei  dem  üebergange  von  einem  System  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten im  Baame,  Xy  y^  z^  zu  einem  andern  ebenfalls  rechtwink- 
ligen,  o:',  y',  z\  werden  die  letzteren  als  Fonctionen  der  ersteren, 
i^enn  der  Anfangspunkt  bei  den  Coordinatensystemen  gemein- 
jschaftlich  ist,  durch  die  Formeln  gefunden: 

x'=  ax  +  a'y  4-  a"« 
y'=r  Ix  4-  Vy  -i-  V^z 
z*^  ex  H-  c*g  +  c**z. 

Die  Coefficienten  a,  h,  c  etc.  sind  die  Cosinusse  der  Winkel, 
welche  die  verschiedenen  Coordinatenaxen  mit  einander  machen. 
Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  der  Axe  der  x  und  der  Axe 
der  x'  durch  {xx*\  und  ebenso  den  Winkel  zwischen  den  Axen  der 
tc  und  y'  durch  (xy)'  u.  s.  w-,  so  ist: 

a  =  cos  (xx*] 

b  «  cos  {xy*] 

c  =  cos(ä^' 

a'=  cos  (yoc* 
i'«  cos  (yy* 
c'=  cos  {yz* 

a''s=  cos  {zx^ 
J"=  cos  {zy* 
c"«  cos  (zz' 


n 


80  Ableitung  der  Formeln  von  Monge  für  die 

Unter  diesen  neun  Coefficienten  finden  folgende  sechs  Be- 
dingungsgleichungen  statt: 

o«  -hb^  -hc^  =1 
a'2  4-  J'«  -f-  c'2  =1 
a''2  +  ft"3  4-  c"«  =  1 

aa*  -hbV  'hcc'  =  0 
a  a"4-  b  6"+  c  c"=  0 
a'a''-h  J'fc"-f-  cV«  0 

so  dafs  die  nenn  Coefficienten  eigentlich  nur  drei  von  einander 
unabhängige  bilden.  Wollte  man  drei  als  bekannt  annehmen,  und 
die  übrigen  sechs  unmittelbar  durch  sie  ausdrücken,  so  würd^i 
die  Formeln  nicht  einfach  genug  für  den  Gebrauch  ausfallen. 
Monge  hat  deswegen,  aus  drei  als  bekannt  angenommenen  Coeffi- 
cienten, andere  Functionen  My  N,  P,  Q,  gebildet  und  yermittelst 
ihrer  die  sämmtlichen  Coefficienten  elegant  dargestellt  Er  be- 
zeichnet: 

l4.a  +  6'  +  c"  =  Jf 

1  — a  — i'4-c"  =  (2 
so  wird: 

2a'^yPN+l/QM 

2c  =\/QN-hl/PM 

26"=  i/PQ  4-  l/MN 

26  ^yPN-i/QM 

2&  =  i/PQ  -  i/MN 

Lacroix  führt  in  seiner  Differentialrechnung  (Vol.  I,  p.  533) 
diese  Ausdrücke  als  ein  Beispiel  an,  wie  man,  durch  geschickte 
Wahl  der  gegebenen  Gröfsen,  symmetrische  Ausdrücke  erhalten 
kann.  Er  beweist  ihre  Richtigkeit,  giebt  aber  keinen  Weg  ao, 
auf  welchem  man  zu  ihnen  gelangen  kann,  sowie  auch  UoDge 
selbst  die  Art  wie  er  sie  gefunden  nicht  gegeben  hat. 

Man  kann  direct  zu  diesen  Ausdrücken  gelangen,  wenn  man 
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die  nenn  Coefficienten  als  Functionen  dreier  neuer  Variabein  be- 
trachtet. Man  denke  sich  um  den  Anfangspunkt  eine  Engel  von 
beliebigem  Halbmesser  beschrieben.  Die  Punkte,  in  welchen  die 
Axen  der  x,  y,  z,  a;',  y\  g*  diese  Kugel  treffen,  mögen  mit  X,  F,  Z, 
X*,  Y\  Z\  bezeichnet  werden.  Die  Durchschnittslinie  der  beiden 
Ebenen  der  (xy)  und  (aj't/')  treffe  die  Kugel  laN.  Man  bezeichne 
den  Bogen  eines  gröfsten  Kreises 

von  X  bis  N  durch  tp 
von  -3l'  bis  N  durch  q> 

den  Winkel  beider  Ebenen durch  6. 

Der  Allgemeinheit  der  folgenden  Formeln  wegen  sei  die 
Richtung,  in  welcher  man  in  beiden  Systemen  die  Winkel  von  X 
nach  Yj  und  X'  nach  F'  herumzählt,  immer  eine  und  dieselbe, 
nnd  in  derselben  Richtung  seien  auch  die  Winkel  g>  und  tff  ge- 
zählt; man  wähle  unter  den  zwei  Punkten,  in  welchen  jede  Axe 
nnd  die  Durchschnittslinie  beider  Ebenen  die  Engel  trifft,  die  Punkte 
Xy  X',  und  JV,  so  aus,  dafs  (p  und  'ip  beide  kleiner  als  180°  sind, 
und  nehme  für  Z  und  Z^,  als  Treffpunkte  der  positiven  z  und  z', 
diejenigen  Punkte,  welche  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der 
£bene  der  xy,  in  Bezug  auf  das  ausgewählte  X'  liegen.  Man 
erhält  dann  aus  der  Betrachtung  der  verschiedenen  sphärischen 
Dreiecke  zwischen  den  sieben  Punkten  X,  F,  Z,  X',  F',  Z',  N 
die  folgenden  Werthe: 

a  =  cos  (xx*)  =      cos  ^  cos  y  +  sin  ^  sin  9)  cos  6 

b  =  cos  {xy')  =     cos  ^  sin  y  —  sin  ^  cos  9?  cos  6 

c  ==  cos  (xz*)  =     sin  xfj  sin  ö 

a'  =  cos  (yx*)  =     sin  ^  cos  9  —  cos  ip  sin  q>  cos  6 

b*  =  cos  {yy')  =     sin  tpBin  <p-\-  cos  yj  cos  y  cos  6 

&  =  cos  (yz' )  =  —  cos  tp  sin  6 

0"=  cos  {zx* )  =  -—  sin  y  sin  8 

6"=  cos  (zy' )  =     cos  (p  sin  6 

c"=  cos  (zz* )  ='     cos  0. 
Führt  man  in  diese  Formeln  die  halben  Winkel  ein,  das  heifst, 
setzt  man  überall,  indem  man  yj  und  y  combinirt,  für: 

Bnckc'ß  Abbandl.  III.  G 
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coB  ^  COS  9> »     l  COS    (V'  —  9>)  4-  J  COS    {tp-h  95) 

4-  i  COS  i  (V  4-  SP)'  —  i  sin  i  (V/  4-  5P)*. 
und  die  analogen  Werthe  fAr  andere  ProdactO;  and  fBhrt  statt  6 
ebenfalls  ^  0  flberall  ein,  so  werden  diese  Ausdrücke  so  geschiieben 
werden  können: 

cos  {xx')  =        cos  i  e^  cos  i  (^^  —  9>)*  —  cos  i  6'  sin  ^  («/'  —  y)* 
4-    sin  i  6»  cos  i  (V  4-  9)^  -  sin  i  62  sin  i  (v^  4-  y)* 

cos  (xi/)  =      2  sin  i  6*  sin  i  (y/  4-  y)  cos  ^{ip  +  9) 

—  2  cos  i  0^  sin  i  (^  —  g>)  cos  i  (^  —  y) 

cos  (x^r' )  =     2  sin  i  0  cos  ^  6  sin  i  ( V  +  SP)  cos  i  (^  —  y) 
4-  2  sin  i  6  cos  i  6  cos  i  (V  +  y)  w^  i  (V  —  9) 

cos  (ya;')  =     2  sin  i  6*  sin  i  (^  "♦"  9)  cos  i  (V  +  y) 
4-  2  cos  i  6^  sin  i  (V  —  9)  cos  i  (V'  —  SP) 

cos  {yy* )  =        cos  4  6^  cos  ^  (V  —  y)'  —  cos  i  6*  sin  i  (^  —  y)* 

—  siniÖ*cosi(V4-y)*4-sinie2sini(^4-y)« 

cos  (yz* ) «      2  sin  i  6  cos  i  6  sin  ^  (^  4-  y)  sin  ^  (^  —  y) 

—  2  sin  i  e  cos  i  6  cos  i  (^  4-  y)  cos  i  (^  —  y) 

cos (zx*)  —     2 sin  i 6  cos ^ 6 sin  i (^  —  y) cos |(^ 4- y) 

—  2  sin  1 0  cos  i  6  cos  7  (V'  —  y)  sin  i  (^^  4-  y) 
cos  {zy*)  —     2  sin  J  6  cos  i  6  sin  i  (^  4-  y)  sin  i  (^  —  y) 

4-  2  sin  i  0  cos  i  Ö  cos  i  (^  4-  y)  cos  J  {tp  —  y) 

cos  {zz' )  =         cos  i  6^  cos  i  (V  —  y)*  4-  cos  ^  6*  sin  i  (^t/  —  y)* 

—  sin  i  62  cos  i  (V/ 4- y)2  -  sin  i  6«  sin  i  (^  4- y)». 

Bei  der  nähern  Betrachtung  dieser  Formeln  sieht  man,  dab 
sie  alle  durch  vier  Functionen  dargestellt  werden  können,  welche 
deswegen  mit  m,  n,  p,  q  bezeichnet  werden  mögen; 

m  =*  cos  i  6  cos  i  f  ?//  —  y) 

7) »  sin  i  6  cos  i  ( V  4-  y) 

p  =  sin  i  e  sin  4  (^  4-  y) 

g  =  cos  i  6  sin  i  (V  —  y)- 

Es  wird  nämlich  damit: 

cos(a;x')=  m^  4-w2— p*  — g* 
cos  (xy*)  =  2pn  —  2  gm 
cos  (xz*)  =  2gn  4-  2pm 
cos  (yx*)  =  2pn  4-  2  gm 
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COS  (yt/0  =  m'  —  n*  4-  p'  —  g* 

cos  {yzf) «  2i?g  —  2mn 

cos  (2?a:')  =  2gn—-  2pin 

cos  (;8^y') «  2j>g  +  2  wn 

cos  (^25^)  «=  w'  —  n*  —p^  +  g*. 

Verbindet  man  damit  die  Bedingungsgleichnng,  welche  zwischen 
«»,  71,  p,  g  stattfindet: 

und  nimmt  die  vier  Fonneln  zusammen,  in  welchen  die  Quadrate 
von  m,  n,  1?,  q  vorkommen,  so  erh&lt  man  dorch  blofse  Additionen 
and  Snbtractionen : 

4wi2  =  1 H-  cos  (xx*)  4-  cos  iyy')  4-  cos  {zz*) 
4n^  «=  1 4-  cos  {ax*)  —  cos  (yyO  —  cos  {zz*) 
4p>  =  1  —  cos  {xaf)  4-  cos  (yy')  —  cos  {zz') 
4gf>  =a  1  —  cos  (aw')  —  cos  (yy')  4-  cos  {zs^) 

folglich  ist  nach  den  obigen  Bezeichnungen  von  Monge: 

4m« «  Jf,  2  w  «  vM, 

4n^^N,  2n=|/JV, 

4p8-P,  2p=|/P, 

4g»  «Ö,  2g=»/<2, 

und  wenn  man  diese  Werthe  substituirt,  so  hat  man: 

2  cos  (rryO  =  i/PiV'-  |/ÖJf 
2  cos  (xz') « i/giV  4-  \/PM 
2  cos  (yxO  =  yFN  +  \/QM 
2  cos  (yz')  =  yPQ  -  i/JfÄT 
2  cos  (2f  o;')  =  i/^iV  -  |/PJf 
2  cos  (2ryO  =  \/PQ  4- 1/ JfiV' 

übereinstimmend  mit  den  Werthen  nach  Monge. 

Die  Gröfsen  w,  n,  p,  g  sind  die  Werthe,  welche  in  den 
Gaufsischen  Formeln  für  die  Berechnung  des  sphärischen  Drei- 
ecks aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel,  auf  der 
einen  Seite  der  Gleichungen  stehen,  und  da  das  Dreieck  X  X'  N, 
den  obigen  Bestimmungen  zufolge,  stets  ein  solches  ist,  auf  welches 
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diese  Formeln  ohne  weitere  Aendemng  angewandt  werden  können» 
so  kann  man  diese  Gröfsen  anch  darch  die  andern  Theile  des  Drei- 
ecks ausdrücken.  Legt  man  also  dnrch  die  Axen  der  X  nnd  X^ 
eine  Ebene,  nennt  den  Winkel,  den  beide  Axen  miteinander  macheD, 
@,  wobei  man  0  stets  <  180°  zu  nehmen  hat,  bezeichnet  femer 
den  Winkel,  den  diese  Ebene  mit  der  Ebene  der  x  y  macht,  durch 
Ö),  den  Winkel  derselben  Ebene  mit  der  Ebene  der  «'  y*  durch  '1^ 
beide  so  genommen,  dafs  sie  die  innem  Winkel  eines  sphärischen 
Dreieckes  werden,  so  hat  man: 

m  =  cos  J^  @  sin  i  {W+  Ö>)  =  ^  \/M 
n  =  cos  i  0  cos  i  {^P-h  <P)  =  i  l/N 
p  =sini0cosi('/'-<»)  =  il/P 
q  =8ini0sini('/^-Ö>)  =  il/(?, 

nnd  daraus  die  Werthe  aller  andern  Winkel^  wobei  die  Lage  von 
Y  und  r',  als  der  Verlängerung  der  positiven  y  und  y',  von  der 
Seite  der  Ebene  durch  x  und  x'  gelegt  abhängen,  nach  welcher 
man  die  Winkel  genommen  hat,  und  die  Punkte  Z  und  Z*y  in  eben 
dem  Sinne  genommen,  auf  die  andere  Seite  der  Ebene  der  «y,  in 
Bezug  auf  X\  fallen. 


Heber  die  Auf-  und  üntergäuge  der  Sterne 
und  der  Sonne  bei  den  Alten, 


Einige  chronologische  Anfragen  in  den  letzten  Monaten  gaben 
Veranlassung,  auf  die  Früh-  und  Spät-  Auf-  und  Untergänge  der 
Alten  zurückzukommen.  In  der  That  muTs  man  bei  dem  Eingeben 
in  die  Astronomie  der  Alten  den  Scharfsinn  bewundem,  mit  welchem 
sie  ohne  alle  Hülfsmittel  bei  den  ersten  Anfängen  so  verfuhren, 
dafs  die  lange  Dauer  der  Beobachtungen  und  die  Periodizität  der 
Erscheinungen  sie  zu  yerhältnifsmäfsig  sehr  genauen  Ermittelungen 
führten.  Es  trug  wesentlich  dazu  bei,  dafs  sie,  wenigstens  von  der 
Zeit  der  Griechen  an,  die  Theorie  mit  möglichster  Strenge  aus- 
bildeten. Man  kann  die  Auf-  und  Untergänge  der  Sterne,  ver- 
glichen mit  der  Sonne,  betrachten  als  die  Messung  von  Azimutal- 
Winkeln,  oder  den  Unterschied  derselben,  ohne  alle  Instrumente, 
wobei  der  Horizont  selbst  den  Fundamentalkreis  bildet.  Die  Länge 
des  Sonnenjahres,  die  Verbindung  des  Sonnen-  und  Mondjahi*es, 
diese  Grundlage  aller  astronomischen  Ermittelungen  ging  daraus 
hervor;  vielleicht  selbst  die  erste  Kenntnifs  der  Präcession.  Da- 
l)ei  hatten  sie  die  Theorie  so  ausgebildet,  dafs  die  Lösung  des 
Problems,  mindestens  von  Hipparch,  schon  so  vollständig  gegeben 
war  (Delambre  Bist,  de  TAstron.  ancienne  T.  I.  p.  143),  dafs  die 
Neueren  nicht  das  mindeste  hinzufügen  konnten.  Auch  war  die 
Vorstellung  von  der  Genauigkeit,  die  sich  dabei  erreichen  läfst, 
vollkommen  correct  (Ptolom.  Almagest  II.  Cap.  8).  Die  Mifsver- 
ständnisse,  die  bei  der  späteren  Anwendung  derselben  sich  zeigen, 
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rfihren  znm  Theil  von  der  Unbestimmtheit  der  Zeit-Angaben  und 
nötbigen  Daten  her,  znm  Theil  auch  davon,  dafs  man  beilänfigen 
Angaben,  wonach  die  Geschäfte  des  Landbaas  nnd  der  Eintritt  der 
Jahreszeiten  daranf  bezogen,  selbst  poetische  Schilderungen  daran 
geknfipft  wurden,  zu  grofses  Gewicht  beilegte. 

Die  Data,  die  man  zur  Bestimmung  der  Auf-  und  Untergänge 
der  Sterne,  verglichen  mit  der  Sonne,  nöthig  hat,  sind  1)  der  Ort 
des  Sternes,  also  auch  die  Zeit  zu  welcher  die  Beobachtung  ge- 
macht ist,  2)  die  Neigung  der  Sonnenbahn  oder  die  Schiefe  der 
Ekliptik  zu  derselben  Zeit,  3)  die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes^ 
4)  der  sogenannte  Sehungsbogen,  5)  der  Monatstag  des  bestimmten 
Jahres,  auf  welchen  die  erhaltene  Sonnenlänge  eintrifft,  wie  Ideler 
Handbuch  der  Chronologie  Bd.  II.  585  es  ganz  richtig  angegeben  bat 

Bei  der  Berechnung  sind  mir,  besonders  für  die  sehr  weit 
zurQckliegenden  Zeiten,  das  Datum  1  und  2,  die  Bestimmung  des 
Ortes  der  Sterne  und  der  Schiefe  der  Ekliptik,  am  lästigsten  er- 
schienen. (Hierfür,  sowie  fftr  das  Datum  unter  5,  geben  die  nach- 
folgenden Hülfstafeln  alles  Erforderliche.) 

Die  eigenen  Bewegungen  der  Sterne  können,  wenn  es  nöthig 
sein  sollte,  durch  Berechnung  des  ganzen  Betrages  für  die  Zeit 
von  1800  bis  zu  der  angenommenen  Zeitepoche,  und  Verbindang 
derselben  mit  n  und  d,  (insofern  man  die  eigenen  Bewegungen  als 
constant  annimmt)  in  Rechnung  gebracht  werden,  oder  auch  durch 
die  Differentialformeln  der  unten  folgenden  Gleichungen. 

Fflr  das  Datum  3,  die  Polhöhe,  nimmt  Ideler  die  drei  Haupt- 
Parallelen,  nämlich  den  Parallel  von  Born  41^  54^1 

Athen  37  58,1 
Alexandria  31  12,9 
an,  wie  die  neueren  Angaben  sie  bestimmt  haben.  Man  reicht 
auch  vollkommen  damit  aus.  Nur  hat  die  Uebertragung  der  Be- 
rechnung von  einem  Parallel  zum  andern  zu  einigen  Müsverstfind- 
nissen  Anlafs  gegeben,  weil  die  Späteren  sie  manchmal  ohne 
Weiteres  als  gleichbedeutend  betrachtet  haben. 

Das  Datum  4,  der  sogenannte  Sehungsbogen,  ist   das  allere 
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unbestimmteste.  Der  Auf-  oder  Untergang  eines  Sternes,  der  nahe 
nm  die  Zeit  eines  Auf-  oder  Untergangs  der  Sonne  beobachtet 
werden  soll,  wird  nur  wirklich  gesehen  werden  können,  wenn  die 
Sonne  unter  dem  Horizonte  sich  befindet,  und  wie  tief  unter  dem 
Horizonte  die  Sonne  stehen  mufs,  um  zuerst  die  Möglichkeit  der 
Beobachtung  bei  dem  Sterne  zu  gestatten,  wird  durch  den  Sehungs- 
bogen,  er  möge  mit  h  bezeichnet  werden,  ausgedrückt.  Hierbei 
kommt  die  Helligkeit  des  Sternes,  sein  Abstand  von  der  Sonne 
und  die  Durchsichtigkeit  der  Atmosphäre  am  Horizont  sehr  in 
Betracht.  Man  kann  natQrlich  nur  aus  den  Beobachtungen  der 
Alten  selbst  schliefsen,  wie  grofs  dieses  h  bei  den  verschiedenen 
Sternen  angenommen  werden  mufs.  Ptolemäus  hat  im  Almagest 
nur  fKr  Planeten  die  Sehungsbogen  zu  bestimmen  gesucht.  Eine 
eigene  Schrift,  die  er  darüber  bei  den  Sternen  herausgegeben  hat, 
scheint  verloren  gegangen  zu  sein.  Von  mehreren  späteren  Astro- 
nomen werden  dem  Ptolemäus  für  Sterne  gewöhnlich  die  folgenden 
Bestimmungen  zugeschrieben : 

Ä  ==  12°  für  Sterne  erster  Gröfse 

« 13     „        ,       zweiter   „ 

=  14     ^        „       dritter     , 

=  15     „        „       vierter    „ 

=  16     „        y,       fünfter    „ 

=  17     „        „       sechster  „ 

=  18  für  die  kleinsten  Sterne.  Um  deutlicher 
übersehen  zu  können,  worauf  diese  Angaben  sich  etwa  gründen, 
hat  Ideler  in  der  Abhandlung  „Ueber  den  Kalender  des  Ptolemäus^ 
(Abhdlg.  der  Berliner  Akademie  1816  und  1817,  histor.-philos. 
Klasse  pag.  163  folg.)  aus  dem  Werke  des  Ptolemäus  ^aaeiq 
änXavwv,  in  welchem  ffir  30  Sterne  der  1  sten  und  2  ten  Gröfse 
die  beobachteten  Auf-  und  Untergänge  aufgezählt  sind,  rückwärts 
die  Oröfse  der  angenommenen  Sehungsbogen  berechnet.  Er  findet, 
wenn  er  die  beiden  Fälle  unterscheidet,  wo  die  Sonne  mit  dem 
Sterne  an  einerlei  Seite  des  Horizonts,  oder  ihm  gegenüber  im 
Horizonte  steht,  für  Sterne  1  ster  Gröfse  ir  und  7°,  für  die  der 
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2ten  14°  und  8^**  (Handb.  der  Chronologie  I.  pag.  55  folg.). 
Diese  Zahlen  schliefsen  sich  an  die  obigen  Annahmen  so  an,  da(s 
man  wohl  die  obigen  Zahlen  bei  den  alten  astronomischen  Beob- 
achtungen für  den  ersten  Fall,  wo  Sonne  und  Stern  auf  derselben 
Seite  des  Horizontes  stehen,  anzuwenden  für  rathsam  halten  wird 
(Ideler  Hist.  Untersuch,  über  die  Beob.  d.  Alten  pag.  313). 

Auffallend  bleibt  es  dabei,  dafs  im  Almagest  (Lib.  YIIL 
Cap.  VI.)>  wo  Ftolemäus  von  den  Erscheinungen  und  Verschwin- 
dungen der  Sterne  handelt,  unter  den  Ursachen,  welche  die  Be- 
stimmungen des  Sehungsbogens  so  unsicher  machen,  er  einen  Unter- 
schied zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Fall  gar  nicht  erwähnt 
Er  führt  als  die  Ursachen  der  Verschiedenheit  des  Sehungsbogens 
die  Verschiedenheit  der  Gröfse  der  Sterne,  die  Verschiedenheit 
des  Abstandes  von  der  Sonne  in  der  Breite,  und  die  Verschieden- 
heit der  Neigung  des  Thierkreises  gegen  den  Horizont  an.  Die 
Verschiedenheit  des  Abstandes  in  der  Länge  zwischen  Sonne  und 
Stern  erwähnt  er  nirgends.  Auch  noch  am  Schlüsse  des  Kapitels 
berührt  er  nur  den  ersten  Fall.  Man  möchte  daraus  schlieüsen, 
dafs  bei  etwas  strengeren  Beobachtungen  nur  der  erste  Fall, 
gleichzeitiger  Stand  des  Sterns  und  der  Sonne  am  östlichen  oder 
westlichen  Horizonte,  beobachtet  worden  ist  und  der  zweite  Fall 
nur  bei  den  Kalendern  für  den  Landbau  in  Betracht  gezogen. 
üeberhaupt  spricht  sich  Ptolemäus  an  dieser  Stelle  über  die  ün- 
genauigkeit  solcher  Beobachtungen  so  entschieden  aus,  dafs  man 
deutlich  sieht,  sie  sind  nur  für  die  ältesten  Zeiten  und  den  ge- 
wöhnlichen Kalender  noch  von  Werth.  Etwa  mit  Ausnahme  von 
Sirius,  bei  dem  die  Idelerschen  Rechnungen  eine  ganz  ungemeine 
Uebereinstimmung  zeigen. 

Die  strenge  Auflösung  läfst  sich  am  kürzesten  in  den  neueren 
astronomischen  Benennungen  und  zugleich  am  bestimmtesten  so 
ausdrücken: 

Aus  der  Polhöhe  des  Orts  und  der  Declination  des  Sternes 
suche  man  den  halben  Tagebogen  r,  und  mit  ihm  die  Stenzeit 
für  den  Augenblick,  in  welchem  der  Stern  aufgeht 
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öl  =  a'  —  T  und 

untergeht  6,  =  «'  4-  t 

Mit  der  jedesmaligen  Stemzeit  und  der  Polhöbe,  als  der 
ßektascension  und  Deklination  des  Zeniths,  und  der  Schiefe  der 
Ekliptik  €\  suche  man  durch  die  sogenannte  Berechnung  des  Nona- 
gesimus  die  Länge  und  Breite  des  Zeniths.    Sie  sei  bei  dem 

Aufgange  aus      6^  und  g>  .  .  .  L  und  B 
Untergänge  aus  62  und  g>  .  .  .  l  und  b 

wo  g>  die  Polböhe,  und  bestimme  für  den  Sehungsbogen  A,  den  man 
gewählt  hat,  für  den 

Aufgang:      AL  aus  sin  AL  =  sinAsec£ 
Untergang:  AZ    aus  sin  AZ  =sinÄsec6. 

Dann  wird  der  Orad  der  Ekliptik,  in  welchem  die  Sonne  stehen 
rnnÜB,  um  die  verschiedenen  Arten  der  Auf-  und  Untergänge  in 
Vergleich  mit  dem  Sterne  zu  bewirken,  gegeben  sein  durch  die 
folgenden  mit  O  bezeichneten  Oröfsen: 

1)  Bei  dem  wahren  Aufgange  des  Sterns. 

"Wahrer  Pr.-Aufg.     1)  ©  =  L  4-  90°  Sonne  im  östlichen  wahren  Ho- 
rizonte. 

Heliakischer  Aufg.     2)     =L-h90°4-AL  Sonne  A""  unter  dem  öst- 
lichen Horizonte. 

Wahrer  Sp.-Aufg.     3)     =L  — 90°  Sonne  im   wahren  westlichen 

Horizonte. 

Scheinb.  Sp.-Aufg.    4)     =  L  —  90°—  AL  Sonne  /i°  unter  dem  westl. 

Horizonte. 

2)  Bei  dem  wahren  Untergange  des  Sterns. 

Wahrer  Sp.-Unterg.  5)  ©  =  Z  —  90°  Sonne   im   wahren  westlichen 

Horizonte. 

Heliakischer Unterg.  6)     =  l  —  90°— AZ  Sonne  ä°  unter  dem  westl. 

Horizonte. 

Wahrer  Pr.-Unterg.  7)     =  Z  4-  90°  Sonne    im     wahren     östlichen 

Horizonte. 

Scheinb. Pr.-Unterg.  8)     =  Z  4-  90°+  AZ  Sonne  ä°  unter  dem  östl. 

Horizonte. 
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Für  diese  Werthe  hat  Petavias  im  üranologiam  Lib.  I 
Canon  XY.  fibereinstimmend  mit  Ideler  (Beob.  der  Alten  pag.  311) 
und  Delambre  (Hist.  de  TAstron.  ancienne  L  pag.  22)  die  fol- 
genden Benennungen  angenommen: 

1)  Ortas  cosmicus. 

2)  Ortus  heliacus. 

3)  Ortus  acronychus. 

4)  fehlt  bei  Petavius. 

5)  Occasus  acronychus. 

6)  Occasus  heUacus. 

7)  Occasus  cosmicus. 

8)  fehlt  bei  Petavius. 
Ptolemäus  benennt  sie: 

1)  s(&a  GvvavaxoXfi  aXij&iy^, 

2)  i<Acc  TtqoavatoXii  q>aipOfASV^, 

3)  icfnsQux  (SvvavcnoXii  aXfid-ivii. 

4)  itfncQux  enavcnoXfi  (paivoftev^* 

5)  küns^Mt  (fvyxara  dvciq  aXij^iy^. 

6)  ia7t€Q$a  en&xccra  dvifig  fpaivofuyii, 

7)  idoa  (fvyxata  dvütg  aXfj&tv^. 

8)  ioia  TtQodvff^g  ipa^rofiev^. 
Ideler  bezeichnet  sie: 

1)  Der  kosmische  Aufgang,  wahrer  Fruh-Aufgang. 

2)  Der  heliakische  Aufgang,  scheinbarer  Frfih-Aufgang. 

3)  Der  akronychische  Aufgang,  wahrer  Spftt- Aufgang. 

4)  fehlt,  scheinbarer  Spät-Aufgang. 

5)  Der  akronychische  Untergang,  wahrer  Sp&t-Üntergang. 

6)  Der  heliakische  Untergang,  scheinbarer  Spät-Untergang. 

7)  Der  kosmische  Untergang,  wahrer  Frfih-Untergang. 

8)  fehlt,  scheinbarer  Fruh-Untergang. 

Der  Ausdruck  akronychisch,  der  schon  bei  Theophrast  vor- 
kommt (Ideler  Beob.  d.  Alten  pag.  312),  bezieht  sich  folglich  auf 
den  Beginn  der  Nacht,  wobei  Petavius  und  Ideler  die  Kackt 
gleich  mit  dem  Untergange  der  Sonne  anfangen  lassen.    SAl^  da- 


i 
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bei  Petavins  die  Anbringung  einer  Correction  wegen  des  Sehungs- 
bogens  bei  4)  und  8)  nicht  gemacht  hat,  nach  der  gewöhnlichen 
Terminologie  bei  dem  Spät-Aufgange  und  dem  FrQh-üntergange 
(wo  Früh  nnd  Spät  auf  den  Aufgang  und  Untergang  der  Sonne 
sich  beziehen,  der  damit  verbundene  Zusatz  auf  den  Stern),  hängt 
wohl  damit  zusammen,  dafs  hier  die  Gestirne  an  verschiedenen 
Seiten  des  Horizontes  stehen,  also  die  gewöhnlich  angenommenen 
Sehungsbogen  beträchtlich  verringert  werden  müssen,  und  er  sie 
deshalb  ihres  geringen  Einflusses  wegen  ganz  wegläfst. 

Für  die  lucida  Plejadum  oder  die  Alcyone  habe  ich  drei  Be- 
rechnungen dieser  Art  ausgeführt,  nämlich  für  Athen  oder  38°  Pol- 
höhe und  400  a.  C.  n.,  für  Bom  für  das  Jahr  der  Geburt  Christi 
und  für  Alexandrien  ebenfalls  für  das  Jahr  der  Geburt  Christi.  Es 
können  diese  Berechnungen  mit  Petavins  verglichen  werden,  der 
dieselben  Zeiten  und  Oerter  angenommen  hat. 

Nimmt  man  für  Alcyone  nach  dem  Plazzischen  Catalog  im 
Jahre  1800  a  =  53°  54',3,  d  =  23°  28',5,  so  erhält  man 


Alezandria 

Athen 

Rom 

Polhöhe 

3ri2|9 

38°  0' 

41°  54',1 

Jahr  a.  C.  n. 

0 

400 

0 

a 

28°  3610 

23°  17,'5 

28°36|0 

d 

+15  55,8 

+13  54,1 

+15  55,8 

t 

99  48,8 

101    8,8 

104  50,4 

(' 

23  28,5 

23  45,4 

23  28,5 

L 

297  11,2 

289  50,1 

294  13,6 

B 

52  55,8 

60  45,1 

64  36,5 

l 

122  54,6 

117  50,3 

123  50,4 

h 

12    1,7 

17  24,7 

23  13,1 

AL  bei  h  =  14" 

23  39,7 

29  40,7 

34    6,5 

M 

14  19,2 

14  41,2 

15  15,8 

und  damit  für 

1)  OrtuB  cosmicas  0 

27  11,2 

19  50,1 

24  13,6 

2)  Ortas  heliacas 

50  50,9 

49  30,8 

58  20,1 

3)  Ortus  acronychus 

207  11,2 

199  50,1 

204  13,6 

4)  [Spät-Anfgang] 

[183  31,5] 

[170    9,4] 

[170    7,1] 

5)  Oceasus  acronychas 

32  54,6 

27  50,3 

33  50,4 

6)  Oceasus  heliacas 

18  35,4 

13    9,1 

18  34,6 

7)  Oceasus  cosmicas 

212  54,6 

207  50,3 

213  50,4 

8)  [FrOh-Untergang] 

[227  13,8] 

[222  31,5] 

[229    6,2] 
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Bei  4  und  8  ist  der  Sehungsbogen  von  14°  beibehalten,  ob- 
gleich die  Stellung  der  Sonne  dem  Sterne  gegenüber  einen  kleineren 
bedingt.  Nimmt  man  ihn  etwa  nm  Vs  kleiner  nach  den  oben  an- 
geführten Rechnungen  von  I de  1er  an,  80  wären  die  richtigeren 
Zahlen  etwa: 


4)  Spät-Aufgang 
8)  Prüh-Üntergang 


19r 
223 


180^ 
218 


181° 
224 


Für   dieselben  Zeiten  hat  PetaTius   (üranol.   Lib.  I.  Cap. 
VIII,  und  Lib.  n.  Cap.  IX.  am  Ende): 


1)  Ortus  cosmicas 

25'  38' 

22°  51 

2)  Ortas  heliacus 

50  42 

49°  0' 

58    3 

3)  Ortus  acronychus 

205  38 

— 

202  51 

4)  fehlt 

— 

— 

5)  Occasus  acronycbas 

32  14 

— 

33  12 

6)  Occasus  heliacus 

17  6 

— 

18    3 

7)  Occasus  cosmicus 

212  14 

208  0 

213  12 

8)  fehlt 

— 

— 



woraus  man  sieht,  dafs  er  vollkommen  richtig  gerechnet  hat,  wenn 
man  beachtet,  dafs  seine  Tychonischen  Annahmen  für  den  Ort  des 
Sternes  von  den  hier  angenommenen  abweichen.  Er  nimmt  an 
«'=  27°  51'  und  <J'=  15°  53'  für  das  Jahr  0. 

Eine  der  Veranlassungen  dieser  Erörterungen  war,  daCs  Theo- 
phrast  (de  Sign.  Pluv.  pag.  37)  lehrt,  dafs  die  aufgehenden  und 
untergehenden  Plejaden  das  Jahr  in  zwei  gleiche  Theile  theflen. 
Pf  äff  (in  der  Comment.  de  ortibus  et  occasibus  stellar,  pg.  43) 
fügt  hinzu,  es  falle  der  heliakische  Aufgang  der  Plejad.  in  48°  46' 
und  der  scheinbare  Früh-Untergang  in  225°  46',  so  dafs  der  Unter- 
schied nur  um  3°  kleiner  wäre  als  ISOPy  und  durch  die  Beduction 
auf  die  Anzahl  der  Tage  noch  verringert  würde.  Theophrast 
sei  folglich  der  Wahrheit  sehr  nahe  gekommen.  Petavius  sei 
darin  anderer  Meinung.  Er  halte  dafür,  dafs  diese  Halbirung  nur 
beiläufig  zu  nehmen  sei  (nXauxwg),  und  um  17  Tage  von  der  Strenge 
abweiche.  Petavius  habe  aber  darin  geirrt;  dafs  er  den  wahres 
und  scheinbaren  Früh-Üntergang  als  zusammenfallend  angenommen. 
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Er  citirt  aber  diese  Halbirung  des  Jahres  durch  die  Plejaden 
Bonaventura  in  den  Anmerkungen  zum  Theophrast. 

Nach  der  obigen  strengen  Berechnung  f&r  Athen  und  die  Zeit 
400  a.  C.  n.  f&Ut  der  heliacische  Aufgang  der  Alcyone  in  49''30',8, 
und  der  scheinbare  Früh-Untergang  in  222""  31\5.  Diese  Differenz 
weicht  folglich  7""  von  180°  ab.  Es  ist  aber  dabei  in  der  Be- 
stimmung des  Fr&h-Ünterganges  der  Sehungsbogen  zu  14'',  also 
zu  grofs  für  die  entgegengesetzte  Stellung  der  Sonne  gegen  den 
Stern  angenommen.  Richtiger  wird  man  nach  der  zugefugten  Be- 
merkung den  Sehungsbogen  hier  9""  oder  lO''  annehmen,  wodurch 
der  scheinbare  Früh-Untergang  auf  218''  fällt,  und  der  unterschied 
von  180''  auf  HVa''  steigt.  Die  Angabe  von  Bonaventura,  dafs 
der  Früh- Aufgang  auf  225"  46'  falle ,  setzt  einen  Sehungsbogen 
von  17"  5'  voraus,  der  zuverlässig  zu  grofs  ist.  Allerdings  hat 
Petavius  den  wahren  Frfih- Aufgang  bei  seiner  Zahl  208"  an- 
genommen, weil  er  überhaupt,  bei  der  entgegengesetzten  Stellung 
der  Sonne  und  des  Sterns,  den  scheinbaren  Ort  nicht  aufführt. 
Indessen  ist  seine  Behauptung,  dafs  die  Halbirung  des  Jahres  nur 
beiläufig  zu  nehmen  sei,  der  Wahrheit  doch  bei  weitem  näher  als 
die  Theophrasüsche  Annahme. 

Ich  habe  dieses  Beispiel  ausführlich  angeführt,  um  zu  zeigen, 
woher  anscheinende  Widersprüche  manchmal  entstehen  können. 
Theophrast  hat  wahrscheinlich  nicht  die  Halbirung  des  Jahres 
in  dem  scharfen  Sinne  genommen,  den  man  ihm  später  beilegte. 
Bei  der  Uebertragung  der  Annahmen  auf  andere  Zeiten  und  andere 
Oerter  kann  man  gewifs  sehr  häufig,  hier  wo  eine  absolute  Ge- 
nauigkeit nicht  zu  erreichen  ist,  den  etwaigen  strengen  unter- 
schied ganz  vernachlässigen.  Es  ist  aber  schwer  zu  sagen,  wie 
weit  man  hier  gehen  darf,  besonders  wenn  man  die  nöthigen  Data 
nicht  genau  genug  angegeben  findet,  und  man  kann  manchmal 
Irrthümer  da  vermuthen,  wo  nur  die  vernachlässigten  Gröfsen  auf 
eine  besondere  Art  sich  combiniren.  So  sollte  man  z.  B.  bei  dem 
Ortus  heliacus  und  den  Polhöhen  von  31",  38",  42"  einen  regel- 
mäfsigen  Gang  vermuthen  und   bei   den  zugehörigen  Zahlen  51, 
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49V29  ^SVa  einen  Fehler  sicher  annehmen,  während  die  Zahlen  L 
und  AL  zeigen,  dafs  einmal  der  Unterschied  der  Zeiten  0  p.  G.  n. 
und  400  p.  0.  n.  in  den  Zahlen  fttr  L  297^  290"  294^  verbunden 
mit  dem  unterschiede  der  Polhohen,  das  regelmSXsige  Fortschreiteii 
stören,  und  der  Sehungsbogen  durch  seine  verschiedene  Einwirkimg 
noch  mehr  dazu  beiträgt.  Wird  vollends  bei  den  Angaben  ein  so 
erhebliches  Moment,  wie  die  Gröfse  des  Sehungsbogens,  ganz  fiber- 
gangen, und  von  dem  einen  Autor  derselbe  »0°  angenommen,  bei 
dem  andern  Autor  er  zu  IT  angesetzt,  ohne  es  ausdrficklich  zq 
erwähnen,  so  werden  die  Verbindungen  der  verschiedenen,  auf  solche 
Weise  erhaltenen  End -Resultate  starke  und  befremdende  Unter- 
schiede zeigen  mfissen.  Im  Ganzen  möchten  die  Rechnungen  von 
P  et  a  vi  US  und  Ideler  alle  erwünschte  Sicherheit  darbieten. 


Hülfstafeln 

f&r  die 

Uebertragung  von  Stem-Oertem  auf  entfernte  Zeiten 

nebst  abgekürzten  Sonnen-Tafeln,  welche  mit  dem  Argumente  der 
Sonnen-Länge  die  julianischen  Daten  angeben. 


In  dem  Sitzungsberichte*)  der  physikalisch -mathematischen 
Klasse  der  Berliner  Akademie  vom  19.  März  1860  sind  von  Pro- 
fessor Encke  einige  Rechnungen  Ober  die  Auf-  und  Untergänge 
der  Sterne  zur  Sonne  bei  den  Alten  mitgetheilt  und  bei  dieser 
Gelegenheit  Tafeln  zur  Uebertragung  von  Stem-Oertem  auf  die 
Jahre  0  bis  --  2000  berechnet  worden,  deren  Veröffentlichung  im 
Jahrbuch  vielleicht  Nutzen  gewähren  kann,  nachdem  sie  durch 
WeiterfUirung  von  0  bis  + 1700  vervoDständigt  worden  sind. 

Die  Tafeln  grfinden  sich  auf  die  streng  abgeleitete  Trans- 
formation von  Bohnenberger  in  der  Zeitschrift  ffir  Astro- 
nomie Bd.  I.  pag.  124  und  pag.  270,  welche  auch  Bessel  in  der 
Einleitung  zu  den  Tabulis  Begimontanis  gegeben  hat,  und 
werden  auch  f&r  neuere  Zeit  von  Nutzen  sein  können. 

Nennt  man  cc  und  d  die  A.  B.  und  Decl.  eines  Sternes  f^r 
1800  p.  C,  so  findet  man  a*  und  d*  d.  h.  die  A.  R.  und  Decl.  des- 
selben Stemes  ftlr  die  Zeit  T'  (zwischen  den  Jahren  4- 1700  und 
—  2000),  wenn  man  aus  den  folgenden  Tafeln  f&r  die  angenommenen 
Zeiten  die  Gröfsen  A,  Ä'  und  i^  entnimmt,  und  die  folgende  ein- 
fache Rechnung  ausf&hrt: 

cos  d'  sin  (a'-l-  -4')  =  cos  <J  sin  (a  4-  Ä) 
cos  d'  cos  («'+  Ä*)  =  cos  d  cos  (a  +  A)  cos^  —  siu  <J  •  siu  ^ 

sin  d'  =  cos  d  cos  («  +  A)  sin  ^  +  sin  <J  •  cos* 

*)  Diese  Ausgabe,  dieser  Band  pag.  85. 
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die  man  auch  so  schreiben  kann: 

tangiVr^     tangcT 


tang  (a'-f-  A')  =  tang  («  +  Ä) 


cos  (a  +  Ä) 

cosiV 


cos(iV^-i-^) 
tang  d'=  tang  (iV-f-  ^)  cos  (a'+  ^') 

wobei  als  Controlle  dienen  kann: 

cos  d  •  cos  (a  +-4 )  cos  N 

cos  cJ'  cos  («'+-4')  ^  cos  (iV^  +  ^) 

Den  Tafeln  für  ^,  ^'  und  ^  ist  eine  Tafel  für  die  mittlere 
Schiefe  der  Ecliptik  c'  hinzugefügt,  welche  bei  der  Berechnung 
der  Stem-Phaenomene  verlangt  wird. 

Bei  der  Berechnung  der  Sonnen-Längen,  für  welche  gewisse 
synodische  Auf-  und  Untergänge  eines  Sternes  von  der  A.  B.  o^ 
und  der  Declination  6*  stattfinden,  verfährt  man  bekanntlich  am 
Einfachsten,  wenn  man  zunächst  für  die  angenommene  Polhöhe  9 
den  Tagbogen  und  damit  die  Sternzeiten  des  Auf-  und  Unterganges 
des  Sternes  berechnet. 

Diese  Stemzeiten  &  sind  die  augenblicklichen  Bectascensionen 
des  Zeniths,  9  seine  Declination. 

Aus  beiden  in  Verbindung  mit  der  aus  der  TsüTel  gefundenen 
Schiefe  der  Ecliptik  berechnet  man  die  Länge  L  und  Breite  B  des 
Zeniths  im  Augenblick  des  Auf-  und  Unterganges  eines  Sternes. 

Die  Länge  des  zur  selbigen  Zeit  auf-  oder  untergehenden 
Punktes  der  Ecliptik  oder  des  um  einen  bestimmten  Dämmerungs- 
oder Sebungs-Bogen  noch  unter  dem  Horizont  befindlichen  Punktes 
derselben,  also  des  für  die  Stern-Erscheinung  erforderlichen  Sonnen- 
Ortes  ergiebt  sich  dann  aus  dem  sphärischen  Dreieck,  welches 
durch  den  Scheitelpunkt  Z^  den  Punkt  N  der  Ecliptik,  der  die 
Länge  L  des  Scheitelpunktes  hat,  und  den  verlangten  Sonnen-Ort 
8  gelegt  wird,  und  in  welchem,  wenn  ©  die  verlangte  Sonnenlänge 
und  Q  die  Horizontal-Refraction,  h  den  Sehungs-Bogen  bezeichnet: 

cos  (0  -  L)  =  —  sin  {q  4-  h)  sec.  B. 
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Die  Refraction  ist  übrigens  meist  in  dem  angenommenen 
Sehangsbogen  schon  enthalten. 

Um  ans  der  so  gefundenen  wahren  Sonnen-Länge  das  jnlianische 
Datum  einer  Stern-Phase  für  ein  bestimmtes  Jahr  zu  finden,  sind 
abgekürzte  Sonnentafeln,  welche  mit  dem  Argumente  der  wahren 
Sonnen-Länge  die  Zeit  ergeben,  wünschenswerth. 

Da  dieselben  auch  sonst  für  chronologische  Rechnungen  brauch- 
bar sind  (die  bekannten  Tafeln  von  Largeteau  geben  nur  die 
Aequinoctien  und  Solstitien),  so  sind  sie  für  das  Jahrbuch  von 
Herrn  Powalky  berechnet  worden  und  sind  unten  pag.  101  mit- 
getheilt,  wo  das  Nähere  über  ihre  Zusammensetzung  und  ihren 
Gebrauch  hinzugefügt  wird. 

Herr  Oberlehrer  Dr.  Hartwig  in  Schwerin  hat  in  seiner  Ab- 
handlung: Ueber  die  Berechnung  der  Auf-  und  Untergänge  der 
Sterne  (Schwerin  1862)  dieselben  Aufgaben  durch  abgekürzte 
Tafeln  für  die  Sterne  und  für  die  Sonne  gelöst. 

Die  hier  gegebenen  sind  indessen  ausgedehnter  und  fQr  die 
Berechnung  der  Daten  aus  den  Sonnen-Längen  wohl  bequemer, 
so  dafs  die  Mittheilung  im  Jahrbuch  durch  jene  werthyoUe  Ab- 
handlung nicht  übei*flüssig  gemacht  wird. 

Die  Tafeln  für  die  älteren  Zeiten  sind  vielleicht  u.  A.  ffir  die 
weitere  Verfolgung  der  heliakischen  Aufgänge  des  Sirius,  deren 
Intervall  bekanntlich  in  alten  Zeiten  nahe  mit  dem  julianischen 
Jahre  übereinstimmt,  von  Vortheil.  — 


Vorbemerkungen 
zu  den  Tafeln  für  die  üebertragung  der  Stem-Oerter 
von  der  Epoche  1800.0  auf  ältere  Zeiten. 

Die  hier  tabulirten  Qröfsen  A,  A*  und  ^  haben  (nach  den 
obigen  Gleichungen,  die  mit  den  Gleichungen  10  pag.  VII  der 
Tab.  Reg.  identisch  sind)  folgende  Bedeutung  in  den  Bezeich- 
nungen der  Tab.  Reg.: 

Encke's  AbhandL  III.  Y 
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Hier  sind  z,  z*  und  ^  bestimmt  durch  die  bekannten  Gleichungen 

i^.t(^-»)-^i;::;:;o.»i(»--») 

Für  die  Gröfsen  ^,  tp,  «,  welche  für  die  Anfangszeit  T=  1800, 
und  die  Gröfsen  i',  tp',  «',  welche  für  die  Epoche  T  des  gesuchten 
Stern-Ortes  gelten,  hat  man  nun  die  Ausdrücke  aufzustellen,  welche 
diese  Gröfsen  allgemein  als  Function  der  Zeit  angeben. 

Bei  den  folgenden  Tafeln  sind  diese  Ausdrucke  und  die  Zahlen- 
Werthe  in  denselben  nach  den  Tab.  Beg.  angenommen: 

X=  0;i7926^ -O;'00O266O394  t» 
V/=  50,37572^  -0,0001217945  t^ 
(o  =  23^  28'  18;'0  4-  0,00000984233 1^ 

Man  bildet  also  i,  tp  und  «,  wenn  man  für  t  einträgt  T— 1750,0, 
ebenso  ^',  tp'  und  w',  wenn  man  für  t  setzt  !P— 1750,0. 

In  der  Tafel  für  die  mittlere  Schiefe  s*  zur  Zeit  T'  ist  eben- 
falls nach  den  Tab.  Beg.  zu  Grunde  gelegt 

€'=  23°  28'  18;'0  -  0;'48368 1-  0,00000272295  <», 

wo  wiederum  t  =  T'- 1750,0. 

Für  diejenigen  Zwecke,  für  welche  die  Uebertragung  von 
Stern-Oertem  auf  alte  Zeiten  meist  verlangt  wird,  werden  diese 
Werthe  völlig  ausreichen.  Man  wird  dadurch  selbst  bis  zum  Jahre 
—  2000  alle  Stem-Oerter  innerhalb  weniger  Bogen-Minuten  grölsten 
Kreises  richtig  erhalten. 

Noch  gröfser  wird  die  relative  Genauigkeit  für  die  Vergleichnng 
der  Sterne  mit  der  Sonne  sein,  wenn  dieselben  Ausdrücke  fOr  die 
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Bewegung  der  Grand-Ebenen  auch  bei  den  Tafeln,  denen  man  die 
Sonnen-Oerter  entnimmt,  zu  Orunde  gelegt  sind. 

Die  abgekürzten  Sonnen-Tafeln,  die  hier  mitgetheilt  sind,  wurden 
aus  den  Leyerrierschen  Sonnen-Tafeln  abgeleitet,  welche  für  den 
speciellen  Zweck  unserer  Abkürzungen  gewisse  Yortheile  boten  und 
sich  auch  weiter  zurück  erstrecken,  als  die  Hansen  sehen  Tafeln. 

In  diesen  Tafeln  ebenso  wie  in  den  Hansenschen  sind  aber 
wesentlich  andere  Systeme  von  Werthen  für  die  Bewegung  der 
Grund-Ebenen  enthalten,  als  das  oben  angenommene  der  Tab.  Reg. 

Es  wäre  deshalb  wünschenswerth,  einen  Ueberblick  über  die 
Unterschiede  zu  erhalten,  die  durch  die  Anwendung  des  von  Le- 
Terrier  angenommenen  Systems  von  Werthen  für  die  Bewegung 
der  Grund-Ebenen  in  den  Werthen  unserer  Tafel  entstehen  würden. 

Nach  Leverrier  wäre  anzunehmen: 

<Annales  de  TObservatoire  de  Paris  Bd.  IV,  Section  II  mit 

Bücksicht  auf  die  Massen -Verbesserung  Section  IV  und  nach  den 

allgemeinen  Untersuchungen  Bd.  II.  Cap.  IX) 

für  1850,0  als  Anfangs-Punkt: 

V/ =  50;'37040  «  -  0;'0001088  <« 
A=    0,14674^  -0,0002417^2 

cö  =  23°  27'  31';8  +  0,00000719 1^ 
ferner: 

€'=  23°  27'  3i;'8  -  0;47594 1  -  0;'00000149 1\ 

Mit  Anwendung  dieses  Systems  von  Werthen  ist  die  Berech- 

iinng  der  Tafeln  wiederholt  worden,  wobei  sich  folgende  Correc- 

tionen  ergeben  haben,  welche  an  die  ausfuhrlicher  gegebenen,  den 

Tab.  Reg.  entsprechenden  Werthe  -4,  -4'^  ^,  c'  anzubringen  sind, 

um  den  Annahmen  in  Leverriers  Sonnen-Tafeln  zu  entsprechen: 


Ai4 


Diff. 


-1500 
1000 
500 
0 

—  500 

—  1000 
-f-1500 

—  2000 


0^0'  9;'4 
0  24,9 
0  37,4 
0  46,6 
0  52,4 
0  54,8 

0  0  48,3 
0  53,4 


—  9,2  "^^'^ 

-  2,4+^,4 

+  5,1  •^^''^ 


£^A' 


I 


Diff. 


-0*0'   7^6 

0  15,0 

0  13,0 

-     0    1,6 

+     0  19,4 

0  50,1 

1  30,5 

2  20,5 


—  7;'4 

2,0 +^'4 


H-11,4 
+  21,0 
+  30,7 
+  40,4 
+  50,0 


9,4 
+  9,6 
+  9,7 
+  9,7 
+  9,6 


7* 


100 


Hülfstafeln  für  die  Uebertragong  von  Stern-Oertem. 


A^ 


+  1500 

-o^o*  i;'5 

+  1000 

0  6,0 

+  500 

0  13,4 

0 

0  23,7 

—  500 

0  37,1 

—  1000 

0  53,7 

—  1500 

1  13,3 

-2000 

—  0  1  35,8 

Diff. 


—  ^"^  -  2"9 

—  7,4       ^'^ 

—  10,3  ""  ^'^ 


-13,4 


-3,1 


— 16,6  ~  ^^^ 

—  19,6  ■"  ^'^ 

—  22,5  ""  2'^ 


A*' 


Diff. 


-O-O'  0^6 

0  4,0 

0  6,8 

0  8,9 

0  10,5 

0  11,4 

0  11,7 

—     0  11,5 


-2?+ö;'6 

-21  -^^'^ 
— 16  "*"  ^^ 

0,6 


+  0,2 -^^^^ 


Das  System  der  Leverrierschen  Annahmen  wird  im  Allge- 
meinen die  wahre  Bewegung  besser  darstellen,  wie  das  der  Tab. 
£6g.;  besonders  sind,  wie  Bessel  in  den  Tab.  zngiebt,  in  den 
letztereij  die  Coefflcienten  von  t^  der  Verbesserung  bedürftig. 

Der  gröfsere  Theil  der  Unsicherheit  von  B esseis  Werthen  liegt 
eben  in  der  noch  unvollkommenen  Kenntnifs  der  Bewegung  der 
Ecliptik,  welche  durch  Leverriers  Untersuchungen  (Connais- 
sance  des  temps  1843,  1844  und  besonders  Annales  Bd.  H 
Cap.  IX)  und  durch  die  neueren  Bestimmungen  der  Venus-  und 
Mars-Masse  aus  den  periodischen  Störungen  der  Erde  wesentlich 
sicherer  geworden  ist. 

Etwas  näher  der  Wahrheit  wurde  man  vielleicht  noch  durch 
Eintragung  der  Hau  senschen  Venus-  und  Mars -Masse  und  der 
Enckeschen  Mercurs-Masse  in  die  Leverrierschen  Formeln  ge- 
langen, weil  dieselben  dann,  wie  eine  leichte  Rechnung  gezeigt 
hat,  nicht  allein  die  beobachtete  Variation  der  Schiefe  der  Ecliptik 
näher  wiedergeben,  sondern  auch  die  beiden  verschiedenen  Werthe 
der  Lunisolar-Präcession,  welche  die  beobachteten  Aenderungen 
der  A.  R,  und  der  Decl.  der  Sterne  sowohl  bei  Bessel  als  bei 
O.  Struve  erfordern,  nahe  in  Uebereinstimmung  bringen. 
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Eeductions-Tafel  der  A.  E.  und  DecL  von 

1800  auf  entfernte  Zeiten. 


Di£F. 


tt 


II 


4-1700 

179  21  38,4 

1600 

178  43  16,4 

1500 

178  4  53,5 

1400 

177  26  29,2 

1300 

176  48  3,4 

1200 

176  9  35,8 

1100 

175  31  6,5 

1000 

174  52  35,2 

900 

174  14  1,9 

800 

173  35  26,6 

700 

172  56  49,0 

600 

172  18  9,0 

500 

171  39  26,5 

400 

171  0  41,5 

800 

170  21  53,9 

200 

169  43  3,3 

100 

169  4  9,9 

0 

168  25  13,4 

—  100 

167  46  13,9 

200 

167  7  11,1 

300 

166  28  4,9 

400 

165  48  55,2 

500 

165  9  41,9 

600 

164  30  25,0 

700 

163  51  4,3 

800 

163  11  39,6 

900 

162  32  11,0 

.1000 

161  52  38,2 

1100 

161  13  1,2 

1200 

160  33  19,9 

1300 

159  53  34,1 

1400 

159  13  43,8 

1500 

158  33  48,9 

1600 

157  53  49,2 

1700 

157  13  44,7 

1800 

156  33  35,3 

1900 

155  53  20,8 

—  2000 

155  13  1,2 

ff 


38  22,0 
38  22,9 
38  24,3 
38  25,8 
38  27,6 
38  29,3 
38  31,3 
38  33,3 
38  35,3 
38  37,6 
38  40,0 
38  42,5 
38  45,0 
38  47,6 
38  50,6 
38  53,4 
38  56,5 

38  59,5 

39  2,8 
39  6,2 
39  9,7 
39  13,3 
39  16,9 
39  20,7 
39  24,7 
39  28,6 
39  32,8 
39  37,0 
39  41,3 
39  45,8 
39  50,3 
39  54,9 

39  59,7 

40  4,5 
40  9,4 
40  14,5 
40  19,6 


180  38  20,8 

181  16  39,2 

181  54  53,7 

182  33  4,4 

183  11  11,2 

183  49  14,3 

184  27  13,8 

185  5  10,0 

185  43  2,7 

186  20  52,1 

186  58  38,4 

187  36  21,7 

188  14  2,0 

188  51  39,5 

189  29  14,3 

190  6  46,5 

190  44  16,2 

191  21  43,4 

191  59  8,4 

192  36  31,1 

193  13  51,7 

193  51  10,4 

194  28  27,2 

195  5  42,2 

195  42  55,5 

196  20  7,2 

196  57  17,4 

197  34  26,3 

198  11  33,9 

198  48  40,3 

199  25  45,6 

200  2  49,9 

200  39  53,3 

201  16  56,0 

201  53  58,0 

202  30  59,8 

203  8  0,1 
203  45  0,5 


it 


38  18,4 
38  14,5 
38  10,7 
38  6,8 
38  3,1 
87  59,5 
87  56,2 
37  52,7 
37  49,4 
87  46,3 
37  48,3 
87  40,3 
37  87,5 
87  84,8 
87  82,2 
87  29,7 
87  27,2 
87  25,0 
87  22,7 
87  20,6 
87  18,7 
87  16,8 
87  15,0 
87  13,3 
87  11,7 
87  10,2 
87  8,9 


87 
87 
87 
87 
37 
37 
87 
87 
87 
87 


7,6 
6,4 
5,8 
4,3 
3,4 
2,7 
2,0 
1,3 
0,8 
0,4 
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Reductions-Tafel. 


+  1700 

1600 

1500 

1400 

1300 

1200 

1100 

1000 

900 

800 

700 

600 

500' 

400 

300 

200 

100 

0 

—  100 

200 

800 

400 

500 

600 

700 

800 

900 

1000 

1100 

1200 

1300 

1400 

1500 

1600 

1700 

1800 

1900 

-2000 


I» 


0  83  26,4 

1  6  53,6 

1  40  21,2 

2  13  49,0 

2  47  16,8 

3  20  44,3 

3  54  11,3 

4  27  37,6 

5  1  2,9 

5  34  26,8 

6  7  49,3 

6  41  10,0 

7  14  28,7 

7  47  45,0 

8  20  58,8 

8  54  9,8 

9  27  17,8 
10  0  22,5 

10  33  23,6 

11  6  20,9 

11  39  14,0 

12  12  2,8 

12  44  46,9 

13  17  26,2 

13  50  0,3 

14  22  29,0 

14  54  52,0 

15  27  9,0 

15  59  19,8 

16  31  24,0 

17  3  21,5 

17  35  11,9 

18  6  55,0 

18  38  80,5 

19  9  58,1 

19  41  17,5 

20  12  28,4 
20  43  30,6 


tt 


+  33  27,2 
33  27,6 
83  27,8 
83  27,8 
33  27,5 
33  27,0 
33  26,3 
83  25,3 
83  23,9 
33  22,5 
83  20,7 
33  18,7 
33  16,3 
33  13,8 
33  11,0 
33  8,0 
83  4,7 
33  1,1 
82  57,3 
82  53,1 
82  48,8 
82  44,1 
32  39,3 
82  34,1 
32  28,7 
82  23,0 
82  17,0 
32  10,8 
82  4,2 
81  57,5 
81  50,4 
31  43,1 
31  85,5 
81  27,6 
31  19,4 
81  10,9 
81  2,2 


DifF. 


tt 


23  28  42,2 

29  30,5 

30  18,8 

31  7,0 
31  55,1 
82  43,2 

33  31,2 

34  19,2 
85  7,1 
85  55,0 

36  42,8 

37  30,6 

38  18,3 
89  6,0 
89  53,6 

40  41,1 

41  28,6 

42  16,1 

43  3,5 

43  50,8 

44  38,1 

45  25,3 

46  12,5 

46  59,6 

47  46,7 

48  33,7 

49  20,6 

50  7,5 

50  54,4 

51  41,1 

52  27,9 

53  14,6 

54  1,2 

54  47,8 

55  34,3 

56  20,7 

57  7,1 
23  57  53,5 


tt 


4-48,3 
48,3 
48,2 
48,1 
48,1 
48,0 
48,0 
47,9 
47,9 
47,8 
47,8 
47,7 
47,7 
47,6 
47,5 
47,5 
47,5 
47,4 
47,3 
47,3 
47,2 
47,2 
47,1 
47,1 
47,0 
46,9 
46,9 
46,9 
46.7 
46,8 
46,7 
46,6 
46,6 
46,5 
46,4 
46,4 
46,4 
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Vorbemerkungen 
zu  den  abgekürzten  Tafeln  für  die  Sonne. 

Die  Tafel  I.  ist  im  Allgemeinen  für  dieselben  Zeiten  berechnet, 
wie  die  Beductionstafeln  für  die  Sterne. 

Die  Tafel  11.  dagegen  ist  nnr  von  —  2200  bis  zum  Jahre  +  200 
durchgeführt,  weil  der  specielle  Zweck  der  Berechnung  der  Epochen 
von  Stern-Phaenomenen  aus  Sonnen-Längen  in  der  folgenden  Zeit 
kaum  mehr  vorliegen  dürfte. 

Die  Anwendung  der  Tafel  wird  durch  folgendes  Beispiel  er- 
läutert werden: 

Zu  der  im  Jahre  — 1355  für  ein  Stern-Phänomen  berechneten 
Sonnenlänge  185°5  soll  das  Datum  ermittelt  werden. 

Aus  Taf.  I.  erhält  man  das  Datum  des  Frühlings- Aequinoctiums: 

f  "  1!^  !■"  !'^  M-  0.800 
für  — 1400  Apr^  2,899  ' 

daher  für  — 1355  (Ordnungs-Zahl  4n  +  1) 

Apr.  2,539  +  0?250  =  Apr.  2,789. 

Aus  Tafel  IL  entnimmt  man  durch  einfache  Interpolation  mit  dem 

Argumente  185°5: 

für -1300  für -1400 

185°5  ==  191f  10  185^  =  191J02. 

Es  sind  also  für  Sonnenlänge  185°5  im  Jahre  — 1355  zum  juliani- 
schen Datum  des  Frühlings- Aequinoctiums  191,06  Tage  hinzuzufügen. 
Mit  Hülfe  der  beiden  „Monats-  und  Jahrestag^  überschriebenen 
Spalten  der  Sonnenephemeriden  des  Jahrbuchs  erhält  man  endlich : 

z.  B.  im  Gemeinjahr 

Apr.  2,789=   92f79 

+ 191,06 

283,85 

Derselbe  Jahrgang  des  Jahrbuches  ergiebt  dann  für  den  Jahres- 
Tag  283,85  das  Datum  Oct.  10,85  als  das  julianische  Datum  der 
Sonnen-Länge  185°5  im  Jahre  — 1355. 

Führt  diese  Rechnung  über  das  Jahres-Ende  hinaus,  so  mufs 
man  von  dem  Aequinoctium  des  vorhergehenden  Jahres  ausgehen. 
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Abgekürzte  Sonnen-Tafeln. 


Tafel  I  für  das  julianische  Datum  des  Frühlings- 

Aequinoctiums 

von  —  2200  bis  + 1600  der  christlichen  Aere. 


Jahr 

Datum  des 
Frühlings-Aequ. 

Diff. 

Jahr 

Datum  des 
Frühlings- Aequ. 

Diff. 

—  2200 

—  2100 
-2000 

—  1900 
-1800 

—  1700 

—  1600 

—  1500 
-1400 

—  1300 

—  1200 

—  1100 

—  1000 

—  900 

—  800 

—  700 

—  600 

—  500 

—  400 

—  300 

April  9,322 
8,517 
7,713 
6,909 
6,106 
5,303 
4,501 
3,700 
2,899 
2,099 

April  1,300 
März  31,501 
30,703 
29,907 
29,111 
28,317 
27,524 
26,732 
25,942 
25,153 

—  0,805 

—  0,804 

—  0,804 

—  0,803 

—  0,803 

—  0,802 
-0,801 

—  0,801 

—  0,800 

—  0,799 
< 

—  0,799 

—  0,798 

—  0,796 

—  0,796 

—  0,794 

—  0,793 

—  0,792 

—  0,790 

—  0,789 

-300 

-200 

—  100 

0 

+  100 

200 

300 

400 

500 

600 

700 
800 
900 
1000 
1100 
1200 
1300 
1400 
1500 
1600 

März  25,153 
24,365 
23,578 
22,793 
22,008 
21,225 
20,442 
19,661 
18,880 
18,100 

März  17,322 
16,545 
15,769 
14,994 
14,221 
13,449 
12,678 
11,909 
11,141 
10,374 

-0;788 

—  0.787 
-0,785 

—  0,785 
-0,783 

—  0,783 
-0,781 

—  0,781 
-0,780 

—  0,778 

-0,777 
-0,776 
-0,775 
-0,773 

—  0,772 
-0,771 
-0,769 
-0,768 

—  0,767 

Die  Tafel  gilt  anmittelbar  fOr  das  Schaltjahr,  für  die  gemeinen 
Jahre  hat  man  zu  dem  interpolirten  Datum  hinzuzufügen: 

Für  das  Jahr  4n+  1  0?250 

4*1  +  2  0,500 

4n  +  3  0,750 


Tafel  n  für  die  Anzahl  der  Tage, 

■welche  zu  dem  aus  Tafel  I.  entnommenen  Datum  des  Frühlings -Aequinoctiams 
hmzazufQf;en  sind,  um  das  Datam  einer  wahren  Sonnenlftuge  tu  erhalten. 


AbgekQrste  Sonnen-Tafeln. 


205,000;™ 

214,899  „„„ 

205,197"" 

205,292  ■ 
215.099^^ 

205,385 
215,196 
224,989 

234,366"'"' 

234.4TO  ■^ 
244,263  ' 

™:»E 

234,675*^* 
244,466  "  ' 

234,776 

Z63,S2S" 
273,709  •■': 

244,565 

254,076  • 
263,917°'" 

254,174°-" 

254.272  \„ 

254,369 

264,196 

273,796"''" 
283,720'» 
293.698  ' 
303,733  " 

283,800  ;n^ 
293,769  r* 
303,794  ■ 

273,971  ;^ 
283,880  "■•" 
293,840  ■** 
303,855  ;™^ 

274.a^7 

283,640  '* 

293,627.' 

303,672'«^ 

283,959 
293,910 
303.916 

3.3,780  ; 
323,951  "" 
334,187'™ 

313,830''"" 
323,991;^ 
334,216,'™ 

324,031 ""' 

313,932  -^ 
324,071  '•"" 

313,983 
324111 

334,245  IZ: 

334,275  ■„ 

334.3(M 

354,838" 

^■^,z 

^*'^^iZ 

344,539^^ 
354,864  •"■ 
365,242''"' 

344,559 

354,847"°' 

354,855^ 

354,873 

365,242"" 

365.242"^ 

365,242''"" 

365,242 

AbgekQrzte  Sonnen-Tafeln. 
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Abgekürzte  Sonnen-Tafeln. 


Sonnen- 
länge 


—700 


DiiT. 
f.  l'*. 


—600 


Diff. 
f.  1^ 


-500 


Diff. 

f.  r. 


-400 


Diff. 

f.  r. 


-300 


Diff. 
f.  1*. 


d 

(f  0,000 

10  10,367  ^'^" 

20  20,780  ' 

30  31,234  *'^* 

40  41,716  ''^® 

50  52,217  ^*^^ 

60  62,728  ^*®" 

70  73,235  ^'^" 

80  83,726  ^'^^ 

90  94,192  *'^*' 

100  104,623  ^''^' 

110  115,008^'°'^ 

120  125,343  ^'^'^ 

130  135,620  ^'^^ 

140  145,836  *'^" 

150  155,989  *'"" 

160  166,080  ^'^ 

170  176,111^'^' 

180  186,085  ^'^^^ 

190  196,007  °'^®^ 

200  205,884  °'^®® 

210  215,726  ®'^" 

220  225,544  °»^®^ 

230  235,341  °'^^^ 

240  245,130^^^^ 

250  254,925  °'*^ 

260  264,733  ®'^" 

270  274,564  ®''®^ 

280  284,427  ^'^^ 

290  294,331  ®'^® 

300  304,284  °'^^^ 

310  314,292  ^'^* 

320  324,358  *'^^ 

330  334,486  *'^^^ 

340  344,677  ^'^^* 

350  354,931  *'®^^ 

360  365,242  *»®^^ 


d 
0,000 

10,358 '^^'^ 

20,763  ^'^ 

31,210  ^'^ 

41,687  *'"* 

52186^^^*^ 

621695  ^'^^^ 

73,202 '''" 

83,696  *'°*^ 

94,166  *'^^ 

104,603  **^ 

114,996  *'°'^ 

125,3i0^'^^* 

135,626  *'°*^ 

145,853  ^'^^^ 

156,016  **^^^ 

166,118'^°'' 

176,159  ^'^ 

186,143  ^'^^* 

196,073  °'^^^ 

205,958  ^'^®^ 

215,807  ^'^^'^ 

225,629  ^'^^^ 

235,430^'^*^ 

245,221  **'^^^ 

255,014  °'^^^ 

264,819  ^'^®^ 

274,646  °'^ 

284,504  ^'^^ 

294,401  ®'^^ 

804,345  ^'^'* 

314,343  ^'^ 

324,399  ^'^ 

334,517  *'°*^ 

344,697  *»°" 

354,940  *''^^* 

365,242  ^'^'^ 


0,000 

20;745^''^^ 

31,185  ^'^ 

41  657  ^'°*^ 

52453  ^'^ 

62,660  '•''' 

73,167  ^''" 

83;664^'^*^ 

94,138^*^^ 

104,581  ^'^ 

114,981  ^'^ 

125,333  ^'^^ 

135,629  ^'°'^ 

145,866  ^'^^ 

156,038  ^'^^ 

166,151  ^^^^ 

176,202  ^'^^* 

186,197  ^'^ 

196,137  *^'*'* 

206,030^'^®^ 

215,886  °'^^^ 

225,711  °»^" 

235,515  ^'^^^ 

245,308  ^'^ 


255,100 

264,903 

274,726 

284,578 

294,469 

304,405 

314,395 

324,441 

334,549 

344,718 

354,951  *»°^* 

865,242  ^'^ 


0,979 
0,980 
0,989 
0,965 
0,989 
0,994 
0,999 
1,005 
1,011 
1,017 


d 

0,000 

10,339  **^ 

20:727^'°'* 

31,158  ^^^ 

41,626  '»""^ 

52119^^^« 

62  624^'^^ 

73  131  ^'^^ 

83  630^^^ 

94,108^'^^ 

104,556  ^' 

114,963  ^^^ 

125,323 '-''^ 

135,629  ^'^" 

145,876^^^^^ 

156,059  ^'*^" 

166:i82^'^^* 

176,243 '-"^ 

1000 

186,247  • 
196,196  ^^ 
206,099  ^^^ 
215,961  °'^^* 
225,790°'^ 
235,597  ^**^ 
245,393  ^^ 
255,185  °**^* 
264,986  ^'^ 
274,806  ^'*** 
284,653  ®'*®* 
294,537  ^'^ 
304,466  **^^^ 
314,447  ^^^ 
324,482  *'^ 
334,581  *'''*^ 
844,739  *'^^^ 
354,961  **"*' 
365,242  *»^* 


d 
0,000 

10,329  *^ 

20,709  *'^ 

31,128*^ 

41,595  *^ 

52,083*^ 

62,586  '^ 

73,094  ■ 

83,594  ^^ 

94,076  ^'^^^ 

104,529  ^^ 

114,943  ^ 

125,311  *' 

135,625  *'^ 

145,882  *'**** 

156,077 

166,211 '''" 

176,282  *^^ 

186,295  ^^^ 

196,252  ^*** 

206,164*^^ 

216,033^*^ 

225,867  ^*^ 

235,678  ®^* 

245,476®^ 

255,269**^ 

265,068*^^ 

274,885^*^ 

284,727  "^ 

294,605  •'^ 

304,526**^ 

314,498^' 

324,524^"* 

334,612  ''^ 

344,760*'"* 

854,971  "^ 

365,242*^ 
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d 
(f  0,000 

10  loisis;;; 

20  20.691  "^1 

30  31,105  •*;; 

40  41,563'^ 

^  ^2,547 

70  73,054; 

80  83,555^ 

90  94,041'^ 

100  104,498  ;™ 

110  114,919 1""** 

120  125,295  yZ 

130  135,618*^ 

140  145,885  '" 

150  156,090^^^, 

160  166,235  J- 

170  176.316,^ 

180  186,340  "^ 

190  196,304  "'^ 

200  206,226  ' 

210  216,101  °'ü' 

220  225,941  Z^ 

230  235,756  ^ 

240  245,556  "^^^ 

250  255,350  ^ 

260  265,148  "•'"* 

0  9fil 

270  274,962  ' 

280  284,800  ®'^** 

290  294,672  ^''^^ 

300  304,585  ®'^^ 

310  314,549  ^'^*^ 

320  325,566  ^'^ 

330  334,644  **°®* 

340  344,781  *'®** 

350  354,982  ^'^^ 

360  365,242  ^'°^* 


d 
0,000  . 

10310^*^" 

20,672^'°»^ 

3i;(fe2  ^'«^ 

41,530^'*^* 

52,009  *'^* 

62,506 ''''' 

73  012  ^'^^ 

83,514^^^^ 

94:002  ^'^*' 

104,465  **^t 

114,892^'^! 

125  276  ^'^'^ 

135,608  'Z 

145,885  '*"!! 

156:i00*'^ 

166,255  ^'^^ 

176,347  ^'^^ 

186,381  ^'~* 

196,352^'^^ 

206,284  ^*^* 

216,166  ^'*** 

226,013  ^'^*'^ 

235,832  ^'^®* 

245,634®'^*® 

255,429  ^'^^ 

265,227  ^'®*^ 

275,038  ^'^^^ 

284,872  ^'^^^ 

294,738^'^®^ 

304,644  ^'^^ 

314,599  ^'^^^ 

324,607  ^'^^ 

334,675  *'**^ 

344,802  **®" 

354,992  *'®*^ 

365,242  *'^* 


d 
0,000 

10300^»^^ 

20,653 

31,060  »^j 

41,496  ^'^ 

62,464  ^'^^ 
72  968  ^'"^^ 
83:471*'^'^ 
93,961  **^ 
104,429  ^^ 
114,862  ^V 
125;253  '^''' 
135,594  ^'°!* 
145,881  ^'^*^ 
156,106  ^*^^* 
166,272  ^'®" 
176,374  '^''' 
186,418  *'^ 
196,398  ^^^* 
206,339  ®'^** 
216,228  ^*'*^ 
226,081  °'^" 
235,905  ®'^®^ 
245,710  ^'^'^ 
255,507  ^'^^^ 
265,304  "-^^ 
275,113^*^" 
284,943  °'^®' 
294,804  ^»*®* 
304,703  °'^^^ 
314,650*^'^^* 
324,649  ^'^ 
334,706  ^'^^ 
344,823  **°** 
355,003  *^^^® 
365,242  ^'®" 


d 
0,000 

10,290 

20,634 

31,028 

41,462 

51,930 

62,421 

72,923 

83,427 

93,919 

104,390 

114,828 

125,227 

135,576 

145,873 

156,109 

166,285 

176,398 

186,451 

196,441 

206,390 

216,287 

226,147 

235,976 

245,785 

255,583 

265,380 

275,187 

285,013 

294,868 

804,761 

314,701 

324,690 

334,737 

344,843 

355,013 

365,242 


1,029 
1,0M 
1,039 
1,048 
1,047 
1,049 
1,050 
1,050 
1,049 
1,047 
1,0M 
1,040 
1,0S5 
1,030 
1,0S4 
1,018 
1,011 
1,005 
0,999 
0,995 
0,990 
0,986 
0,983 
0,931 
0,980 
0,980 
0,981 
0,983 
0,986 
0,989 
0,994 
0,999 
1,005 
1,011 
1,017 
1,093 


d 

0,000  , 

10:280^'^^ 

20,615  ^Z 

41428;'!* 

62,377  **^^ 
72,877  **^*^ 
83  382^*^ 
93  876  '^''l 

mm  '^''' 

114,791  ** 
125,198  ^'^^ 
135,558^'^'* 

145.862  ^'^'^ 
156,109  *'"'* 
166,295  *'^^*i 
176,419  ^'^" 
186,480*'^ 
196,481  '^ 
206,438  ^'^^ 
216,343  ^'^^ 
226,210*^'^" 
236,045  ^^^^ 
245,858  ®'^" 
255,657  ^'^®^ 
265,455  °'^^ 
275,260  °'^^^ 
285,082  °'^^* 
294,932  ^^^^ 
304,819  ^'^®^ 
314,752  °*^^ 
324,731  ^»^* 
334,768  *'*^* 

344.863  ^'^^^ 
355,023  *'^^^ 
365,242  *'^^* 


n 


De  formulis  dioptricis. 

1. 

Lentinm  forma  sphaerica  posita,  axis  lentis  est  recta,  qnae 
centra  ambarum  facierum  jangit.  Systema  lentiom  semper  ita 
dispositum  esse  samitnr,  ut  una  eademque  recta  omnium  axis  sit. 
Praeter ea  tantam  ii  radii  luminis  considerantur,  qoi  cum  axe  in 
eodem  piano  caeternm  indeterminato  siti  sunt. 

Ad  viam  radii,  dam  lentem  transit,  determinandam  seqnentia 
Signa  introdacantar. 

Habeat  linea,  qua  lamen  incedit^  anteqaam  ad  lentem  pervenit, 
aequationem 

y  =r  (a;  —  a)  tang  w^ 

nbi  X  et  y  coordinatae  rectangolares  sunt,  in  eo  piano  quod  per 
axem  et  radiam  determinatnm  est,  axe  lentis  simnl  pro  axe  Ab- 
scissarum  sumta,  et  initio  Abscissamm  in  puncto  intersectionis 
faciei  anterioris  (ad  objectam  versi)  lentis  posito.  Directio  positira 
abscissamm  est  ea,  qnae  ab  objecto  ad  oculam,  sen  a  prima  ad 
nltimam  lentem  vergit. 

In  puncto  faciei  lentis,  nbi  radias  cnm  ea  concurrit,  habest 
linea  normalis  aequationem: 

y  =  (x  —  r)  tang  t, 
nnde,   hac  aequatione  cum  priore  comparata,   coordinatae  puncti 
concursus  x,,  y^^  inveniuntur  per  aequationes 

(r  —  a)  sin  w^        ,  (r  —  a)  sin  t(;    .     , 

X,  —  r  =  ^— ; 77 r—  COS  *,  y,  =  ^— ; ji c—   Sm  /. 

'  sm  (t  — «^)  *^'        sm  (i  — u') 


De  formulis  dioptricis.  111 

Jam  cum  facies  lentis  sphaerica  sit,  habemus 

{X,  -  r)2  4-  t/f  =  ra, 
linde  seqnitar 

r  sin  {t  —  tc;)  =  db  (r  —  a)  sin  w, 

Xf--r  =  ±r  coB  t    y,  =  ±r  sin  t 

Qapdsi  igitur  statoimas,  omnes  angolos  ita  snmendos  esse,  nt 
semper  minores  quam  90^,  caeteram  positive  vel  negative  signo 
afficiendi  sint,  fit  x,  sinns  versus  anguli  t,  unde  patet  in  priore 
aequatione  signo  inferiore  utendum  esse,  et  aequationem  adbibendam 

r  sin  (t  —  w)  =  {a'—  r)  sin  w. 

Haec  determinatio  simol  monstrat,  r  positive  vel  negative  signo 
afficiendum  esse,  prent  Abscissa  Centri  algebraice  major  vel  minor 
est,  quam  Abscissa  puncti  intersectionis  cum  axe.  Quae  ambae 
definitiones,  ad  angulos  et  radios  facierum  lentium  pertinentes,  in 
sequentibus  semper  retinebuntur.  In  lentibus  biconvexis  est  igitur 
radius  anterioris  faciei  positivus,  posterioris  negativus;  in  lentibus 
biconcavis  prior  negativus,  posterior  positivus. 

Intrat  jam  radius  lentem,  et  statuamus  aequationem  lineae  qua 
post  refractionem  primam,  quam  bic  subit,  incedit,  esse 

y^ix  —  h)  tang  v. 
Erit  tum  t  —  w  angulus  incidentiae,  ut  vulgo  nominatur,  t  —  v  an- 
gulus  refractionis.     Sinus  herum   duorum  angulorum  constantem 
rationem  semper  habent,  quam  litera  n  designamus,  ubi  n  non  mul- 
tum  a  1,5  sive  1,6  differre  censendum  est.    Fit  ergo 

n  sin  (i—  v)  =  sin  {t  —  w) 
et  combinatis  aequationibus 

y  =  {x  —  r)  tang  t  j/  =  (a:  —  &)  tang  v 

eodem  modo  ut  antea,  seu  permutatis  a  cum  h,  w  cum  v,  obtinemus 

(6  — r)  sin  v==r  sin  {t  —  t). 

Radius  jam  perveniet  ad  faciem  posteriorem  lentis.  Statuamus 
medium  quod  lentem  circumdat  a  parte  anteriore  et  posteriore  idem 
esse.    Manebit  tum  n  in  transitu  ab  aere  in  vitrum,  sed  trans- 

mutantur  in  — ,  si  radius  e  vitro  in  aSrem  exit.    Caeterum  aequa- 


112  I^e  formulis  dioptricis. 

tiones  omnio  prioribas  similes  adhibere  possamas,  si  initima  Ab- 
scissamm  in  punctam  intersectionis  faciei  posterioris  cam  axe  trans- 
ferimus.  Ad  quam  translationem  faciendam  sit  d  crassiües  lentis, 
seu  distantia  faciei  posterioris  ab  anteriore  in  axe,  qnae  igitnr 
semper  positiva  erit.  Designemus  jam  Coordinatas  ad  hoc  initinm 
relatas  per  S  et  17^  et  stataamns  aeqnationem  radii  anteqnam  ad 
faciem  posteriorem  piervenerit  esse 

^  =  (?  — /?)  tang  V 
erit  igitnr  tum  ß^b  —  d, 

et  si  insuper  aequationem  lineae  normalis  in  puncto  concnrsus  su- 

mimus: 

9  =  (S  —  c)  tang  %, 
habemus  eodem  modo  ut  antea 

q  sin  (%  —  v)  =  (ß  —  q)  sin  v. 

Quodsi  denique  aequationem  lineae,  qua  radius  incedit,  postquam  se- 
cunda  refractione  perfecta  ex  vitro  exit,  statuamus: 

7  =  (5  -  «)  tang  « 
erit  hie  angulus  incidentiae  z  —  v,  angulus  refractionis  ^  —  m  et 

ratio  refractionis  — ,  unde  obtinemus 

n 

sin  (t  —  (o)  =  n  sin  (t  —  1;) 
(a  —  c)  sin  «  =-  9  sin  (t  —  «). 

Per  quantitates  «  et  cc>  ad  punctum  intersectionis  faciei  post«* 
rioris  cum  axe  relatas,  via  radii  complete  determinata  erit 

2. 

Congestis  igitur  formulis  habemus: 

r  sin  (#  —  w  =  (a  —  r)  sin  u? 
n  sin  {t  —  v)  =  sin  {t  —  w) 
(b  —r)  sin  t?  =  r  sin  if  —  v) 
(1)  .  .  •  .  ^  ß  =  b  —  d 

?  sin  {t  —  v)^{ß'-  q)  sin  v 
sin  (f  —  «)  =n  sin  (v  —  v) 
(a  —  f )  sin  w  =  g  sin  (r  —  w), 
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ubi  significatio  literarnm  ex  eo  perspicitur,  qnod  aequationes  line- 
arum  qaibns  radius  luminis  incedit  sunt: 
aDteqnam  in  lentem  intrat 

y  =  (x  —  a)  tang  w 
post  primam  refractionem 

y^{x  —  h)  tang  v 
existente  aequatione  lineae  normalis 

y=(a?  — r)  tang  t 

et  abscissis  a  puncto  intersectionis  primae  faciei  cum  axe  nume- 
ratis.  Translata  origine  abscissarum  ad  punctum  intersectionis 
posterioris  faciei  cum  axe  per  aequationem 

ernnt  aequationes  linearum,  quibus  radius  luminis  incedit  ante  se- 
cundam  refractionem 

V  =  (?  — ft  tang  V 
post  secundam  refractionem 

i7«(5— «)  tang  w 
existente  aequatione  lineae  normalis 

7  =  (5  -  ?)  tang  T 

et  abscissis  a  puncto  intersectionis  secundae  faciei  cum  axe  nume- 
ratis. 

Quodsi  a  =  oo ,  fit  w  =  0  seu  via  luminis  parallelas  axi.    Duae 
priores  aequationes  mutantur  in 

r  sin  ^  =  a  sin  w 
n  sin  {t  —  v)  =  sin  t 

cum  in  hoc  casu  quantitas  indeterminata  a  sin  u;  =  -g-  valorem  r  sin  t 

obtineat,  seu  aequalis  sit  distantiae  viae  luminis  ab  axe.  Quan- 
titates  r  et  q,  si  eas  radios  facierum  nominare  yolumus,  sunt  posi- 
tivae  in  eo  casu^  ubi  centrum  majorem  positiyam  abscissam  habet 
quam  punctum  intersectionis  superficiei  sphaericae  ad  radium  per- 
tinentis  cum  axe,  in  altero  negativae.  Omnes  anguli  minores  quam 
90°  sumuntur,  positivo  vel  negative  signo  addito,  secundum  directio- 
nem  quam  positivis  ordinatis  dedimus. 

Encke'B  AbhandL  IIL  8 
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3- 

usus  omniam  instramentorum   opticorum  postnlat,   ut  angnli 

intra  certos  limites  restent,  neque  nnquam  magni  fieri  possint.  Fer- 

commode  igitar  aequationes  in  series  secondam  potestates  sinaum 

angoloram  progredientes  evolvuntor.    Ad  quam  evolntionem  faci- 

litandam,  notare  convenit,  esse  pro  qaibnslibet  angnlis  A  et  B. 

sin  (^-£)  =  2  sin  i  (^-B)  cos  \  {Ä-B) 

sin  -4  —  sin  B^2  sin  i  {Ä  —  B)  cos  i  {A-hB) 

ergo 

sin  jA-B)   ^  cosj  (^-^)^  1  +  tg  i^  tg  ^Jg 
sin  ^  —  sin  -ß      cos  i  (^  -h-ß)      1  —  tg  i  ^  tg  i  i^ 

-=l'\'2tgiAtgiB  +  2tglA^tgiB^... 

Oum  autem  sit 


tg  i  A=  ^-^<<\     sin^'^)  ^^  sin^  +  i  sin  ^«  .... 

sm  A 

fit 

sin  (-4  —  JS)       ^  .  1    .     .    .    D  .  ,    .     .   .    T>  sin  -4*  —  sin  B* 

-: — T — : — -Ti  =  1  +  i  sin  -4  sm  jB  +  i  sm  -4  sm  B  —. — -: : — 5-  . . . 

sm  -4  —  sm  -B  '  sm  -4  —  sm  Ä 

sive  retenüs  tantum  duobus  prioribus  terminis 

sin  {A  —  B)  =  sin  -4  —  sin  -B  +  i  sin  ^  sin  B  (sin  A  —  sinB). 

Hac  formula  adhibita,  et  in  terminos  altioris  ordinis,  qnantitatibos 

primi  ordinis  substitutis,  obtinemus  ex  tribus  prioribus  aequatio* 

nibus  (1) 

r  sin  ^  =  a  sin  w  —  i  l j  —  (a  sin  w)^ 

/n-1      1\      .  w-1/1      1\/1      w+l\l,     .     ^ 

wsmt7«= 1 —  asm«? +  -^5 — —(asm  irr 

\    r         aj  2n   \r      a)\r         a  J  r  ^ 

n      w— 1       1       n— 1 


6"**     r     ^  a        2n^ 

et  eodem  modo  ex  tribus  ultimis  aequationibns,  cum  sit 

ß  =  b-d* 

Q  sin  v=r-ß  sin  V  —  i  f j)  's  ^  ^^°  ^^^ 
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/l— n  ,  n\^  .       ,  1  — n/1       l\/w      w  +  l\l  ,^    .     ^^ 
1  — n  /l        1  \  /n      w-hl 


«  sin  ö)  =  /J  sm  V  H — ^g—  ( —  —  y )  ( g—}  iß  sm  r)« 


1       1—n      n      (1  —  n)w  /  1        ^  .   , *  i  ,^    . 


(T-}r(f-"->-)'' ='"«>' 


qaae  aequationes  ex  prioribus  proveniunt  permutatis  r  cum  ^^  a  cum 

ß,  w  cum  Vj  t  cum  t,  v  cum  «^  6  cum  a,  w  cum  — . 

w 

Quodsi  jam  valores  quantitatum  /?  et  v  ex  tribus  prioribus 
aequationibus  in  ultimas  substituamus,  erit  retento  factore  (1  —  j-j: 


e  sin  ir=  h  — -— j  a  sin  w 


n-1  /l 


fl-n      /n  — 1      1\      1    W,       d\ 
1— n   n  — 1  /l 


+ 


(i-i)(i-"-^)('-4)<«»^»^ 


2n2     . 

1    N    /1  M-t-1\      1 


2n\r        aj\r         a    /  r  ^  ' 

sin  «  =  f  1  —  -yj  a  sin  ti; 
l-n  /l 


2 


(7-j)(f-^)('-T)'(«"-")' 


1       l-n        n-1  1 


+  — ^ ^  + 


«  ?      'r(l-f)       «(1-1) 

«-1  /l 


1/1  1  W  1  «+1\         1         ,         •  S2 

2n2    \  r       aj\r         a    /  j  _  .f.  ^  '' 

0 

(l-«)n/l        IW«      *»+l\/'t       <^\"/      •       M 
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4- 
Consideremus  primum  tantum  terminos  primi  ordinis,  unde  sab- 
stitato  valore  quantitatis  b 


n      71  —  1       1 

= 1 

0           r          a 

obtinemus 

1       1      n                     n     1                                         1 

1                                                ■  r 

«.         ,            f^      an     1      d    l^      J^     n     Id 

\        n      7'          na)          \           r      n 

1   dy 
a   ni 

p              r            a  \           p       n  1          prn 

""                       ^      n  —  1  d         1    d 

r      n        an 

Formula  haec  concinnior  evadit,  si  ex  elementis  lentis  noyas 
fanctiones,  quae  pro  constantibns  haberi  possant,  compatamns.  De» 
signemns  igitar 

1_^»  —  1     n  —  1 

l  ^     r  Q 


(2). 


1=JL    (*»  - 1)'  <^ 

f       l  Q  r       n 


C 

7 


n  —  l  d 
r      71 

p      n 


atque  erit 


1- 


1  + 


n  —  1      d 
n  —  l      d 


L+r 

r 

f-c 


Q         n  f 

ergo  multiplicatione  peracta  et  caeteraniin  quantitatam  valomm  t*> 
tione  habita 

f  '   n-  P 


sive 


\ 


d  p-(f-y)(f-c) 

n  f 
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quo  valore  sabstitnto  fit 
1  f^af 


a  +  f-c 


«      f+r      r-if+r)(f-c)       (a  +  f-c)  (f+y)-p 
f  af 

quam  formnlam  in  commodiorem  redigere  licet,  cnm  ex  ea  flat 

fi 

^'      ^      (a  +  f—c) 
sen 

(cc-f-r)  (a+f-c)  =  -P 

qaae  etiam  maltiplicatione  peracta  matari  potest  in 

_J. 1    .      1 


a 


Ad  ceteras  qnantitates  t  et  <»  determinandas,  necesse  est  ya- 

lorem  quantitatis  1  —  t-  per  «  et  /"  invenire.    Fit  antem 

d       l       d 


0  r 


n 


a       n 


-1^  r     f-if'^r)(f-€) 

^  f  af 

_{a^f-^c){f^r)-P 

quod  etiam  si  a  ex  snperiore  formula  introducimas,  ita  exprimere 
possumus 


a 


b         a  ^         "~  ^  —  Y 


a  —c 

'         < 

a 


His  de  primo  ordine  evolutis  formulis  cum  in  seqnentibus  nta* 
iniir,  desig^emns  valores  quantitatam  cc^  r^  co^  qnatenas  tantam  ex 
primo  ordine  proyeniant  per  a^  t^  td\  atque  habebimus 

111 


(2)* . 


cc^  —  r       f       a  —  c 
Q  sin  T^  =  — j (a  —  c)  sin  w 


cc^  sin  «^ 


i 


a 


Sin  tv^  = 


eritque 

-4 


«1 


(a  —  c)  sin  t(^ 


sm  tc; 


a 


1 


a  —  c 

a 


ß_ 
b' 
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5. 

Transeamus  jam  ad  terminos  altioram  ordinam,  qai  in  superio- 

ribus  aeqaationibas  evoluti  sunt.    Fiunt  simpliciores  si  loco  quan- 

titatam  r  et  q,  b  et  ß  denuo  introducimus.    Adhibitls  aeqnationibQS 

primi  ordinis 

7i  __  n  —  1       1 
6  "~     r  a 

n       n  —  1       1 

4- 


ß  Q  a^ 

erunt  factores 

i-  _  i.      =     ^     .  (\._1.]^     n     ^  a-c    /  -^-^  -  ^~^\ 
r        a       ~n  — l\ö        aj      n—1       a       \b I 

I  «  +  l_n       /l        **\_     **       a  —  cl \ 

r  a    ~  n  —  1    \b        a)  ~  n  —  X       a       \h j 

II  1        / 1         1  \  1       a^-r    (  -i ji-\ 

nn  +  l         1'/«        1\  1       «'-y    /  -r^ A-\ 

Qaae  formulae  eo  magis  usui  accomodatae  sunt«  cam  propter 
aequationem  nltimam  paragrapM  praecedentis  sit: 

Designemns  hanc  quantitatem  per  h\    Ob 

n       n—1       1       n  —  la  —  c       1       7i— Ic 

-.-  = »-  — = 1 1 

ftraraara 

n—1      a—c 


r 


^  +  i_(i_X).l 

a  öt        \         l  I      a 


w  —  1      a  —  c        f       1 
r  a  l       a 

et  eodem  modo 


w_n— 1      a^  —  y         f       1 


De  formulis  dioptricis.  119 


posita  aequatione    b^  =  b ==  ß  •  — ^ — 

habebimus: 

n      n—1       f         1         n—1 , 
b^          r           l       a  —  c          Q 

f  1 
l       «1     y 

unde  derivatur 

1        1               n        a  —  c     (1 

-  '  ] 

a  —  cJ 

r        a            n  —  l         a        \b^ 

1       W4-1          n        a  —  c     1 1 

«  \ 

r          a         n  —  1        a        \b^ 

a—  ej 

1        1                1         «1    y     /l 
Q        ß        ~  n      1  '     a^       W 

«i-J 

n       n  +  1          1        «'— y      / 1 
Q          ß     ~  n  —  1        a»        U* 

"    \ 

a^-rr 

Forma  symmetrica  horum  factorum  respectu  a  —  c  et  (x>  —  r^  per- 
mittit  in  pluribas  formulis  diyisorem  communem  post  substitutionem 
in  terminis  altioribns  elidere.    Fiont  nempe  hi  termini  in  q  sin  t 

n—l       n*       (fl—of   (1        1   \   /l        n  \      a^      a—c.     .      ,, 

"2^-(;r=i?-4:^-t-^c) 


+ 


sm  w'. 


1  a^fl/1        w\         w1.        X«. 

2(w— 1)    a^— 7^    |6^    \f      a—c)     {a—cy] 

In  sin  fo  rednctio  ad  simpliciorem  formam  facillime  perficitur,  si 
consideramas  aeqnationes 


,    .  ..    1-?- 

1  —  72 


(^_d\       w. b^      J.  __  Jl 

\         b )        r  ^      a}  r        a 


^=,^H.„.(l_jj 


1=1 

flaut  nempe  tarn  termini  altioris  ordinis: 

n-1            &      /l        1\     /l       «+1\    .    .       . 
o  2    • i—  ' )  • *   Sin  to* 
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rt-1      /l         1\'    (1        n  +  l\,.        , 
271"       \r        aj     \r  a    } 

.  1-n      1    (1       1\    /«       n  +  l\    g    .      -/,      d\ 


4- 


(l-n)rt   (1       1\«    /n       n  +  l\    .    .      . /,      d\» 

-^j  a«  sin  «;»  ^1  — j-j  . 


(I4J 


In  quos  si  expressiones  per  h^  substituimus,   nbiqae  per  -j^ 

_    ==  -TT  dividere  licet.    Obtinemus  nempe 

+  2(;i^  '(f  -  F^/  [¥  -  ^)  ^'*-^>' «°  «^ 

-2(;i^'(F-^/  (pr-^)  («-'^)'  «^ 

Termini  igitnr  altioris  ordinis  in  sin  o»  in  seqnentem  formam  redi- 
gere licet: 

1       rn(n4-2)     n^H-w  +  1     (2n+l)n  n  w 

+  7-^-^1  -F  (öt  —  c)^  sin  tr* 
Simili  modo  in  a  sin  a>  termini  altioris  ordinis  fiunt 

2(n  — 1)     a^— r  \    ft  a^— y       a— cj    /^  ^ 


w\ 


et  in  — 
a 

n 
2(n-l)« 


g^-y  fn-f2  _  2n  +  l  /    1  1    \  /     1 

«1     \  Q)^f  b'      W-r  "^  a-cj  "^  **  \(a-c)* 

T-T TT N-  +  7-i \2 )  1  •  -^  («  —  c)*  sin  tc^^ 
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6. 
Quodsi  igitur  brevitatis  causa   terminos  altioris  ordinis  in 

q  sin  T  per  ^-j-—  (a  —  c)*  sin  w^^  in  «  sin  w  per  Q    ^_     (öt— ^)* 

1  a^— y 

X  sin  M?^  et  in  —  per  P  — p-  (a  —  c)^  sin  tü^  designamus,  erunt  ter- 
mini  in  sin  «  aeqnales  (■?+    i_  )  («  —  c)'  sin  w^  et  habebimns 


«^     .        .    .  «1 


p  sin  T  =  -, —  {a  —  c)  sin  w  -f-  -j T  (a  —  c)^  sin  le; 

» 

sin  a>  «=  -1 —  sin !(;  4-  ( P  -^ — ~- )  (a  —  c)'^  sin  vfi 


«1      .  .     .  a> 


8 


«  sin  w  ==  -1 —  (a  —  c)  sin  t«;  4-  -, —  ö  («  —  c)'  sin  w 

—  =-1  +  ^^  J^  (a-  c)a  sin  w^ 

quanun  aequationum  plernmque  tantum  dnae  nltimae  in  nsam  vo- 
cari  solent.    Ultima  flt 

«1  =r  a  4-  («^  —  ;')  cc  P  {a  —  c)*  sin  w^ 


«i 


seu  a  = 


1  +  (ai-  y)  p  (a  -  c)2  sin  m;^ 

qaae  etiam  transfoimari  potest  in 

1  —  y  P  (g  —  c)^  sin  w^ 
1  4-  (a*  —  y)  P  (a  —  c)*  sin  w; 


X  —  X  JT  1 1*  —  vr  Biu  w/-  ,    ,  . 


sive 

1     ^  _1_  P  (a  -  c)2  sin  t^^  «i 


a— 7^       Of^— y       1  •— l' P(a  —  c)2  sin  M?^     «*—;'' 
Pennltima  scribi  potest 

(a  — r)sin<»={(a  — c)sinw;4-Ö(a-c)'  sin  ti;'}— — -  •  -i-— • 

Jam  yero  cum  sit 

g—  y        «^     —  1  —  (^^  —  «)  ^ 

substitüto  yalore  a^—  cc  ex  prioribus  aequationibns  habemns 
?^^I^  .  _,—  ==  1  -  r  .  P.  (a  -  c)>  sin  w;2 
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unde 

(«  —  y)  sin  cö  =  (a  —  c)  sin  w  -h{Q  —  yP)  •  {a  —  cf  sin  «^. 

Videmus  igitur  introductis  quantitatibus  a  —  c  et  «^  —  r,  loco 
a  et  a\  fere  iisdem  formulis  quibus  vulgo  neglecta  quantitate  d  via 
luminis  definitur,  ad  terminos  ordinis  d{a  —  cf  sin  w^  respici  posse. 
Adnotari  autem  oportet  non  omnes  terminos  hnjns  fonnae  in  bis 
formulis  contentos  esse.    Cum  enim  in  terminis  primi  ordinis  fac- 

torem  ^  —  -jr  introduxerimus,  et  in  eo  tantum  termini  primi  ordinis 

quantitatis  b  substituti  sint,  ad  omnes  terminos  bujus  generis  am- 
plectendos  necesse  est  loco 

\    r  a)  n 

scribere 

^      (n-l        1\  d       n^l/1         IWl       w-*-l\-.      ^  d 

1  — 1 ^^-2- f )  a«  sin  u?2  — 

\    r  a }  n         2n^    \r         a/\r  a    /  n 

sive 

^      a—c     d  d         a—c    /l         1    X^/l         n  \  ,       x*  .      • 

a      0^     2{n—Vf      a      \b^     a—c)  \o^     a—c)  ^ 

Quodsi  igitur  ponimus 

1         /l         i\Vl         w\    «^-r 


u= 


2(n-Vf 
addendum  est  ad  valorem  quantitatis 


«1 


p  sin  1^ . . . 1 —  •  U-d'(a  —  c)^  sin  w^ 

sin  w . . . ,  H — ^ . '  U '  d  '  (a  —  c)^  sin  w?^  = 


a* — y 


«1 


«^        nc 


a^-r       f 


U{a  —  cY  sin  tr* 


a  sin  CO . . :; •  U '  d  '  (a  —  cy  sin  w^ 

— +  1^-  jj.d.^^  (a-c)2  sin  tt;«. 

Sunt  autem  hi  termini  fere  semper  minimi,  cum  1  — -^-pamm 

ab  unitate  plemmque  differat,  unde  levis  momenti  est,  si  divisor 
b  non  maximam  exactitudinem  habeat. 
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7. 

Cum  Y  semper  cum  ce\  c  semper  cum  a  conjunctam  sit,  patet 
ntrnmqae  esse  abscissam  a  pnnctis  intersectionis  faciei  posterioris 
et  anterioris  cum  axe  numeratam.  Ad  yalorem  harum  quantitatum 
distincte  perspiciendum  notari  potest,  ob 

Y  _      n  —  1      d        c  ^       n  —  1      d 
/■~~  r         n^      f  ^         Q         n 

fieri 

n—  1      d  d 

r         n  _  ^  n —qd 

^^n^^     rT^     {n-\y  d'^  ;        rT"~w(?-r+d)~d 

h  ^^ p  —  r  +  («  ~  1)  —         ^^ 

r  Q  gr     n      ^  n 

Q         d 
—         ^  quam  proxime 


q  —  r      n 

et  eodem  modo 

d 

n                         r  d 

c  = T-  = •  —  quam  proxime. 

o  — r  +  (n  — 1)—  ^ 

Quum  prior  quantitas  a  puncto  intersectionis  faciei  posterioris  cum 
axe,  altera  a  puncto  intersectionis  faciei  anterioris  cum  axe  nume- 
retur,  distantia  horum  duorum  punctorum  quorum  abscissae  c  et  y 
sunt,  erit 

(Q  —  r)  — 
=  a  —  c-i-Y  —  d  — 


/        IN  d 
Q—r-^  (n  —  1)  --- 


n  — 1      ,  ^  \nJ 


Q  —  r-hin  —  l)  — 

quae  fere  eadem  manet  etiamsi  valores  radiorum  ^  et  r  mutentur. 
In  lentibus  convexis,  quae  in  ocularibus  plerumque  adhibentur  q  et 
r  diversa  habent  signa,  unde  Q  —  r  fere  semper  multo  major  quan- 
titas est,  quam  d.    Si  vel  ^  vel  r  =»oo,  valores  simplificantur; 

d 

r=oont/  =  0        c  =  H 

n 
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Pancta  haec  in  interiore  parte  lentis  sita  sunt,  cum  c  sit  positiva 
quantitas,  et  y  negativa.  In  lentibus  biconvexiSt  nbi  r  positiva  9  ne- 
gativa quantitas,  idem  evenit,  cum  r  restet  negativa  quantitas,  c 
positiva.  In  lentibus  biconcavis  eadem  est  dispositio.  In  Meniscis 
tan  tum  evenire  potest  ut  puncta  quorum  abscissae  sunt  c  et  r  extra 
vitrum  posita  sint. 

8. 

Quod  si  jam  omnes  formulas  colligimus  hi  sunt  ealculi  per- 
ficiendi: 

Data  sint  d,  w,  g,  r^  a,  w.    Calculentur: 

1       n  — 1      w  — 1 
l  r  Q 

f        l  qr  n 


f 


w-1      d 
r         n 


e  _      n— 1      d 
f  Ö~  '  ^ 

1  1  1 


a^-r      f 


a  —  c 


^**M  61  r  l      a-c 


n-1 


l       a^-r 


■^~2(n-l)\6'      f       a-cW      a-cjj 


n  4-1      _n n_ 

6*  a^—y       a—  e 


n       jn- 

~  2  (n-1)»  \  (b 


n+_2 
Y 


Ji       \a^—y      a  —  c) 


+  n 


((«- 


c)«       («i-y)(a-c)       ( 

xr       1       «^-y  (L  _  J_V  rl  -  -^\ 

2{n-\f"  a^     \h^       a-c)    \h^       a—c) 


a^-rnif 
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atqae  erunt 

?  sin  T  ==    ^_   {(a  —  c)  sin t(; 4- {T—U-  d){a^ c)^  sin  w^} 

j 

d  —  c    .  fjy        Q  a}      nc 


ä  sin  w  =  -13-  { (a  —  c)  sin  tc;  +  (Q  —  D'«  d)  (a  —  c)*  sin  w* } 
Dnae  nltimae  aequationes  etiam  formam  induere  possunt 


f       a* 

(a—y)  sin  co=  (a— c)  sin  t(;+((?—  y  •  — ,—-  Cd— ;'P)(a— c)»  sint(;^ 

In  bis  formnlis  omnes  termini  ordinis  tertii  contenti  sunt, 
crassitiei  lentis  ratione  habita,  seu  positnm  est 

sm  x^  a ^-  ar. 

Jam  cnm  error  hnjus  formnlae  nnam  minntam  secnndam  non  sn- 
peret,  qnam  diu  x  <z  12^,  in  iis  aequationibus,  quae  nsque  ad  tertiam 
potestatem  angnlornm  evolntae  sunt,  omnem  exactitudinem  quam 
Praxis  postulat  attigisse  sperare  licet;  ultima  aequatio  qua  a  de- 
terminatur  majori  errori  obnoxia  erit.  Quare  cum,  si  omnes  quan- 
titates  exactae  evadere  postulantur,  ad  formulas  rigorosas  confu- 
giendum  sit,  fere  semper  ponere  licebit  ad  approximationem  suffi- 
cientem  attingendam 

=  —. h  P  •  (a  —  c)2  sin  w^ 

(a  — ;')  sin  CO  =  (a  —  c)  sin  w?  +  Q  (a  —  c)^  sin  w\ 

Ita  exempli  gratia  si  radium  lucis  consideramus,  qui  axi  pa- 
rallelus  primam  lentem  Heliometri  Eegiomontani  in  margine  intrat, 
-erunt  constantes 
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r  ==  4-  838"',164 

d  =  6,000        n  =  1,529130 

^  =  —  333,768 

eritque  i  =  2^  24'.    Exactae  formulae  praebent 

T  =  6^  1'  29",92 
ü>  =  4*  29'  37  ",64 
«=    ■    444,113 

Calcolo  autem  secandum  formulas  hie  traditas  instituto  inyenitnr 

lg  A  =   7,3456911 

lg  y  ==   7,3449210 

y=  — 1,11949 
c^^-^-  2,81128 

lg  tV  =   6,6157890 

IgT  =  3,9361176  —10 

IgQ  =  4,6894239»— 10 

IgP  r=  2,4227751  —10 

lg  ^7  =  0,1002893  — 10. 

Unde  omnium  terminorum  ratione  habita  invenimas 

^  sin  T  =  35,04893 

a>  =  4°  29'  35  ",17 
{a  —  y)  sin  w  =  34,88843 
«  — y  «  445,3904. 

Qaodsi  autem  nltimas  formulas  pro  dnabus  ultimis  quantitatibas 
adhibemus  erit 

(ff  —  y)  sin  (u  =  34,88718 
ß  —  y  =  445,3742 

dum  rigorosae  formulae  eosdem  valores  exhibent 

^  sin  7  =  35,04906 

Ol  =  4»  29'  37",64 
(«  —  y)  sin  cü  =  34,88443 
«  —  y  =  445,2325. 

9. 

Qnautitates  P  et  Q,  quas  fere  semper  solas  adhibere  oportet, 
duplici  modo  transformare  convenit.  Si  enim  a  et  a  data  sunt^  ad 
praecisionem  imaginis  necesse  est  r  et  ^  ita  eligantur,  ut  quautitas 
P,  seu  differentia  locorum,  iu  quibus  imaglues  a  radiis  centralibns 
et  marginalibus  proyenientes  conspiciuntur,  quam  minima  eyadat 
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Qaod  commodissime  fieri  potest,  si  qaantitatem  b^  in  P  contentam 
ita  determinamas,  at  P  minimam  fiat    Quam  autem 
w  +  2      2n+l(    1        _1_\ 

_  fl      2n  +  l(    1  1   \Y    {2n+iy(    1  1   y 

-(w  +  ^}Jji     2n+4\,a'-y     o-c/j       4(n+2)  U'-y     a-c/ 


et 
n 


{(«i- 


+ 


+ 


4n-l 
4w- 


(«l_y)2  +  (a 


[a-  cfj     4(n 4-  2)  Va*-y      a-c^ 

11  _  4^4" +  2  1 

-  cf]      4  (»  +  2)  («1-  y)  (a  -  c 


2)  ißi— y       a  — cj         «  +  2    («*— ^)(a  — 


4(n^-z;  1«'— y 
patet,  transformari  posse  P  in 

n-(n  +  2)ffl      2n  +  l/    1  1    \-i«       4«-l       J_ 

(n-1)»  1  I  1 

y-y)(a-c)jf 


c) 


(«+2)2     («»- 

Qaodsi  igitar  novam  Tariabilem  A  ita  deflnimas  nt  sit 

4«-l      X-1 

■h- — Jl  =  - 

fit 

n (4n- 1)       n  _  4(w-l)'  1  ]   1 


U»      2n  +  4  W-r'*'a-c^; 


(6)  J 


P= 


8(«-l)«(n  +  2)\/'«        4n-l     (ai-y)(a-c)J   /" 
ubi  qaantitati  A  enm  yalorem  qoi  optime  conveniat  dare  possamas, 
sola  restrictione  adhibita  nt  X  onitatem  superet,  cum  factor  termini 

-7^  Sit  positivus,  et  prodactam  qaadrato  aequari  debeat.  Befinito 
X  erit 


(7) 


1.  =  2»  +  l  /     1  1    \ 

fci       2»  +  4W— y      a— J 

unde  ope  aeqnationum 


1    \  ±  V(4n  - 1)  (X=ÖL) 
2  (w  +  2) .  /• 


n 
F 

n 


n-1 
r 

M-1 


+  -;- 


l      a—c 
Z       a}—Y 
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radios  r  et  q  definire  licet,  qui  iis  satisfaciant.    Qaae  aeqaatlones 

f 
expeditissime  indirecto  modo  resolvuntur,  ponendo  initio-7-  =  l,  et 

ope  yalorum 

w  — 1       n  1 


r 
n~l 


n 1_ 


.1 


Q  0*        er* — y 

determinando  c,  y  et  l^  adhibita  ea  crassitie  dj  qaae  commoda  vi- 
detur,  quibascum  calculas  repetendus  est  Haec  via,  quam  Eulems 
docait,  si  eligatur  flt 


(8)  g= 


—  f— 


+  — 


1         n+1    V(4n-l)(i-l) 


if 


Altera  forma  in  calcalo  objectiyomm  in  nsum  yenit,  ubi  P  et 
Q  fanctiones  qnantitatnm  fj  r  et  a^c  fieri  debent.  Eliminando 
igitnr  b^  et  a^—y  ope  aequationnm 

iL  =  ^-1      /       1 
b^  r  l    '  a—c 

111 


«J 


1 

=  ->-  + 


a- 


optinemus  ponendo 

'_f      1  1  \^     1  /      1  2  \  1 

\{n-l)f  nr)      n^'\{n-l)f     nr)  r 

1      M^  «'(»— 1)\.Z        /J  r       |n%n— 1) 


(9) 


+ 
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n 
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n'(n-l)\l         ) 


A-B 


a—c  ( 


Ä^-BP 


a  —  c\ 


De  formnliB  dioptricifl.  129 

f 

In  initio  calcnli  üib  9  et  r  ignotae  quantitates  sunt,  y  ""  ^)  ^^^^ 

nt  statim  valores  Ä,  B,  C,  Ä^,  E^,  ex  hac  hypofhesi  provenientes 
obtineri  possint. 

10. 

His  de  ona  lente  expositis,  transeamus  jam  ad  systema  pln- 
riüm  lentiiim.  Statnamns  distantiam  faciei  anterioris  secondae 
lentis  a  fietcie  posteriore  primae  lentis  esse  =  e.  I^tur,  si  aequa- 
tionem  lineae  in  qua  radios  Incis  incedit,  postqnam  per  primam  len- 
tem  transierit,  et  anteqaam  ad  secnndam  pervenerit, 

y  =  (ar  -  a,)  tg  w, 

snmimns,  ubi  abscissae  a  puncto  intersectionis  faciei  anterioris  se- 
cundae  lentis  cum  axe  numerantur,  erit: 

a,  =  a  —  c,    w,  =  €0, 

Jam  per  easdem  formulas  rigorosas  ut  antea  ex  bis  quantita- 
tibus  obtineri  possunt  a,  et  to,  ad  secnndam  lentem  eodem  modo 
relatas,  quo  a  et  <o  ad  primam.  Caeterum  radii  faciemm  et  crassi* 
ties  secnndae  lentis  nee  non  ratio  refractionis  in  ea  designentur 
per  r,j  q,y  d,,  n,.  Progrediendo  ad  tertiam,  quartam  etc.  lentem 
denique  obtinemus  «,-,  w,-,  relatas  ad  (i  +  l)**™  lentem,  et  via  lucis 
complete  determinata  erit  Qeneraliter  in  (i  + 1)*»  lente  Signa 
eligamus: 

radius  anterioris  faciei  .  .  .  •  r,- 
radins  posterioris    ,      .  .  .  •  ^i 

crassities ^ 

ratio  refractionis ^- 

Bistantia  faciei  anterioris  (i  + 1)*~ 
lentis  a  facie  posteriore  i**®  lentis  e^-i 

et  aequationes  linearum  in  quibus  radius  luminis  incedit,  initio  ab- 
scissarum  in  puncto  intersectionis  faciei  anterioris  (» + 1)*"  lentis 
cum  axe  posito,  erunt: 

Encke's  AbhandL  HL  9 
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antequam  ad  lentem  penrenerit 

y  =  (x  —  Qi)  tang  w, 

post  primam  refractionem  in  (» —  1)**  lente 

y  =  {x  —  bi)  tang  Vi 

existente  aeqaatione  lineae  nonnalis  ad  faciem  anteriorem 

y  =  (a;  — r<)  tang  ti. 

Translata  jam  origine  abscissarnm  in  punctum  intersectionis 
faciei  posterioris  {i  + 1)^  lentis  cum  axe,  ita  ut 

ßi  ^bi  —  di 
erunt  aequationes  linearum: 
ante  secundam  refractionem 

^==(S--ft)  tg  Vi 
post  secundam  refractionem 

?  =  (5  — «i)  tg  «,• 
existente  aequatione  lineae  nonnalis  ad  secundam  faciem 

^'=(?  — ?t)  tg  ti 
Quodsi  ab  i*»  lente  ad  {%  + 1)**°  transimus  semper  erit 

<k  =  «1-1  ~  ^i-i,  ^i  =  «i-i- 


11. 

Consideremus  primum  tantum  quantitates  primi  ordinis.  Quodsi 
igitur  pro  (i  + 1)^  lente  determinamus 

i    1  W»  —  1         Wj—l 


(10) 


k           ri               Qi 

1         1    ,   (rii^l? 
fi         k           Qi  ri 

di      jp 
^=  jfi 

n* 

n          rii-l     di 

fi           n       m 

• 

Ci           fii  —  l     di 
y  fi^         Qi         ni 

valebunt  aequationes 


is^i—n)  sin  «i  =  (fl|  — <^)  sin  «;,- 


(11)  . . .  ^  _1 ^  1  ^      1 

«i  —  Yi         fi        ^  —  ^ 


(13) ..." 
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ubi  qaantitates  Oj  et  Wi  ex  anterioribns  lentibas  dfirivatae  sunt  ope 
aeqnationam 

Cam  antem  semper  punctum  cujus  abscissa  est  r  cum  o,  et 
punctum  cujus  abscissa  est  c  cum  a  conjunctum  sit,  transformemus 
has  aequationes  introducta  nova  quantitate,  per  aequationem 

in 

ai-'Ci  =  «j-i  —  Yi^i  —  jB,-i,  Wi  =  ai,_t 

unde  si  jam  ad  i^™  lentem  retrogredimur  habemus 

1  1  1 

=  ■:^ 1 

«i-i  —  n-i      A-i       ««-1  —  ^»-1 

(cci^i  —  n-i)  sin  «•-i=-(a,-i  — c»-i)  sin  w;,-i 

ubi      di-l  —  Ci—i  =  «i  «2  —  y,_2  —  ^-2 

Novae  igitur  distantiae  jB^  ad  puncta  quorum  abscissae  sunt 
€  et  ^  complete  relatae  erunt,  omnino  crassitie  lentis  et  punctis  in- 
tersectionis  facierum  cum  axe  eliminatis.  Quodsi  in  quayis  lente 
haec  puncta  quorum  abscissae  sunt  o  et  ;^  determinavimus,  distantiae 
lentium  ab  anteriore  puncto  r  ad  sequentem  c  numerandae  erunt. 

Formulae  hae  percommode  in  fractionem  continuam  evolyuntur. 

Cum  enim  sit 

111 

=  _  H 

<H  —  ri       fi       <k—Ci 

erit  introducendo: 

sicnt  in  praecedentibas  jam  notatam  est 

1 


'^-^'=ir+ 


et  cum  Sit 


habebimus 


Oi—Ci 


Oi—Ci       —  ^Ei-i  +  Oj-i— y<-i 

9» 
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erit  igitor 


«j  —  yj  = 


Fi  + 


—  iSi_i  +  oj_i  —  y,_i 


nnde  procedendo 


(14) 


^■^=1Ü  +  J-  1 


Fi-i  + 


o— c 


atqne 


(15) 


a,-ci      —  ii-i-+- 


-PJ-lH El 


—  Ei^2  ••  •  +  et  .     1 


'  '-E  +  P+    1 


a  — c 


12. 

Ad  commodiorem  nsum  nova  qaaedam  signa  introdacamiis. 
Designentnr  denominatores  F  per  numeros  impares  nncis  inclusos 
ita  ut  Sit 

r  F^{1),F,  =  (B)  ....i^=(2i-f.l) 

(16) . .  -(  et  denominatores  —  E  per  numeros  pares 

l  -^=(2).-^,  =  (4) ^•.i  =  (2i). 

Praeterea  fractionem  continuam  per  Signum  exprimemus,  quo 
primus  et  ultimus  denominator  indicatus  est,  ordine  denominatomm 
semper  eodem  manentO;  et  omnibus  numeratoribus  unitate  aequa* 
libus  positis.    Erit  igitur 


(2i  -  1) 


•  •  •  • 


"'®+5)+  1 


a  — c 


Constat  jam  ex  doctrina  fractionum  continuarum,  si  fonctiones 
continuas  hujus  formae  evolvamus,  (quas  haue  ob  causam  nomine 
functionum  continuarum  designemus): 
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(1,1)  -  (1) 

(1.2)  =  (1)  (2)  + 1 

(1.3)  =  (1,2)  (3) +  (1,1) 

(1.4)  -  (1,3)  (4)  +  (1,2) 

(1,2t  + 1)  =  (1,20  (2*  4- 1)  +  (1,2»  - 1) 

(1,2t  +  n)  =  (1,2»  +  n  - 1)  (2t  +  n)  +  (1,2  »  +  n  -  2) 


fleri  [2i  +  l,l]=^j^ 


1) 


sive 


[2,-+l,a-c]-/"-;.^^'>,, 
■-  '  ■■     (a  — c,  2z  +  l) 


abi  primüs  denominator,  a  qao  fanctio  continaa  initium  habet,  ad 
Inbitam  eligi  potest,  dammodo  in  fractione  continaa  idem  sit 

Adnotandum  est  fnnctiones  continuas  easdem  manere»  cd  ordo 
denominatornm  complete  invertator,  ita  nt  semper  sit 

(2i  +  l,l)  =  (l,2i4-l) 
(2t-+-l,  a  —  c)^{a^c,  2i-+-l). 
Denique  notnm  est 

[2t  +  n,l]-[2i4-w,2]  =  7s- ^Tv^^T^ öt 

■•  '   J     L  '   J     (2e  +  «,  1)  (2^-4-w,2) 

qnod  etiam  ita  exprimi  potest 
(2f  +  n,  2)  (2t  4-  n  - 1, 1)  -  (2i  +  n,  1)  (2f  +  (n  -1),  2)  =  (-1)— i, 

qnibus  tribns  lemmatibus  ex  doctrina  fractionnm  continuaram  petitis 
hie  non  immoramor. 

13. 

His  signis  introdactis  flont 

ro  •  .  i  1        (2  i,  a  —  c) 

_  1         ^^    (2»,  a  —  c) 

"*     *^'     [2t,  a-c]      (2»-l,  a-c) 

et  quantitate  t  eyanescente  erit 

a  — y  =  [l,  o  — c]  = 


(1,  a-c) 
a  —  c=^a  —  c. 
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Jam  com  sit 
sin  «»•= 


sin«i-i=;o. — i -<  sva  6»,-i 

Oi-ri  (2»-l,  a-c)        ^  ^ 


atque    sin  «•i-i="z ::: —  sm  <»i— 2    tot — öt-i — i^  sm  «1-2 


«i-i— n-i 


(2i-3,a-c) 


üsqne  ad 


sin  «, « 


sin  «  = 


a  —  c 


sm  » 


(3,a-c) 


sin  «I 


sin  m;  =  (1,  a  —  e)  sin  w 


erit  Omnibus  bis  aequationibus  mnltiplicatis 

sin  w,  =  (2»  + 1,  a  —  c)  sin  «; 
sen  etiam 

sin  Wi  =  sin  «,-1  «=  (2i  —  1,  a  —  c)  sin  w, 
qnodsi  praeterea  designamus 

Y^ia^c)  sin  w 
Yi^{(H  —  Cii  sin  t(;,-| 
ubi  Fj  ynlgo  apertnra  lentis  ad  claritatem  pertinens  nominator,  erit 

Omniom  igitor  qaantitatnm,  quaram  ad  yiam  Incis  determinaa- 
dam,  et  ad  eam  apertoram  lentinm  deflniendam,  qnae  existere  debet 
nt  radins  lentem  permeare  possit,  nobis  opas  est,  yalores  ad  pri- 
mum  ordinem  pertinentes,  crassitiei  lentinm  ratione  babita,  in  se- 
quentibns  formnlis  continentnr: 

sin  Wi  *=  (2i  —  1,  a  —  c)  sin  w 

^-^»-(2i_l,a-c) 
y_(2i,  a-e)  ^ 


(17)  .  .  . 


«i— n  = 


(2i,  a  —  e) 


(2f4-l,  a-c) 
sin  ai,  =  (2iH-l,  a  — c)  sin  w. 
Qnodsi  a  «  00  et  ti?  ==  0,  tarnen  {a  —  c)  sin  ir  =  F  determinabm 
valorem  habet,  et  fanctionibns  continnis  eyolntis 
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(2i,  a  -  c)  =«  (2»,  1)  (a  -  c)  +  (2t,  2) 
(2t±l,o-c)  =  (2»±l,l)(o-c)  +  (2t±l,2) 
obtinemns  pro  infinite  distante  objecto: 

sin  u;,  =  (2i-l,l)  Y 


(18) 


•    •     •    • 


Oi-Ci^ 


(2f,  1) 


(2i-l,l) 

r.— (2i,i)r 

(2^  1) 


«,  —  r,  = 


(21  +  1;  1) 

sin  «i«(2i-hl,l)^. 

14. 

Ex  bis  relationibus  demonstrari  potest,  in  qaovis  systemate 
lentiam  puncta  analoga  iis^  quornm  abscissae  in  singala  lente  c  et 
r  sont,  existere.  Cnm  enim  aeqaatio  lineae,  qua  lumen  incedit 
postqaam  per  systema  lentiam  transierit,  sit 

17  =  (5  —  a<)  tang  «j 

sive  ?  =  (?  — ri  —  (ai  — ^i))  sin  n^ 

si  ad  qnautitates  primi  ordinis  tantum  respicimns,  erit  snbstitaendo 

ex  (17) 

?  =  {(?-yi)  (2i-l-l,a-.c)-(2i>~c)}sinti; 
seu  iis  yaloribns  fanctionum  continuamm  in  nsum  yocatis«  in  qni- 
bns  (a  —  c)  pro  factore  explicite  continetor 

9  =  {(5-ri)(2i  +  l,l)-(2»;i)}(a-c)sinu; 
+  {(5-^0  (2i+l,2)-(2i,2)}sin  u;. 
Determinemns  S  —  u  ita  nt  factor  qnantitatis  (a  —  c)  wiw  eva« 
nescat;  valores  quantitatnm  S  —  ri  et  fj  qui  inde  proyeniunt  tum  non 
pendebnnt  a  quantitate  (a  —  c\  ideoqne  punctum  definitum  erit,  qnod 
commune  est  omnibus  radiis  qui  inter  se  paralleli  axem  sub  eodem 
angulo  w  secant.  Cujus  puncti  coordinatas  si  per  V  et  9'  desig- 
namus,  erit 

*     '•    (2»+i,: 


1) 

,^f(2vl)(2i  +  l,2) 


{ 


(2»- +  1,1) 


(2»V2)}  si 


sinw. 
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Jam  com  ex  tertio  lemmate  ad  fractiones  continaas  spectante  pa- 

teat  esse 

(2t-*- 1,2)  (2i,l)~-(2»-hl,l)  (2i,2)  =  4-l 

erit 

^,  (2f,l)  ,_       1  . 

^""^•^(27+M)'     '^(2i  +  l,l)  ^"'"'• 

Dacatnr  linea  per  hoc  ponctam,  qaae  axem  sab  aogolo  w  secet, 
cujus  igitnr  aeqaatio  erit 

V  —  v'^^i^-^ri-i^'  —  n)}  sin  w. 
si  denno  tantam  qaantitates  primi  ordinis  in  angulo  w  respicimns. 
Panctnm  intersectionis  hnjus  lineae  cam  axe  determinatam  erit  per 

,  =  0,  ?  =  ?>, 
unde 

igitor  S^  pendebit,  nee  ab  (a  —  c),  nee  ab  u;,  sive  commune  erit  omni- 
bns  systematibas  radiorum  inter  se  parallelornm  snb  qnodlibet  an- 
golo  axem  secantinm.  Abscissa  hnjus  puncti  per  rdesignetor,  eritqae 

Alind  punctum  huic  analagum  obtinemus,  si  radios  in  ultima 
lente  incidentes  et  ex  prima  exenntes  consideramus.  In  hoc  casu 
tantum  permutandum  erit 

(2i  -*- 1)  cum  (1), 

(2  t)        cum  (2)  et  r«  cum  c 
eritque  abscissa  hujus  puncti  igitnr 

(2,2t'4-l)-l 
(1,22  +  1)    • 

Haec  autem  abscissa  sensu  opposito  numeratur,  a  prima  lente, 
directione  positiva  assumta  ea,  quae  ab  ultima  lente  ad  primam 
yergit  Quare  si  eandem  directionem  positivam  ubique  conservare 
yolumus,  Signum  invertendum  est  Erit  itaque,  si  abscissam  hajos 
puncti  a  prima  lente  numeratam  per  C  designamus: 

(Ä))...  O     c-x      c-     (1  2»  +  l)    • 
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In  atraqae  aequatione  (19)  et  (20)  denominator  idem  est  ob 

(2»  +  l,l)  =  (l,2»  +  l) 
secnndom  lemma  secondom.    Qaodsi  igitnr  designamns 

1 


erit 


(21) .  .  . 


(2» +  1,1) 
(2*,  1) 


=  0 


^  +  ir-rd 


(2i  +  l,l) 

i2,2i  +  l) 

(2i  +  l,l)      ^      ^^     *'^' 


Qnibos  qoantitatibas  definitis,  inter  Oi—r  et  a  —  C  generalem 
relationem  invenire  et  deflnire  possomos,  omnino  analogam  ei  qaae 
inter  «  — r  et  a  —  e  intercedit    Erit  nempe 

„,      ,.  ^     (2*>  « -  c)     _        ßi,  1)  {a-c)  +  {2i,  2) 
^     '^'      (2»  +  l,a-c)      (2t  +  l,l)  (o-c)  +  (2»+l,2) 

siye  si  ex  aeqaatione 

(2*  + 1, 2)  (2»,  1)  -  (2«  +  1,1)  (2i,  2)  =  + 1 

Talorem  qnantitatis  (2»,  2)  per  O,  r  et  C  expressom  quaerimos,  ob 

(9i  2^  -  (2»+l,2)(2t,l)-l 
^    '   ''  ~  (2t  + 1, 1) 

(<1)  -  (C-  e))  (0  +  (r-  yQ)  -  <P« 

0 

„_    ,.  ^  (<P + (r-  n))  (o  -  c)  +  (<P  -  (C-  c))  (<P  +  (r-  n))  -  o' 

^     ^'  a-c  +  0-(C-c) 

qnae  aeqnatio  transformator  in 

(ai  —  0  —  r)  (a  +  ö>  —  C)  ==  —  <P« 

gen  in 

1  1  1 

Oi  —  r      0      a  —  C 


(22)  .  .  . 


qaae  omnino  analoga  est  aeqaationi  in  singola  lente. 


15. 

His  de  systematibos  radiomm  inter  se  parallelomm  expositis, 
consideremns  etiam  radios,  qoi  ex  nno  puncto  diyergont.  Si  coor- 
dinatae  hnjos  poncti  sint  a^  et  y",  linea  qua  qoiyis  radias  lominis 
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qoi  per  hoc  panctam  transit  incedit,  babebit  aequationem ,  quanti- 
tatnm  primi  ordinis  solam  ratione  habita: 

y  — y'  =  (a'  — x')  sin  tp. 

Cum  antem  in  singnlo  radio,  qnantitati  w  respondeat  qaantitas 
a,  seu  valor  abscissae  x  pro  y  =  0,  fit 

(a  —  ÜB*)  sin  IT  =  —  y'j 
seu  (öt  — c)  sin  w  =  {x'  —  c)  sin  to  —  y'. 

Snbstitaamns  hnnc  yalorem  in  aeqnationem  post  transitam  per 
systema  lentinm,  et  erit 

,=  ({(2i  +  l,l)(5-ri)-(2i,l)}(a:'-c)-h(5~r.)(2i  +  l,2) 

^(2i,2))  sin  w^{{2i  +  l,l)  (^-r,)-{2i,l)}y'. 

Determinenms  in  hac  aequatione  valorem  $  «=  Si  talem,  ut  fac- 
tor  qnantitatis  sin  w  evanescat;  yalores  harnm  qnantitatam  ^  — r 
et  ffi,  non  pendebnnt  ab  angnlo  w,  ita  nt  punctum  per  has  qnanti- 
tates  determiuatnm  commune  sit  omnibus  radiis«  qui  sub  quolibet 
angnlo  w  a  puncto  cujus  coordinatae  sunt  x*  et  y*  exeunt  Habemus 

(2^1)(a:^-c)  +  (2i,2) 
^'     ^•~(2i-hl,l)(aj'-c)4-(2i-t-l,2) 

. (2t  +  h  1)  (2^  2)  -  JH 1)  (2i  + 1, 2) 

^'^  (2i-hl,l)  («'-c)  +  (2iH-l,2)      ^ 

quum  autem  valor  qnantitatis  iSl  —  n  idem  sit,  ac  valor  superios 
allatus  quantitatis  <Xi  —  yi^  si  modo  a  cum  x*  permutemus,  statin 
habemus 

1      ^  1  1 

et  cum  numerator  quantitatis  f 7  ob  lemma  tertium  paragraphi  (12) 
Sit  aequaUs  —  1,  fit 

«0 t 

^'      (2i"4-l,l)(a;'-.c)H-(2i  +  l,2)  " 

0 


seu  ob  anteriorem  aeqnationem 


9i     x'-C^' 
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Signiflcatio  harum  aequationnm  igitnr  ita  exprimi  potest.  Fin- 
gamas  lineam  in  axe  normalem  in  distantia  a,  sen  statnamas  ab- 
scissam  poncti  intersectionis  hnjas  lineae  cam  axe  =  a^  a  facie  an- 
teriore primae  lentis  nnmeratam.  Omnes  radii,  qui  ex  hoc  puncto 
exennt  convergunt  et  denno  conjangnntar  in  puncto  axis  «^ ,  seu  in 
puncto  cujus  abscissa  a  facie  posteriore  ultimae  lentis  numerata 
determinatnr  per  aequationem 

1      _J^  1 


Jam  cum  punctum  quodvis  in  hac  linea  normali  habeat  aequa- 
tiones 

x'^a,     y'  =  Zy 

ubi  z  distantiam  ab  axe  significat,  erunt  aequationes  puncti  in  quo 
radii  ex  puncto  a;'  et  t/  divergentes  post  transitum  convergunt 

Magnitndini  objecti  igitur  per  Zy  magnitudine  ultimae  imaginis 
per  Ct,  distantia  objecti  ab  anteriore  facie  primae  lentis  per  a, 
distantia  imaginis  a  posteriore  facie  ultimae  lentis  per  o^  designata, 
semper  et  in  siugula  lente  et  insystemate  lentiumvalebunt  aequationes 

_1  11 

(23)  .  . .  j 


ai^r       0       a  —  C 

r  —  ^  — ^ 

^•""  a-C  ^' 


ubi  quantitates  0,  r^  C  in  siugula  lente  transeunt  in  f,  r  et  c. 

Quodsi  igitur  in  instrumentis  astronomicis  magnitudinem  realem 
quantitatis  Ci  metimur,  magnitudo  z  exinde  coucludi  potest,  Bi(cci—r) 
et  (a  —  C)  nota  sunt.  Si  a  =  oo ,  angulus  sub  quo  z  conspicitur  de- 
terminatnr, eritque  si  z^{a  —  C)  tang  y 

tangsP  =  ^ 
seu  pro  a=  oo 

tang  9  =  -^ 
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nbi  CO  quantitas  in  qaovis  systemate  constans  est    Complectnntnr 
hae  aeqnationes  theoriam  micrometromm.  Praeterea  cam  semper  alt 

Oi  —  r      a--C 
patet  radiam  qoi  per  panctam  C  it,  manere  sibi  ipsi  parallelum«»  et 
exire  per  ponctum  r^  unde  si  objectam  in  infinita  distantia  positum 
est,  lineae  qui  a  puncto  determinato  objecti  ad  imaginem  hajas 
pnncti  duci  possont,  omnes  per  punctum  r  transeunt 

16. 

Imago  objecti  tum  demum  satis  distincta  et  clara  erit,  A 
omnes  radii,  qui  ex  uno  puncto  objecti  exeunt,  reyera  in  unum 
punctum  imaginis  conjunguntur.  Quod  cum  tantum  pro  quanütatibus 
primi  ordinis  valeat,  patet  angulos  nunquam  ad  tantam  magnitudinem 
accrescere  debere,  ut  quantitates  altiorum  ordinum  claritati  et  prae- 
cisioni  imaginis  nimis  nocere  possint.  Quem  ad  flnem  semper  ca- 
vetur,  ne  axes  conorum  luminarium,  qui  ab  uno  puncto  in  objecti- 
yum  cadunt,  nimis  magnum  angulum  cum  axe  faciant^  sen  angulos 
q>y  a  quo  dimensio  maximi  objecti,  quod  uno  intuitu  per  systema 
lentium  conspicitur  pendet,  certis  limitibus  coercetur.  Radius,  qui 
per  punctum,  cujus  abscissa  est  c  (ad  primam  lentem  relata  quantitas) 
transit,  commode  sumi  potest  pro  axe  coni  luminaris,  qui  ex  puncto 
quolibet  objecti  in  objectivum  cadit,  et  nominetur  radius  princi- 
palis  ad  hoc  punctum  pertinens.  Systema  lentium  tum  ita  debet 
conformari,  ut  omnes  radii  principales,  qui  angulos  cum  axe  fadant 
minores  quam  uf^^  transeant  per  systema  lentium  et  in  oculum  in« 
trent;  qui  yero  sub  majoribus  angulis  incidunt,  a  parietibus  tubi 
suscepti  claritati  imaginis  nocere  non  possint.  Quantitas  u^  deter- 
minat  tum  dimensionem  objecti  siye  campum  tubi,  et  satis  parra 
sumi  debet,  ut  quantitates  altiorum  ordinum  non  sensibiliter  prae- 
cisionem  turbare  possint 

Necesse  igitur  est  primum  yiam  radii  principalis  qui  sub  an- 
gulo  w°  in  axem  incidit  persequi,  et  impedimenta  quibns  obstroi 
possit  eliminare,  quod  flt  si  aperturam  lentium  ita  determinamus, 
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nt  radios  principalis  ad  angalnm  "uP  pertinens  in  marginibns  lentiam 
eas  transeat.  Tum  enim  radii  principales  ad  minores  ]angulos  per- 
tinentes  aeque  ac  extremus  systema  permeant,  et  in  margine  ima- 
ginis  tantnm  claritas  minoitur,  cum  ibi  sola  dimidia  pars  eorum 
radiomm  qoi  ad  conum  luminarem  radii  eztremi  pertinent  in  ocn- 
Inm  peryeniat  Qnod  incommodnm  nuUo  modo  evitari  potest  et 
paryi  est  momenti.  Quem  ad  finem  qnantitates  qnae  viam  radii  de- 
terminant  pro  a=^c  inqnirendae  sunt.  Designemus  eas  adjuncta 
nota  zero,  ita  ut  a?;  of,  <o-^,  t<;^,  Ff  sint  eaedem  qnantitates  ut  su- 
pra,  sed  in  casu  ubi  a=^c.    Fractio  continua  desinet  igitur  in 

et  quia  ultima  fractio  oo,  flnis  fractionis  continuae  est  7^,  ita  ut 

statim  yalores  quantitatum  noyarum  definire  possimus  signis  prius 
introdnctis,  ubi  tantum  adjiciendi  sunt  valores  initiales  ne  error 
possit  irrepere.    Habemus  ergo 

sin  w;?=(2i-l,2)  sin  t(;°  ubi  w;°  =  w^°    «;?  =  w;° 


(24) 


"^~'''      (2i-l,2)  "  ^      ^    ai=Ci  =  -E 

r?=(2i,2)  sin  «;°          »  Y°  =  0 

o  i2i,  2) 

"•■"''•■"  (2* +  1,2)  »  "  ~^ 


sin  <B?=(2i  +  l,2)  sin  w""  „  vP^w' 
Erit  bic  Ff  apertura  lentis  ad  campum  —  vP  pertinens^  erunt 
ii;f,  a>f  anguliy  sub  quibus  radii  principales  in  axem  incidunt,  sunt 
af ,  af  abscissae  punctorum  in  quibus  radii  principales  axem  secant. 
Qui  yalores  quantitatum  af  et  of,  cum  non  pendeant  ab  angulis, 
Omnibus  radiis  principalibus  communes  sunt,  ita  ut  si  oculus  in 
ultimo  puncto  of  situs  sit,  omnes  radii  principales,  ideoque  maxima 
pars  ceterorum  radiomm  qui  in  objectiyum  cadunt,  eum  intrent. 
Quapropter  hoc  punctum  cujus  abscissa  est  of  optimus  locus  oculi 
erit  ad  maximum  campum  et  maximam  claritatem  perspiciendam. 
Vocatur  haue  ob  causam  locus  idoneus  oculi. 
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17. 

Jam  cum  ultima  imago  in  puncto  cci  posita  sit«  ibique  magni- 
tudinem  ti  habeat,  determinari  potest  angnlus  sub  quo  imago  con- 
spicitUFi  ejusqne  comparatio  cum  angulo  sub  quo  oculus  nudns  ob- 
jectnm  videret,  amplificationem  dabit.  Necesse  erit  hie  Ci  alio  modo 
quam  prius  ezprimere,  quod  facile  fit  cum  sit 

.  <P 

^•~  a  +  0-C'^ 

z 


(2i  +  l,  a— c) 
8i  valorem  quantitatis  4>  substituimus.    Fit  igitur  tangens  anguli, 
seu  quantitatum  primi  ordinis  tantum  ratioue  habita,  angulus  sub 
quo  imago  ex  puncto  o^  conspicitur 


(2i  +  l,  o-c)     tti-a°i 

z                                      1 

(2t+l,  a     c)        (2»,  a-c) 

(2i-i-l,  a  —  c) 

(2i,  2) 
(2» +  1,2) 

(2i  +  l,2)  z 

(2i  +  1,  2)  (2i,  a  -  c)  -  (2i,  2)  (2z  +  1,  a  -  c) 

seu  reductione  facta  substituendo 

(2i,  a-c)  «  (2t,  1)  (a-c)  +  (2i,  2) 

(2i  +  l,  a-c)  =  (2i+l,l)(a-c)  +  (2i  +  l,2) 

(2i  +  l,2) g 

(2t  +  l,2)  (2i,l)-(2f4-l,l)  (2f,2)  '  a^c' 

Cum  vero  denominator  sit  ob  lemma  tertium  ad  fractiones  con- 

tinuas  pertinens  et  superiore  loco  allatum  »  +  1,  fit  angulus  sab 

quo  ultima  imago  ex  loco  idoneo  oculi  conspicitur 

(2i  +  l,2).7-^. 

^  '   ^    (a  —  c) 

Imago  autem  tum  demum  distincta  oculo  apparebitt  si  distantia 

Oi  —  cci  aequalis  est  justae  distantiae  in  qua  objecta  oculo  distineta 

apparent.    Quam  si  per  h  designamus,  aequationi  conditionali  sa- 

tisfleri  debet 
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seu  yaloribns  sabstitntis  et  redactione  facta 


(25) A  == 


(2i-+-l,  a-c)(2i  +  l,2V 

Jam  ad  comparandum  angulam  sub  quo  imago  conspicitar,  cum 
angulo  ocali  nadi,  duo  casus  sunt  distingaendi.  Fieri  enim  potest, 
sicuti  in  microscopiis  ut  objectum  ad  distantiam  h  admoveri  queat. 
Erit  tum  angolas  sab  quo  ocalus  nadas  objectum  distincte  conspicit 

^  -T-.  Qaocum  comparato  angulo  imaginis,  fit  ratio  duorum  angu- 
lorum  seu  ampliflcatio 

^  '   ^    a  —  c 

Contra  autem  in  telescopiis;  a  —  c,  seu  distantia  in  qua  oculus 
nudus  objectum  conspicit,  variari  non  potest,  manetque  semper,  oculo 

nudo  in  puncto  cujus  abscissa  est  c  posito,  angulus  = ;  erit 

igitur  in  iis 

(26) w«(2t+l,2) 

Formulae  hae  sunt  generales;  plerumque  autem  in  tubis  astro- 
nomicis  a  — c»oo  poni  potest,  quo  in  casu  aequatio  conditionalis 
cui  satisfieri  debet  formam  simpliciorem  induit 

. 1 

(2i-i-l,l)  (2i-i-l,2) 

seu 

(27) (2i  +  l,l) ~ 

et  haec  quoque  plerumque  simplificatur  per  hypothesin  A  =  oo .  Cum 
enim  h  pro  diyersis  oculis  diversa  sit  quantitas^  semper  necesse 
erit  aliquam  partem  systematis  lentium  mobilem  facere,  ut  oculus 
in  loco  idoneo  a^  positus,  vel  appropinquari  possit  ultimae  imagini, 
vel  amoyeri  ab  hoc  puncto.  Quod  cum  nullo  modo  evitari  possit, 
calculus  commodissime  instituitur,  in  hypothesi  A  ==  qo  ,  seu  in  hypo- 
thesi  oculum  normalem  ita  conformatum  esse,  ut  radios  paralleles 
in  retina  in  unum  punctum  convenire  faciat  Quodsi  igitur  tubus 
pro  distantia  inflnita  objecti,  et  pro  oculo  normali  dispositus  esse 


144  I^c  formnlis  dioptriciB. 

statoitur,  addita  mobilitate  partis  alicnjus  ut  diversis  ocnlis  adap* 
tari  possit,  aeqaatio  conditionalis  cni  satisfleri  debet  est 

(2*4- 1,1)  =0 
eritque  tarn  cum  Bit  generaliter  in  telescopiis 

w  =  (2i+l,2) 
pro  tabo  ad  ocnlam  normalem  conformatnm  etiam 

^==(2^1) 
qnia  (2i  + 1, 2)  (22, 1)  ~  (2i  + 1, 1)  (2i,  2)  =  1. 

Caeternm  semper  adjnngenda  est  conditio  positivi  yaloris  qoan* 
titatis  c^j  qnia  si  <  negativa  qnantitas  est,  ocnlns  in  loco  idoneo 
poni  non  potest;  sed  necessario  non  magis  hnic  loco  appropinqnari 
qnam  posterior  superficies  ultimae  lentis.  In  tnbis  qni  Galilaei  no» 
men  prae  se  fernnt,  hoc  incommodnm  tolli  non  potest 

18. 

Combinatio  dnamm  aeqnationnm 

t?i  =  (2»  +  l,2) 
z 


u- 


(2i  +  l,  a  —  <i) 

perfacilem  methodum  suppeditat  ampliflcationis  determinandae.  Quod- 
si  enim  fingamns  objectnm  existere  in  loco  cujus  abscissa  est  a^c^ 
magnitudo  imaginis  hnjus  objecti  ob  a  — c  =  0  erit 

^^^(2i-f-l,2) 

seu  f?=  — 

m 

atque  igitur  ♦»  =  1:0. 

w 

Jam  in  quovis  tubo  si  aperturam  primae  lentis  consideramuSr 
et  eam  objectnm  lucidum  esse  ponimus,  foret  in  hoc  casu 

2^=r(a  — c)  sin  w  =  f  sin  i 
igitur  considerari  potest  ut  circulus  in  loco  a  ~  c  positus  cujus  ra- 
dius  est  =  sP.    Tubo  versus  coelum  directo  lumen  dispersum  quod 
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tnbam  intratt  objectiyo  in  loco  sno  coUocato,  seu  etiam  seposito 
vitro,  et  tantmn  circnlo  in  quo  vitrum  flzum  est  retento,  tale  objec- 
tam  repraesentat  et  imago  ejus  formatar  in  puncto  cr^,  ubi  parvos 
circolns  lucidus  conspicitnr,  cujus  igitur  dimensio  erit  {?.  Quodsi 
ergo  aperturam  primae  lentis  metiamuTf  invenimus  £^;  et  e  dimen- 
sione  parvi  illius  circuli  lucidi  qui  extra  ultimam  lentem  in  aBre 
conspicitur,  tubo  versus  coelum  directo,  habemus  £f,  quamm  duarum 
quantitatnm  divisione  facta  habetur  m.  Difficultas  exactaej  dimen- 
sionis  parvi  circuli  lucidi  inveniendae,  ope  microscopiorum  tolli  potest 

Yalor  hujus  quantitatis  m  pendet  a  mutua  distantia  lentium 
inter  se,  qui  secundum  variabilitatem  quantitatis  h  pro  diversis 
oculis  diversa  erit.  Statuamus  tubum  et  lentes  in  eo  ante  opera- 
tionem  hie  indicatam  ita  dispositas  esse,  ut  oculus  ad  quem  h  per- 
tinet  ultimam  imaginem  distincte  conspiciat.  Yertitur  tum  tubus 
versus  coelum,  et  mensurato  parvo  circnlo  lucido,  inveniatur  nume* 
ms  post  divisionem  factam  quem  per  m^  designemus;  unde  habemus 

eritque  igitur  semper 


h  •  iwjfc  =  — 


(2i+l,a-c)' 

Pro  oculo  normali,  et  distantia  objecti  infinita  autem,  distantia 
lentium  seu  saltem  una  quantitatum  E  mutanda  erit,  si  imago  clara 
fleri  debeat.  Statuamus  quod  vulgo  locum  habet  (si  objectivum 
unicam  et  primam  lentem  esse  ponimus)  distantiam  inter  objectivum 
et  ceteras  lentes,  seu  quantitatem  (2)|  aut  —E  esse  variabilem. 
Quodsi  tum  pro  systemate  lentium  ceterarum,  quarum  distantiae 
invariabiles  sunt,  puncta  P  et  C  nee  non  O'  calculamus  ita  ut  sit 

1 


(28) 


•  •  • 


^0' 


(2« +  1,3) 


(2» +  1,3) 


(2i  +  l,4)  ^^      ^ 


1(2« +  1,3) 

Enck«'i  Abhudl.  HL  10 


146  ^^  formalifl  dioptricis. 

erit 

(2t  +  1, 1) ^7 Y^W 

atqne  aequatio  conditionalis 

,  g  — c 

(2t  +  l,  a-c)  (2e4-l,2) 

transformari  potest  qoia 

(2t 4-1,  a-c)«(2i  +  l,l)  (a-(?)-h(2»4-l,2) 

4- 


, <P^''(«-y) 

"^  ^  ~"      (-£4-  Ö>'-C0^4-  (-jB4-  Ö>'-C)  (a-r) 

unde  deriyatnr 
yel  si 


in  (29)    .  .  .  { 


20'  .        A 

y(ÄiF=T))='"^^ 


J5  =  a-;^4-Ö)'-~ü'-(a-y)  sin  1  A^ 

unde  distantia  systematis  ocalarium  ab  objectivo  ad  qaantitateiD 
h  pertinens  derivari  potest.    Fit  etiam  generaliter 

(29)*...   w*=(2i4-l,2)  =  -^^cos  i^«. 

Jam  si  amplificationem  ad  distantiam  objecti  et  oculam  no^ 
malern  redactam  litera  m  designamas,  fit 

^  =  0,      a  — /  =  /; 

f 
unde 


vel  reductione  facta 


WÄ  =  m — ~  cos  i  A^ 

f  f 

m  =   - ' —  ntA  4- 


a-^y     *      hmk 
quae  aequatio  etiam  scribi  potest: 
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(29)**  .  .  ^  =  -ü?*-  + 


19. 

Saperest  nt  limes  definiatar,  ad  quem  angnlam  ^^P  extendere 
licet,  quod  generaliter  fit  si  deviationem  quam  radius  Incis  patitur, 
dam  singulas  lentes  permeat,  intra  tales  limites  coercemos,  in  qni- 
bns  Praxis  docoit  quantitates  altioris  ordinis  non  nimis  sensibiles 
fieri.    Quae  deviatio  eum  in  singnla  lente  sit 

«•  —  »i-i, 
sen  pro  radio  principali 

et  cniD  ultima  quantitas  semper  molto  major  sit  quam  praecedens, 
designemns  eam  per  Jiteram  tt,  ita  nt  sit 

(30)  . . .  cöf—  «?_i  =  Tti 
ea  lege  observata  nt  nnlla  qnantitatnm  n  major  fiat  qnam  1,  sen 
deviatio  per  nnam  lentem  effecta  major  qnam  14^,  4,  qni  extremns 
terminns  est  qnem  praxis  permittit.  Quodsi  ceterae  conditiones 
permittnnt  singnlas  qnantitates  n  minores  facere,  imago  distinctior 
et  clarior  fit.  Yaloribns  snpra  inventis  snbstitntis  postqnam  angn- 
Inm  cnm  sinn  permntavimns  erit 

7ri=  ((2i  + 1, 2)  ~ (2i - 1, 2))  sin  w^ 
=  (2i,2)  Fi  sin  w'^^Fi  Ff 
nnde  regnla  praxis  elicitnr  cnm  sit: 

apertnram  lentis  aücnjns  ad  campnm  pertinentem,  nnsqnam  majo- 
rem fieri  debere  qnam  qnartem  partem  distantiae  focalis,  qnam  ob 
cansam  quantitati  n  nomen  datnm  est:  mensnra  apertnrae.  Per 
has  qnantitates  relatio,  quae  inter  campnm  et  amplificationem  locnm 
habet,  commode  exprimitnr.    Cnm  enim  sit 

n  =0 

TV^  =  ©2  —  Wj^ 

■  •  • 

•  •  • 

10^ 
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habemus  omnibns  bis  aeqaationibns  additis 

TT  +  TTi  .  .  .  .  TT,  =  wf  —  «;° 

=  (m— l)i^  1 

ita  ut  si  restrictionem  valoram  n  conservare  yolamus,  si  campas 

augetur  amplificatio  minuatur  necesse  est.    Ad  definiendam  igitur 

valorem  quantitatis  u;^  calculentar  valores  omniam  {2i,  2)  Fi  singu- 

latim,  sumatarqae  w°  ita  ut  nnsquam  prodactom  (2t,  2)  Fi  sin  w° 

excedat  qnartam  partem  unitatis. 

Praeterea  ad  claritatem  imaginis  multnm  confert,  si  radii  ad 

majorem  extensionem  objecti   quam  eligere  Toluimas  pertinentes, 

omnino  excludantur,  qnod  fit  per  diapbragmata  qnae  in  interiore 

tabo  iis  in  locis  ponuntor,  ubi  radios  excladendos,  sine  detrimento 

eorom  qnos  in  oculnm  pervenire  volumus,  sascipere  possint    Qoi 

loci  sunt  ea  pnncta  ubi  imagines  reales  formantnr,  ergo  puncta  o,-, 

si  ai  positiva  est  quantitas  et  minor  quam  e^ ;  ibique  diapbragmata 

eandem  magnitudinem  habere  debent  quam  imagines.    Praeterea 

diapbragmata  poni  possunt  in  iis  locis  ubi  revera  radii  principales 

axem  secant^  seu  in  punctis  af,  si  hae  quantitates  positivae  sunt 

et  minores  quam  ^,.    Necesse  autem  est  ut  diapbragmata  in  cef  po- 

Sita,  aliis  radiis,  qui  quamquam  non  principales,  tamen  ad  imaginem 

formandum  contribuunt,  viam  non  recludant.    Quum  jam  distantia 

talis  radii  ab  axe  in  puncto  af  sit  aequalis,  quoad  primum  ordinem: 

(jUi-H^)  sin  «,• 

erit  apertura  diaphragmatis  non  minor  sumenda  quam 

a-c       .  Y 

sin  w  = 


(2i  +  l,2)  "  (2t +  1,2) 

quem  valorem  si  per  Ci  designamus^  cum  C,-  seu  magnitudo  imagi- 
num  Sit  dimensio  alioram  diaphragmatum/  ponenda  sunt  diapbrag- 
mata in  punctis 


(31)  . 


«,  ibique  t?=  th-t— t ;:  sin  tiP 

^  (2»4-l,  a  — c) 

«?ibiquee?=^27Tl^^^'^ 


quoties  ai  et  af  positivae  quantitates  sunt  et  <e,.     Sive  in  casa 
specialil  ubi  a  =  oo 
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f<  = 


t?  = 


sin  uf 
(2*  + 1,1) 
Y 

(2i  +  l,2)* 

20. 


Ad  formalas  has  exemplo  namerico  illostrandas  ponamas  datos 
esse  seqaentes  valores,  in  quibus  digitus  est  anitas  mensurae: 

f  =  12,000 


El  =  1,73 
Ei  =  2,25 
Et  =  1,47. 


A=   1,30 

/i-   1,32 

^3=   1,37 

/;=  1,00 
Sit  jam  tabas  constraendas  qni  pro  h  »^  6,000  et  distantia  ob- 
iecti  inflnita  distinctam  imaginam  praebeat  Primum  igitar  deter« 
minanda  erit  qaantitas  E  per  aequationem  (29).  Oalcalos  ftinctio- 
nom  continaariun  expedite  absolvitor,  si  quantitatibus  lg  (1),  lg  (2), 
lg  (3)  etc.,  in  eo  ordine  quem  eligere  yolumas  in  yerticata  colanina 
positis,  in  linea  horizontali  in  qua  lg  (1)  positas  est  adjnngatar : 
lg  (14),  nnmeros  lg  (1,1),  lg  prodncti  (2)  •  (1,1),  et  nameras  higas 
logarithmi  sea  prodactam  (2)  •  (1,1)  ipsam.  In  linea  horizontaU 
qaae  ad  (2)  pertinet  ponantar  eodem  modo :  lg  (1,2),  nameras  hojas 
logarithmi  lg  (3)  •  (1,2),  nameras  hajas  logarithmi.  Ita  ezempli  gra- 
tia  ad  <!>'  et  C  inveniendum  haec  est  forma  calcali: 


log 

log 

numerus 

log 

numerus 

(9) 

0,00000 

(9,9) 

0,00000 

+  1,00000 

(8)  (9,9) 

0,16732« 

- 1,47000 

(8) 

0,16732» 

(9,8) 

9,67210« 

-  0,47000 

(7)  (9,8) 

9,53588« 

—  0,34307 

(7) 

9,86328 

(9,7) 

9,81752 

+  0,65693     (6)  (9,7) 

0,16970« 

— 1,47810 

(6) 

0,35218« 

(9,6) 

0,28961« 

— 1,94810 

(5)  (9,6) 

0,16904« 

-  1,47583 

(5) 

9,87943 

(9,5) 

9,91323« 

—  0,81890 

(4)  (9,5) 

0,15128 

+ 1,41670 

(4) 

0,23805n 

(9.4) 

9,72543« 

-  0,53140 

(3)  (9,4) 

9,61148« 

—  0,40877 

(3) 

9,88606 

(9,3) 

0,08908« 

— 1,22767 

ande  obtinemas 

lg  Ö)'  =  9,91092„         <P' 0,81455 

lg  («>'  -  C)  =  9,63634  <»'  -  C  =  +  0,432855. 
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Com  igitnr  bic  ob  distantiam  objecti  inflnitam  sit 

a  _  y  =  /■=  12,000 
invenitor  ^  =  - 11°  4'  8",4 

et  ^==12,321235 

wiA  ==  14,59504 
dnm  ampliflcatio  per  ociüo  normali  foret 

»»  =  -  ^  =  14,73208 

obi  signam  positivom  qnantitatis  tn  indicat,  ima^nem  eandem  po* 
sitionem  habere  quam  objectnm,  sen  erectam  esse.  Calcolo  cmn 
hoc  valore  qnantitatis  (2)  =  —  12,321235  institnto  invenimns: 

lg  (1,1)  =  8,92082 


lg(l 
lg(l 
lg(l 
lg(l 

iga 
lg(l 
lg(l 

iga 


2)  =  8,42764, 

3)  =  8,79755 

4)  =  9,13134, 

5)  =  8,59953, 

6)  =  8,66119, 

7)  =  8,86465, 

8)  «=  8,79102 

9)  =  8,05764, 


lg  (2,2)  =  1,09065. 
lg  (2,3)  =  0,92829, 
lg  (2,4)  =  0,37023 
lg  (2,5)  =  0,82614, 
lg  (2,6)  =  1,24112 

lg  (2,7)  =-  0,77933 
lg  (2,8)  =  0,93342 
lg  (2,9)  =  1,16421 


qnae  qnantitates  dnplici  calculo  fnnctionum  continnarum,  primo  se- 
cnndnm  ordinem  (1)  (2)  ...  nsqne  ad  (9),  et  altere,  initio  a  (2) 
facto,  secnndum  ordinem  (2)  (3)  . . .  nsqne  ad  (9)  emnntur.  Gnm 
igitnr  sint  prodncta  (2t,  2)  Fi : 

lg  (2,2)  F,  =  0,97671, 

lg  (4,2)  Fa  =  0,24966 

lg  (6,2)  F,  =  1,10440 

lg  (8,2)  Fi  =  0,93342 
qnomm  (6,2)  F,  maxirnnm  est,  fit  posito 

'^  "^  =  4.(2,6)  F, 
w°  =  67',58 
qni  maximns  est  campns  quem  praxis  permittit.   Qnodsi  jam  aper- 
tnram  primae  lentis  sen  Y  aeqnalem  i|  sen  0,54167  snmimns,  ex 
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namens  hie  allatis  seqaentes  yalores  omniam  quantitatem  derivan- 
tur,  ex  qnibiis  natura  tabi  perspicitnr: 


t  =  0 

t  =  l 

ir»2 

*-3 

»-'4 

w 

(yfi 

155',2 

- 116',8 

H-  74',1 

+  13G',4 

a  —  e 

—  oo 

-  0,32124 

-  2,15667 

+ 1,15255 

-0,84405 

Y 

-  0,54167 

+  0,01450 

+  0,07329 

+  0,02483 

-0,03348 

a      Y 

12,0000 

-  0,42667 

+  3,40255 

+  0,62595 

5,41223 

<o 

- 155',2 

- 116',8 

+  74',1 

+ 136',4 

-  21',3 

vP 

H-  67',6 

+  67',6 

-  575',6 

454',2 

+  407',5 

a°  —  e 

0,0 

- 12,32124 

-0,27666 

2,60002 

+ 1,42591 

Y° 

0,0 

-  0,24221 

+  0,04611 

+  0,34250 

+  0,16864 

a°      Y 

0,0 

+ 1,45334 

-  0,35002 

+  2,89591 

+  0,58778 

uP 

+  67',6 

575',6 

454',2 

+  407',5 

4- 1000',4 

Diaphragmata  ponenda  sunt  in  ponctis  a  et  o,,  praetereaque 
in  pnnctis  ^i  et  a^,  cnm  ceterae  a  yel  negativae  sint  yel  majores 
quam  distantiae  sequentium  lentinm.    Invenitor  tum 

C  «  +  0,23590    f?  =  - 0,06389 

t8  =  - 0,26847    £2  «  +  0,03711. 

Ultima  quantitas  ^  est  apertura  in  loco  idoneo  ocnli  necessaria. 

Haec  dispositio  lentium  est  ea  qnae  in  minoribos  tabis  nt  vo- 

cantnr  terrestribas  monacensibus  locnm  habet    In  quataor  nltimis 

lentibns  alter  ambomm  radiorom  semper  inflnitns  snmitor,  ita  nt  sit: 

ri  =  oo     r2  =  oo     Qz"^^     ?4  •=<*>• 
Directa  mensnra  dedit  crassiliem  lentinm 

(«1=0,065    d2«0,050    (?8«0,108    d4«0,054 
nnde  derivatnr,  sit  n  « 1,52913  snmitnr : 

r^^O  Ci  =  +  0,04251 

r^^Q  Ca  =  +  0,03270 

;.g  =  -0,07063    C3  =  0 
^4  =  -  0,03531    C4  «  0 
e  qnibns  et  quantitates  et  et  qnantitates  a  inveninntur  ex  valoribus 
qnantitatnm  a  — r  et  a  —  c.    Distantiae  lentinm  erunt 

ej  =  -Ei  —  0,03270 

63  «=  £^  —  0,07063. 
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21. 

Transeamus  ad  quantitates  altioram  ordinom  in  systemate  len- 
tioin.  Onm^aequationes  hactenus  evolutae  derivatae  sint  e  formolis 

^      «-1         1 


i^  —  n)  sin  «,•  «=  (a^  —  Ci)  sin  u?, 
propter  quantitates  altioram  ordinnm  priori  aequationi  a^jnngenda 
est  qnantitas  hnjos  formae: 

Pi  {Oi  —  Ci)^  sin  wf 
et  secnndae 

Qi  (og  — c,)'  sin  tc}. 
Ad  primam  harom  aeqnationnm  absolyendam  ponamns 
(32)  .  .  .  hFi^Pi  (a,-i-/i-i~^-i)  sin  wU 
substitnto  yalore  quantitatis  o,*  —  c,-,  eritque  aequatio  nsqne  ad  ter- 
tium  ordinem  rigorosa: 


«i  —  n  («t-i — n-i  —  Ei-iY 

Correctio  igitur  quantitatis     __    quatenus  a  quantitatibns  altio- 
ram ordinnm  pendet  erit: 

cum  £t-i  absolute  constans  sit,  neque  correctione  egeat.    Sabsti- 
ttttis  yaloribus  primi  ordinis  habemus: 

seu 

(2i,a-c)« .  A  (-^)  K2^  a-c)»Ai^H-(2f-2,  a-.)«  a(--^— V 
Jam  cum  inde  sequatur 

(2i~2,a-c)aA  (--^— -)  =(2i-2,  a-c)«Ai^-i 

+  (2i~4,a-c)2A( ^t" ) 

et  sie  porro  usque  ad 
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(2,a-c)»A(^^)=(2,a-c)«Ai'l+(a-c)«A(^) 

(a  — c)«A— ^  =  (0  — c)'AJ'' 
a  —  y 

additis  omoibns  his  aeqnationibas  et  brevitatis  causa  designando 

1»'=  (a_c).  ^^«+     («_c)«    ^^-*+--+-(S3^^^»-*-^^ 
erit 

]ii  casn  spedali  nbi  a=  oe> 
(pi  -  (2«,  1)«  A  i^<  +  (2t  -  2,1)«  A  i^i-i  + . . .  +  (2,  l)«Ai?i  +  A  J^ 
(33)*{  ^  /     1     \  1 

Si  radins  principalis  consideratnr,  necesse  est  etiam  in  P«  va- 
lores  qaantitatam  Oj^rt  et  Oi  —  Ci  qoi  ad  enm  pertinent  introdu- 
cere.  Valore  qnantitatis  A  J^  in  hoc  casn  per  A  Ff  designato,  ha- 
betur: 

1)?  =  (2i,  2)8 AiT+  (2i-2, 2)2 AjF?_i  +  . . .  +  (2, 2)«  AF? 

^  Vi^^/ ""  (25;2p ^^• 

Praeterea  etiam  alia  forma  eligi  potest,  si  loco  fonctionam  con- 
tinuamm  apertoris  F  et  r°  ntamor,  onde  obtinemns 

PiY^^  Yf  A  jf;  +  r/.i  AFi-i  + . . .  H-r«  a  jf;  +  r«  af 

Hac  correctione  inventa  etiam  correctio  secondae  aeqnationis 

(«•  — /t)  sin  mi^{ai  —  Ci)  sin  u;,- 
sine  düftcnltate  obtinetor.    Differentiatione  enim  peracta  fit 


(34) 


(35) 


A 
sin 


m»i        V  •     /w      Voj— y,7  (a,  — <^)  \a<_i— rj_i/ 


Sin  a>,-i 


si  breyitatis  causa  ponimus 

(36)  ....  TF,=  ft  {Oi-Ciy  sin  W. 
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Bedacta  hac  aeqaatione  in  formam 
sin 


sin  «j      A  sin  «t-i      ,  \  a  (     ^     \     /  \ 

A  ( ^ )  -  "^'^  "-  ^-"'  ^.1  A  (— ^ )  +F, 

et  similibns  aeqnationibas,  secondnm  diversos  yalores  qnantitatis  i, 
eodem  modo,  nsqne  ad 

Arin^  _  A8in_a,  ^  r^_\  _  /_^_\ 

smcöi  sinw       ^  Voi— n/  xa  —  r^ 


Sin  «  \a  —  y/ 


^^  ^  («,  -va  A  (-1-)  -  ^=i:^?^  ^-1 A  ( — i — ) 


sin 

additis,  obtinemns 

A 
sm 

+  TFi-i +  W 

sive  introdactis  fanctionibas  continois  et  valoribas  ceterarnm  qnan* 
titatam  sabstitntis 


(37) 


A„i„„  _  _JLz£_v„   ,  (2i+l,a-c)   f      (2i)(a-c)* 
^"°*"=  (2i;i=g'^^'  +      (a  -  c)      q(2J,a-^)  (2i-2,*-c)^-» 

(2t-2)(g-c)'  ,  (2)(a-c)J 

"*"  (2»-2,  a-e)  (2»-4,  a-c)  '^'"*  '*' '"'^  \2,a-e)  ^\ 

+  sin  M{  (TFi  +  TTj-i TT). 

In  casa  speciali  abi  a  =  oo 

Aeqnatio  haec  valde  simplicior  evadit  si  tabom  ita  dispositmn 
snmimus,  ut  oculus  normalis  nltimam  imaginem  distinctam  conspi- 
ciat,  qaod  cum  qnantitas  h  yariabilis  sit,  atque  necessario  aeqnationes 


(38) 
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conditionales  imi  tantam  casni  accomodatae  esse  possint«  pleramque 
permissnm  est.    Erit  enim  tum 

(2i  + 1, 1)  =  0  seu  ^ '  =  0 

atqne  igitar 


(39)  ... 
seu  si  a  =  oo 


(2e,  a  —  c)     ^ 

^    rpi. 


Simplicitas  hujas  formnlae  non  locum  habet  si  in  superiore 
aeqnatione,  ad  radinm  principalem  considerandom,  a  — (7  =  0  poni- 
mus.  Tum  enim  loco  (2i  + 1, 1)  factor  (2i  -h  1, 2)  qui  nunquam  eva- 
nescere  potest  ultimae  parti  aequationis  addendus  est.  Sed  alia 
quantitate  pro  Pi  introducta,  eadem  simplificatione  uti  licet.  Cum 
enim  sit 

sin  a>,«:(2i  — 1;  a  — c)  sin  w 

si  ad  quantitates  primi  ordinis  tantum  respicimus,  patet  exceptis 
factoribus  TF|-;  eorrectionem  quantitatis  sin  (»i,  ex  differentiatione 
functionis  continuae  (2i  +  l,  a  — c)  prodire;  qua  instituta  habemus 

A(2iH-l,a-c)=(2f>-c)A(2i+l)+(2i4-l)A(2i>--c)H-A(2i--l,a--c). 

Loco  (2i  + 1)  substituamus  hie  ejus  valorem 

r2i^i^«<2»-*-M)      (2*^1,1) 
l^i+ij-    (2f,l)     '^     (2i,  1) 

et  cum  quantitates  formae  (2i)  sint  constantes,  atque  igitur 

A  (2i,a-cH(2i)  A  (2i-l,  a~-c)  +  A  (2»~2,a-c) 
aequatio  ita  transformari  potest 

A( 2i 4- 1, a-c)=(2i, a-c)A(2i+l) -h  ^^^.Z: ^'  ^^  A  (2t-l,  a-c) 

Ponamus  hie 
^  ft  =  (2f>-c)A(2i+l)  +  ^^|^^ 
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eiitque  igitor 

sea  permntato  i  cam  i  —  1 

qaod  si  in  aequatione  qua  qi  definitur  snbstitoitar,  habemns: 

seu  ?.  =  ft-i  +  (2»,  1)  (2t,  a  —  c)  A  (2*  + 1) 

onde  valor  qnantitatam  g,-  elicitar 

(40) . .  ft  =  (2t,l)  {2i,a-c)  A /J  +  (2t-2, 1)  (2i-2,  a-c)  AFj-i  +  . . . 

+ . . .  +  (2, 1)  (2,  a-c)  A^,  +  (o-c)  AF. 

Ope  hiijas  qnantitatis,  si  daas  aeqaationes  qnibns  jam  asi  so- 
mas  conjongimas 

A  (2t,  a-c)  =  (2i)  A  (2»-l,  a-c)  +  A  (2t-2, o-c) 

A  (2i-2, «-  c)  =  gf^2, 1)  ^  (2i  - 1,  a  -  c)  -  ^^^^  g,., 
habetur 

A  (2f ,  a-c)  =  ^^^^  A  (2i  - 1,  a  -  c)  -  -^^^^  *., 

atqae  igitnr 

A/o,-.  ^         1  (2i+l,l)  (2»  +  l,l)     • 

A  (2*+ 1,  a-c)  -  (2üj  3.  -  (2' i)  (2.1 1,1)  *"»  +  (2r-ri:i)  ^ 

A  (2t- 1,  a-c) 

unde  generaliter  yariatio  qnantitatis  (2(  +  l,  a  — c)  elicitar 

(41) . . .  A(2t+l,a-c)  =  ^-^-^^g,  +  (2t  +  l,l)|^.^^g;?_g^^^gi-i 

■^  ("27^2,1)  (2i-4,l)  *-''^'  •  •  "^  '(4,1)(2,1)  *»  "^(2, 1)  '(• 

Qnodsi  igitnr  in  bis  formnlis  a  — c=>0  ponimns,  ita  at  cor- 
rectio  angnli,  qni  ad  radinm  principalem  pertinet,  ex  üs  definiatnr, 
calcnlns  ita  institnendus  est.    Qnaeratnr 


(42) 
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[  qf=(2i,l)  (2»,2)Ai?T+(2»-2,l)  (2«-2,2)Ai??_i + . . + (2,1)(2,2) Ai!? 
eritqae 

.   (2»-2)_        ^o     .         ^  __(4)  .1 

■^  (2i  -  2,  l)"(2i  -  4;i)  2i-2 4- . . .  +  ^^^  j^-^2^  ^^  81  j 

atque 

A  sin  c»?=sin  w°A  (2i  +  l,2)  +  sia  «?{Tr?+  Tf7_x. . .  .  +  Trj}. 

Pro  oculo  normali  et  a  =  oo,  ubi  (2i+l,l)  =  0,  erit  igitur 
(43)  Asin  «?=  ?^-^3?  +  8m  «?  (ir?  +  TF?_i. . .  4-Tr?) 

qaae  formula  eadem  simplicitate  gandet,  qua  formula  quae  ad  alios 
radios  centrales  pertinet. 

22. 

Continentnr  in  his  formulis  etiam,  correctiones  qaae  ad  Achro- 
matismnm  spectant,  quia  omnes  variationes  yalorum,  quae  ex  va- 
riatis  solis  qnantitatibas  (2i  +  l)  seu  Fi  proveniunt,  quantitatibas 
{2i)  constantibos  positis,  per  easdem  formnlas  reperiontur.  Qaam* 
quam  enim  ob 

Ei^i  =  e,_i  +  c,  —  y,-i 

distantiae  qnae  hie  adhibentor  sunt  funetiones  qaantitatis  n,  ideo- 
qae  cum  hac  qnantitate  variantar,  tarnen  quia  variatio  solas  quan- 
titates  c  et  y  afficit;  quae  semper  parvae  sunt,  distantiae  Ei  con- 
stantes  haberi  possunt  etiamsi  n  yaiietur.  Igitur  si  AjFI  ita  de- 
terminatur,  ut  variationi  quantitatis  n  respondeat,  videlicet 

A  i^=f—  -  -M  A  w,-  =  ^  A  n,- 
\ri        QiJ  Wi-i 

(hie  quoque  neglecta  yariatione  termini  qui  a  crassitie  lentis  pendet) 
et  yalor  hie  in  superioribus  formulis  quibus  Pi  et  qi  determinantur 
substituitur,  habetur  correctio,  quae,  si  achromatismum  seryare  yo- 
lumus,  eyanescere  debet 

Correctio  quantitatis  er,  —  y^  nisi  distantiis  focalibus  utimur  ne- 
gatiyis,  tolli  non  potest,   quod  subsidium,  ne  campus  minuatur, 
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pleromqne  tantum  in  anteriore  parte  systematis  lentiam,  in  objec- 
tivis  adhibetur.  In  nltimis  lentibos  qnae  ocolares  nominantnr,  ple- 
ramqae  tantum  dispositio  quaeritar,  qua  A  sin  wf  pro  ocnli  normali 
evanescit,  si  A  jPf  ex  yariatione  quantitatis  n  determinamus.  Qnae 
aequatio  ad  marginem  coloratam,  nt  volgo  dicitur,  tollendom  inservit. 
Qaamqnam  igitnr  facili  negotio  fommlae  ad  objectiva  achro- 
matica  computanda  necessariae  deriyari  possint,  qnae  praecipae  a 
celebenimo  Herschelio  et  elegantiores  et  usni  accommodatiores 
factae  sunt,  tarnen  ne  dissertatio  justas  fines  excedat,  monstarasse 
hie  sufficiaty  fleri  posse  ut  crassitiei  lentinm  ratio  habeatnr,  iisdem 
fere  formnlis  quibns  antea  usi  sunt  scriptores  de  hac  re,  dum  ne- 
gligebant  crassitiem,  adhibitis,  si  nbique  loco  punctomm  interSectio- 
num  cum  axe,  puncta  Ci  et  Yi  denominata,  et  pro  qoayis  lente  de- 
terminata,  introducantur. 
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